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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемая книга представляет собой первое монографическое
изложение новой математической концепции — теории линейных полу-

упорядоченных пространств и операций в них, которую можно рас-
сматривать как самостоятельную ветвь функционального анализа, свя-

занную, впрочем, и с рядом других математических дисциплин. Этой

теории, созданной около 15 лет тому назад и представляющей
в основном продукт работы советских математиков, в настоящее время

посвящено значительное число работ, благодаря которым она сильно

развилась и получила разнообразные применения. Естественно прежде
всего сказать о месте этой теории в современной математике.

В развитии математики, наряду с накоплением опыта и новых

фактов, чрезвычайно велика роль абстракции и обобщений. Обычно
она заключалась в том, что благодаря известному отвлечению удава-
лось объединить ряд вопросов, рассматривавшихся уже ранее в мате-

матике, в один и найти его общее решение. Это давало, в частности,

решение всех отдельных задач того круга, который привёл к общей

проблеме. Однако значение сделанного шага заключалось не столько

в этом, так как решение для большинства частных задач было известно

уже раньше, сколько в том, что эта новая постановка вопроса в такой

степени упрощала и проясняла существо дела, что прежний круг задач
становился достоянием школьной математики. Путь же, приведший
к нахождению решения общего вопроса, открывал методы, позволявшие

ставить и решать новые задачи, о которых раньше нельзя было и

мечтать. Примеры подобных продвижений — введение буквенных обо-

значений и открытие анализа бесконечно малых. Благодаря послед-

нему, задачи, решение которых в XVI—XVII веках было под силу

лишь первым математикам того времени, теперь предлагаются на экза-

мене рядовому студенту.

Дальнейшие важные шаги на пути абстракции были сделаны
в XIX веке; это прежде всего: неевклидова геометрия (Лобачевский),
теория групп (Галуа) и теория множеств (Кантор). В результате
этого всеобщее признание в математике получил аксиоматический

метод, который состоит в том, что вместо изучения отдельных кон-

кретных объектов (числа, матрицы, полиномы, функции) изучается

абстрактное множество объектов, удовлетворяющих некоторым основ*
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ным аксиомам—постулатам. Полученные для таких общих систем

теоремы и построения могут затем самым различным образом при-
меняться к разным конкретным объектам. Наиболее важные достиже-

ния на этом пути в XX веке: теория абстрактных пространств,

современная алгебра (группы, кольца, поля), аксиоматическое по-

строение теории вероятностей и, наконец, функциональный анализ.

Следует особо отметить значение функционального анализа,

являющегося одной из наиболее центральных и многообещающих

областей современной математики. Несмотря на недавнее возникно-

вение* этой области науки, она получила значительные применения
во многих проблемах анализа. Необходимо подчеркнуть исключи-

тельное значение для оформления функционального анализа, как само-

стоятельной науки, теории нормированных пространств, созданной

С. С. Банахом и его школой, а также новые направления в нём,
возникшие благодаря работам советских математиков.

Применение функционального анализа позволяет, как правило,

систематизировать и вскрыть смысл прежних результатов и построе-
ний классического анализа и при этом значительно их упростить.
Вместе с тем обычно удаётся существенно расширить и углубить
постановку проблем и добиться дальнейшего продвижения в них, т. е.

наряду с систематизирующей и в известной степени уничтожающей,
«обесценивающей» прежнее работой, без которой, однако, математика

не могла бы двигаться вперёд, он одновременно осуществляет и

большой созидательный труд.
В этом смысле роль функционального анализа по отношению

к задачам классического анализа может быть сопоставлена в известной

степени с той ролью, которую в своё время сыграли методы анали-

тической геометрии и дифференциального и интегрального исчисления

по отношению к задачам геометрии кривых.

Применения функционального анализа в ранний период его развития

относились преимущественно к вопросам теоретического характера.
В настоящее время методы и идеи функционального анализа успешно
и многообразно используются в теоретической и математической

физике и в прикладной математике, в частности, в приближённых мето-

дах анализа. Таким образом функциональный анализ получает непо-

средственные практические приложения.

Перспективы развития функционального анализа огромны. На этом

именно пути, по нашему мнению, следует ожидать в ближайшие

десятилетия перестройки и перевооружения математического ана-

лиза.

Та ветвь функционального анализа, которая является предметом
данной монографии, естественно возникла в связи с существенным

пробелом, имевшимся в то время A935 г.) в функциональном анализе,

да, пожалуй, и во всей абстрактной математике.

Все общие образования, играющие основную роль в современной
математике: группы, кольца, поля, метрические и топологические
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пространства и т. д. можно рассматривать как известные обобщения
множества вещественных чисел. Действительно, если мы рассмотрим
основные свойства этого множества: 1) наличие алгебраических дей-

ствий: сложение, умножение; 2) предельные отношения — непрерыв-

ность, расстояние; 3) расположение — порядок, то те или иные из

этих свойств сохранились в каждом из этих абстрактных образований:
в группах, кольцах, полях — первое, в топологических и метрических

пространствах—второе, в топологических группах, линейных простран-
ствах — и то и другое, в упорядоченных множествах — третье.

В последнем направлении (порядок) обобщение было явно недо-

статочным. В то время как важнейшие постоянно используемые
в математике системы объектов: матрицы, полиномы, функции пред-
ставляют собой как группы и кольца, так и топологические простран-

ства, даже такие близкие к вещественным числам образования, как

комплексные числа и векторы, не могут быть естественным образом
упорядочены, и поэтому расположение для них обычно не вводилось.

Этот пробел в абстрактных построениях особенно остро ощу-
щался в функциональном анализе. При конкретных рассмотрениях,
важных для анализа линейных пространств функций и последова-

тельностей, существенную роль играют понятия положительности,

неравенства, положительной операции. Между тем эти понятия и свя-

занные с ними факты не находили никакого отражения в теории нор-

мированных пространств Банаха, что не позволяло охватить методами

функционального анализа некоторые существенные вопросы анализа

классического.
Как мы говорили, даже для векторов и функций нельзя ввести

естественным образом расположение (понятие > , <), если требовать,
чтобы, как и для вещественных чисел, из двух различных элементов

один всегда был больше, другой — меньше. Однако эта трудность
сразу снимается, если отказаться от этого требования и ограничиться
частичным упорядочением. Естественно, например, для двух векторов
считать, что один из них больше другого или равен ему, если все

компоненты первого ^ соответственных компонент второго, и не

вводить для них никакого расположения, когда указанное обстоя-
тельство не имеет места.

В связи с потребностями функционального анализа представлялось
особенно существенным рассмотреть внесение частичного упорядоче-
ния в линейные множества. Это и привело к основному для всей

рассматриваемой теории понятию линейного полуупорядоченного
пространства (кратко называемого /С-пространством). Так называется
линейное множество, в котором определено понятие положительности

для некоторых элементов так, что соблюдены обычные свойства не-

равенств, а также обеспечено существование точных границ у всякого

ограниченного множества.
В таком пространстве само собой вводится понятие абсолютной

величины, а также понятие сходимости. При этих определениях
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/С-пространство во многом близко по своим свойствам к множеству
вещественных чисел, хотя и охватывает довольно разнообразные
классы объектов — векторы, последовательности, различные классы

функций и т. д. Следует сказать, что само понятие частично упоря-
доченной системы и родственные ему можно встретить в некоторых

работах прежних лет. В первую очередь здесь нужно отметить общее

понятие предела С. О. Шатуновского [1J, определение структур Де-

декинда [1], работы Буля [1,2] по математической логике. Однако
эти работы, а также их значение в общем развитии математики

в момент их появления не были достаточно оценены. В дальнейшем

A934 —1935) потребность в рассмотрении частично упорядоченных
множеств и введении соотношений порядка в абстрактные системы

возникла не только в функциональном анализе, но и в ряде других
областей математики. Тогда были вновь установлены известные ра-

нее факты и была начата интенсивная и широкая разработка этих

понятий.

К этому именно времени относятся работы П. С. Александрова [1],
-введшего понятие дискретного пространства, по существу совпа-

дающее с понятием структуры, и выяснившего его значение для

топологии; работы А. Г. Куроша [1, 2] по теории разложений
в структурах и работы В. И. Гливенко [1, 2] по изучению различ-
ных классов структур, в частности метрических, в связи с их воз-

можными применениями в теории меры и теории вероятностей. Сле-

дует также сказать здесь о работах того же периода: М. Стона
по булевским алгебрам и проблеме реализации их, И. Неймана по

непрерывным геометриям, О. Оре— по применениям теории структур
в алгебре, и, в особенности, Г. Биркгофа по различным пробле-
мам теории структур. Последнему принадлежит и монография (см.
Г. Биркгоф [4]), содержащая компактную сводку многих результа-
тов в этой области и обзор связей её с другими вопросами.

В нашей монографии, однако, теория общих частично упорядо-
ченных множеств и структур и её применения почти не находят

места. Мы сосредоточиваем своё внимание на теории линейных полу-

упорядоченных множеств, поскольку именно она находит наибольшее

применение в теории функций и функциональном анализе.

В этом направлении наиболее интенсивно шла работа в Ленинграде,
В первых работах Л. В. Канторовича A935—1936) дана аксиоматика

линейного полуупорядоченного пространства (и более общих обра-
зований), установлены основные свойства таких пространств, введены

и изучены их важнейшие частные виды: регулярные, с метрической
функцией, нормированные, и построена теория линейных операций
в этих пространствах. Эти работы были доложены на семинаре по

функциональному анализу в Ленинградском университете, а затем

(в 1936—1937 гг.) Л. В. Канторовичем был прочитан специальный

курс: «Функциональный анализ на основе теории полуупорядоченных
пространств», в результате чего к работе в этой области примкнул
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ряд ленинградских математиков, в частности, два других автора
данной монографии, А. И. Юдин, М. А. Явец и позднее Г. П. Аки-

лов, А. Н. Балуев. Это привело к значительному расширению
проблематики.

А. Г. Пинскер A938) ввёл операцию расширения /(-пространств
и понятие частично аддитивного функционала, тесно связанное

с понятием дизъюнктности элементов, широко использованным им

в его дальнейших работах. Б. 3. Вулихом A940) была устано-
влена возможность введения действия умножения в /С-простран-
ствах и введён класс мультипликативных операций: впоследствии ока-
залось возможным ввести не только произведение, но и любые

функции элементов. Были изучены структура /С-пространств, разло-
жение их на компоненты, введены новые классы /^пространств
(А. Г. Пинскер).

Наконец, глубокому исследованию подверглась проблема реали-
зации частично упорядоченных пространств конкретными (вектор-
ными и функциональными) пространствами. Здесь работы ленин-

градских математиков смыкаются с работами одесской школы

М. Г. Крейна.
В 1940 г. М. Г. Крейном и С. Г. Крейном [1] была установлена

возможность реализации (при известных условиях) нормированного
линейного полуупорядоченного множества непрерывными функциями.
Отсюда, в частности, был вновь получен более ранний результат
А. И. Юдина об изоморфизме конечномерного /(-пространства
с эвклидовым.

Дальше была рассмотрена проблема реализации нормированных
/(-пространств посредством измеримых функций и последователь-

ностей (А. Г. Пинскер [5, 10J, М. Г. Крейн и С. Г. Крейн [2],
С. Какутани [1,2]). Наконец, было получено общее представление

/(-пространств с помощью непрерывных функций, допускающих
бесконечные значения (Б. 3. Вулих [10]).

Следует указать, что ещё ранее, примерно с 1936 г., М. Г. Крей-
ном изучались нормированные пространства с выделенным конусом
положительных элементов. В этом направлении М. Г. Крейном и

его учениками получен ряд важных и интересных результатов,
на шедших разнообразные применения. Однако ввиду того, что эти

исследования лежат в стороне от основного направления данной

монографии, мы не ставим своей задачей их изложение. К тому же

полное освещение этих вопросов дано в обзорной статье М. Г. Крейна
и М. А. Рутмана [1] в «Успехах Математических наук».

Уже общая теория полуупорядоченных пространств получает ряд

приложений в применении к конкретным функциональным простран-
ствам (измеримых функций, функций ограниченного изменения), по-

новому освещая известные факты и приводя к установлению ряда
новых результатов. Однако наиболее плодотворно используется
в различных приложениях теория линейных операций в АГ-простран-
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ствах. Эта теория весьма существенно обогащает обычный линей-

ный функциональный анализ, представляющий теорию линейных опе-

раций в нормированных пространствах, и благодаря этому значительно

расширяется круг приложений функционального анализа к проблемам
анализа классического.

Из наиболее важных особенностей этой теории следует отметить

то, что в ней оказывается естественным рассмотрение нескольких

классов линейных операций, лишь один из которых обычно со-

впадает с классом линейных операций Банаха. Очень важную роль
в этой теории играет понятие положительной операции, которое
в банаховской теории, естественно, отсутствует. Из приложений
в самом функциональном анализе отметим, например, вопрос о рас-

пространении операций, где с помощью этих понятий возможно

не только дать достаточные условия распространимости операций
(Л. В. Канторович), что не удавалось в прежних терминах, но и

установить невозможность распространения в ряде других случаев

(Г. П. Акилов).
Новое понятие вполне линейного функционала (А. Г. Пинскер)

способствует более глубокому изучению структуры Л'-пространств
общего вида, а также сопряжённых пространств. Вопросы аналити-

ческого представления линейных операций рассмотрены в работах
Л. В. Канторовича и Б. 3. Вулиха. Эти работы тесно соприкасаются

с исследованиями по аналитическому представлению операций и

функционалов в нормированных и сходимостных пространствах

(Г. М. Фихтенгольц, И. М. Гельфанд и др.).
Из приложений к анализу отметим, например, весьма простой

путь получения теорем о проблеме моментов, доказательство которых
в своё время представляло большие трудности, а также приложения
к теории функций множеств.

В применении к функциональным уравнениям (Л. В. Канторович)
теория полуупорядоченных пространств приводит к возможности

дать абстрактную трактовку метода мажорант
— одного из классиче-

ских методов для установления существования решения. В результате

применения найденных общих теорем удаётся получать новые, а

также и ранее известные предложения о существовании, единствен-
ности и непрерывности решений дифференциальных и интегральных

уравнений. Абстрактная трактовка метода может быть использована

также в вопросах приближённого решения уравнений. В частности,
использование в оценках вместо вещественных чисел элементов

подходящим образом выбранного /С-пространства позволяет уточнить
границы сходимости метода последовательных приближений и оценки

для первого собственного числа задачи. Таким образом, в этих

вопросах теория ДГ-пространств оказывается связанной с непосред-
ственными практическими приложениями.

В данной монографии не рассмотрены некоторые вопросы нели-

нейного анализа (например, теория частично аддитивных и дизъюнкт-
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ных операций), вопросы топологического характера (различные
топологизации К-пространства, топологические полуупорядоченные

группы), а также теория полуупорядоченных групп и других обра-
зований, близких к /(-пространствам, по которым уже имеются

развёрнутые исследования, частично опубликованные.
Мы не отразили также применений теории /С-пространств к тем

областям, в которых эти применения не получили ещё окончательной

формы, как, например, к обоснованию теории вероятностей, к эрго-
дической теории, а также к теории операторов в пространстве

Гильберта.
Можно ожидать, что при своем дальнейшем развитии теория /С-про-

странств найдёт использование и в различных других областях

математики, как, например, общей теории групп, теории колец, де-

скриптивной теории множеств и др.
Мы надеемся, что появление данной монографии будет способ-

ствовать как дальнейшей разработке самой теории, так и более

широкому её использованию в разнообразных вопросах математики.

Мы сочли целесообразным считать читателя книги знакомым

с общим курсом теории функций вещественной переменной. Однако
для многих её фактов в книге указывается путь их получения и?»

общих предложений теории К-пространств.
Что касается функционального анализа, то здесь не предпола-

гаются какие-либо познания читателя в этой области. Те сравнительно
немногие факты теории нормированных пространств, которые ис-

пользуются, либо важны для общей связи, даются в обычном изло-

жении, или получаются как частные случаи более общих построений.
В результате данная книга может рассматриваться как своеобразный,
но независимый курс функционального анализа, не включающий,

впрочем, ряда его важных разделов.

Первая часть книги (главы I—VI) посвящена теории самих про-

странств, вторая часть (главы VII — XII)— теории функциональных
операций и функциональных уравнений. Особняком стоит глава XIII,
посвященная проблемам реализации.

Читатель, желающий ознакомиться лишь с основными фактами
теории К-пространств и её приложений, может пропустить петит и

полностью главы IV, XI и XIII, которые не используются в крупном-

шрифте других глав.

Читатель, интересующийся преимущественно теорией операций и

её приложениями к анализу и уже знакомый с элементами функцио-
нального анализа, может из общей теории /f-пространств ограни-
читься главами I, V (пункты 1.1, 1.2 и 3.1) и VI (крупный
шрифт, за исключением пунктов 1.3 и 2.3). Это даст ему возмож-

ность перейти к интересующим его вопросам из глав VII, IX, X

и XII.

Литературные указания в самом тексте книги сведены к минимуму,
в частности в них отсутствуют указания на работы авторов книги.
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Основные данные о литературе содержатся в библиографических
указаниях, помещённых в конце книги.

В книге внутри главы принята десятичная нумерация для параграфов,

номеров и отдельных предложений. При ссылке на предложение,

находящееся в пределах той же главы, номер главы не указывается.

Авторы выражают сердечную признательность своему общему

учителю, профессору Г. М. Фихтенгольцу, привлекшему их внимание

к вопросам функционального анализа, способствовавшему развитию
теории полуупорядоченных пространств и проявлявшему постоянный

интерес к их работе. Ряд ценных советов проф. Г. М. Фихтенгольца
использован нами при составлении настоящей книги.

Существенную помощь при написании глав IX и XII оказал нам

Г. П. Акилов. Д. А. Райков внимательно прочитал всю рукопись
и сделал большое количество важных замечаний, которые учтены
нами при окончательном редактировании книги. Выражаем Г. П. Аки-

лову и Д. А. Райкову свою глубокую благодарность.
Также благодарим А. Н. Балуева, И. П. Мысовских, Г. L1L Ру-

бинштейна и М. Ф. Широхова, принявших участие в чтении кор-

ректур.



ЧАСТЬ I

ТЕОРИЯ ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ

ГЛАВА I

ЛИНЕЙНЫЕ ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА

(/^-ПРОСТРАНСТВА)

В первой главе даётся определение основного объекта, изучае-
мого в настоящей книге, — /С-пространства — и устанавливается ряд
его общих свойств.

§ 1. Определение /('-пространства и его основные свойства

1.1. Линейное множество. В различных вопросах математики фун-
даментальное значение имеет понятие линейного множества. Это есть

группа, в которой основная групповая операция называется сложе-

нием и где дополнительно определена операция умножения элементов

группы на числа, причём оба эти действия подчинены обычным зако-

нам алгебры. Примером линейного множества является множество

векторов /г-мерного пространства с обычным определением действий.

Дадим точное определение.

Пусть X— некоторое множество, в котором определены понятия

суммы для любых двух его элементов и произведения любого эле-

мента на вещественное число, не выводящие за пределы множества X.
Условимся обозначать латинскими буквами л:, у, 2*,... элементы из X,
а греческими а, {3, •[,...

— вещественные числа. Предположим, что

эти действия удовлетворяют следующим условиям:

1) х-\-у=у-\-х (коммутативность сложения).
2) (*+^)+ 2==*+ 0'+ '2Г) (ассоциативность сложения).
3) Существует элемент О, называемый нулевым, такой, что 0а== О

для любого х.

4) а (х +у) = ах -f- ау\ (дистрибутивность умножения относи-

5) (a -j- Р) х — ах -{- $х) тельно сложения).

6) а(Cл;) = (а|3).х: (ассоциативность умножения).
7) \х = х.

При этих условиях множество X называется линейным.

Если X— произвольное множество, то определение в нём дей-

ствий сложения и умножения, удовлетворяющих перечисленным усло-
виям 1) — 7), называется линеаризацией множества X.
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Выведем некоторые простые следствия из перечисленных условий.
Прежде всего отметим, что

.v + О = 1х -f Ох = A -+- 0) х = л-.

8) Введём элемент — лг, полагая

— х = (—\)х.
Тогда

х -j- (_*) = A — 1)л* = 0* = О.

9) Теперь в X можно определить однозначное действие вычита-

ния, обратное сложению, именно, полагая

х—у = х+ ( —у).
Тогда

С другой стороны, если x=*y-\-z, то z = x—у. Действительно,

х—у =

Таким образом, если линейное множество рассматривать как

группу относительно операции сложения, то нулевой элемент будет
служить единицей группы.

10) Если ах = О, причём а=£0, то д: = О.

Действительно (по условиям 7), 6) и 3))

11) Если алг = ау, причём а ф 0, то х=у.
В самом деле, а(х—у) = ах— ау = О и на основании предыду-

щего результата отсюда следует, что х—,У = ©, т. е. х=у.

12) Если ах = $х, причём аф$,-то х = О.

Действительно, (а — ф)х = ях— ^л:==О, а тогда, по 10), л==О.

13) Если оо: = 0, причём хфО, то а==0.

Следует прямо из 10).
14) Если ах = ау, причём хфу, то а = 0.

Следует непосредственно из 11).
1.2. АГ-пространство. Пусть в линейном множестве X для неко-

торых его элементов определено соотношение х > О (х больше

нуля). На основании этого соотношения вводится также соотноше-

ние х>у (х больше у), которое по определению означает, что

х—^у>О. Далее, как обычно, будем писать х^>у, если х>у или

х — у, и х<у (соответственно x^iy), если у>х (соответственно
У>х).

*) Ясно, что оО = О при любом а. Действительно, О = Qx, a тогда

я© = (аО) х = Ох = О.
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Будем предполагать, что при этом в X выполнены перечислен-
ные ниже пять аксиом.

Аксиома I. Соотношение х > О исключает * = О.

Аксиома II. Если *>О и ^> О, то х+у>0.
Аксиома III. Для любого х £ X существует элемент у^ О

такой, что у ;> х.

Аксиома IV. Если х>О и а>0, то са;>0.
Прежде чем формулировать аксиому V, введём некоторые опре-

деления.

Пусть ЕаХ— некоторое подмножество множества X. Если все

элементы из Е меньше или равны некоторому элементу у £ X, то

у называется верхней границей множества Е, и говорят, что множе-

ство Е ограничено сверху. Аналогично определяется ограниченность

снизу. Если множество ограничено и сверху и снизу, то оно назы-

вается просто ограниченным.
Может оказаться, что среди всех верхних границ ограниченного

сверху множества Е={х%} (££В)*) существует наименьшая, т. е.

такой элемент z£X, который является верхней границей для £,
причём если у

— любая верхняя граница для Е, то z^y. Такая наи-

меньшая из верхних границ обозначается sup E или sup Xt и назы-

вается точной верхней границей или просто верхней гранью **). Ана-
логично, если для множества Е, ограниченного снизу, имеется наи-

большая из нижних границ, то она обозначается inf £ = inf x$ (точ-

ная нижняя граница или просто нижняя грань).
Для множества, состоящего из конечного числа элементов, мы

чаше будем писать вместо sup (xu х2,...у хп) и inf (xu ^2,...> хп)
соответственно

хх V *2 V-. V хп и хх л х2 л .-• Л хп.

Аксиома V. Для всякого ограниченного сверху множества

ЕаХ существует верхняя грань supE.
Линейное множество X, в котором выполнены все перечисленные

аксиомы, называется линейным полуупорядоченным пространством
или К-пространством. Пространства такого типа и представляют

основной объект изучения в настоящей монографии.
В /С-пространстве элемент х называется положительным, если

х^О. Элемент х называется отрицательным, если х^О. Иногда
в случае х>0(х<0) мы называем х существенно положительным

(отрицательным). Отметим, что если л:>-0, то — х<; О. Из на-

ших аксиом не следует, что для любого х обязательно выполнение

по крайней мере одного из соотношений л:>0 или х^О, т. е.

*) S — произвольное множество индексов 5.
**) Обращаем внимание читателя на то, что термин «грань» мы употреб-

ляем ие как синоним границы, а как сокращённое наименование для точной
границы.
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могут существовать элементы, «не сравнимые» с нулём, а следова-

тельно, и элементы, «не сравнимые» друг с другом. Этим /(-прост-

ранство в общем случае существенно отличается от множества, упо-
рядоченного полностью. Отсюда и происходит термин «яолуупоря-
доченное».

Приведём некоторые примеры. При этом здесь мы ограничимся
лишь самыми элементарными примерами, а более содержательные бу-
дут разобраны ниже.

Примером /(-пространства, упорядоченного полностью, может слу-
жить множество Rx всех вещественных чисел, упорядоченное по их

величине, в котором сложение и умножение имеют обычный смысл.

В R{ соотношение, порядка определено для любых двух элементов.

Легко видеть, что других /(-пространств, упорядоченных полностью,

существенно отличных от /?1? не существует.
1.21. Rn— /z-мерное эвклидово пространство, т. е. множество

элементов вида х— (хх ..
., хп), где xv .. .,лгп— любые веществен-

ные числа. Сложение и умножение в Rn определяется по формулам

ах = (ахv ..
.,
ахJ,

откуда видно, что Rn есть линейное множество.' Упорядочение вво-

дится так: *>О, если х4^0 A== 1, 2, . . �
, п) и Xi >0 хоть при

одном i. Выполнение всех аксиом /(-пространства проверяется без

труда. Верхняя и нижняя грани вычисляются по координатам.
1.22. F—множество всех вещественных функций x(f)> заданных

на произвольном множестве Г= {t). Линеаризуем множество F так:

если х есть функция x(t), а у есть функция у (t), то х-{~у есть

сумма этих функций, т. е. (х-\-у) {t)—x(f)-\-y(t)\ (ax)(/) = ax(/).
Упорядочение определим так: х>0 означает, что x(t) >-0 при всех
t и х (t) ф 0. Тогда F—/С-пространство. Грани вычисляются по

точкам, т. е. ^
= supA^ определяется так: при всех t

1.3. Простейшие следствия из аксиом /(-пространства. В этом
п° мы выведем ряд непосредственных следствий из аксиом /С-про-
странства. Из них наиболее существенными являются: ограниченность
всякого конечного множества A.35), формула 1.34, устанавливающая
возможность перехода во многих рассуждениях от нижней грани
к верхней и ассоциативный закон для граней A.36 d)). Кроме того,
для некоторых дальнейших обобщений понятия /(-пространства важ-

ное значение имеет принцип Архимеда, согласно которому множество

элементов вида nx(x^Q) не ограничено. В настоящем п° это пред-

ложение доказывается для х > О, з для любого х обобщается
ниже A.54).
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1.31. Соотношения х >-у, x<iy и х~у взаимно исключают друг

друга.
Доказательство. Тот факт, что первое и второе соотноше-

ния несовместимы с третьим, сразу вытекает из аксиомы I. Чтобы

убедиться в несовместимости первых двух неравенств, достаточно

показать, что если д:>0, то невозможно одновременно —#>©.
Но действительно, в противном случае мы бы получили по аксиоме II

О — х + (—*) > О, а это противоречит аксиоме I.
Из доказанного предложения сразу вытекает, что верхняя грань

всякого ограниченного сверху множества, существование которой

постулировано в аксиоме V, единственна.

1.32. а) Если х^у и у^г, то х^г.
b) Если х>у> то—х<С—у.
c) Если х>у> а *>-#, то x-\-z> у-г-и.

Доказательство, а) и с) следуют сразу из аксиомы II, Ь)—
из определения разности.

1.33. Если множество ЕсХ ограничено снизу, то оно имеет

нижнюю грань (inf £).
Доказательство. Пусть у—нижняя граница множества

Еу т. е. х^у для всех х£Е. Тогда—х <— У, т.е.—уесть верх-
няя граница для множества £""=={—х] (х£Е). По аксиоме V су-

ществует sup Е~—г. Покажем, что — ^ = inf Е. Действительно, на

основании 1.32 b) jO> —z Для любого х £ Е. С другой стороны,
если у

— какая-нибудь нижняя граница множества Еу то —у — верх-
няя граница множества Е" и по определению z^—у, следова-

тельно,— ^>^. Тем самым —z==inf£l.

Единственность нижней грани очевидна.

1.34. Попутно мы доказали формулу, которой нам придётся весьма

часто пользоваться:

inf {jfc} = —sup(—х5} О)
«€s «SB

(S— произвольное множество индексов ;), причём если имеет смысл

одна из частей равенства, то имеет смысл и другая.
Благодаря формуле A) многие соотношения для верхней и нижней

граней имеют дуальный характер и доказательство одних сводится

к доказательству других.
1.35. Любое конечное множество элементов дг^ £ ЛТ (/ = 1,2,..., п)

ограничено.
Доказательство. По аксиоме Ш для каждого i существует

у1*^*0 такой, что yi^Xi. Но тогда подавно при любом I

Х4*СУ1 "Т'Уъ "Ь • • • ~Ь.Ул> следовательно, множество элементов х^

ограничено сверху, т. е. наличие верхней границы у произвольного
конечного множества установлено. На основании 1.34 из ограничен-
ности сверху множества {—xv—лга,..., — хп) следует ограничен-
ность снизу множества {хи Хо, ..., хп).
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Замечание. Если х{^х/ (/=1,...,я), то

^v-.-v **•<*! v---v<-
1.36. а) Если Е— не пустое ограниченное множество, то

sup £ > inf £.

b) Если fp£2 и Et ограничено сверху, то

sup Et ^> sup E2.

c) При любом х и для любого ограниченного сверху мно-

жества {хг\ (!;££)
х -f- sup Xz = sup (*£ -j- x).

d) Пусть £== U E^*) и Е ограничено сверху; тогда

sup £ = sup

(ассоциативный закон для верхней грани).
е) Если два множества Ех и Е2 удовлетворяют условию:

х -*Су, для любых х £ Ег и у £ £ ,то

sup Ег ^ inf £ .
Доказательство, а) и Ь) очевидны.

c) Пусть j/ = sup jc6. Тогда при любом $ £ S ^+ лг<!л:-рву,
следовательно, г = sup (jc5 -^x) *C x-\-y. Обратно, из неравенства

*5 -f- x < z следует хг < г— х при любом £ £ S, откуда у — sup x^<
<>— х или х+^^^ Сопоставляя полученные соотношения, за-

ключаем, по 1.31, что x-\-y = zy ч. и. тр. д.

d) Очевидно sup E^>supЕщ при любом % откуда sup E^
>-sup [sup£T]. С другой стороны, для каждого х £ Е существует

индекс y]£H такой, что х^Е^; а тогда x^.supEri и, следовательно,

sup £<; sup (sup/:T).

Отсюда и вытекает требуемое равенство,
е) Очевидно.

Соотношения, аналогичные соотношениям Ь), с) и d), имеют место

и для нижней грани (см. 1.34).
Замечание. Доказанными правилами оперирования с точными

гранями часто приходится пользоваться и для конечных групп эле-

ментов. Например, из с) и d) получаем:

Л (*+
(*Vу) V (хV*) == хVy V z.

'*) Мы пользуемся следующими теоретико-множественными обозначе-
ниями: U—сумма, П—пересечение, А— пустое множество.
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1.37. Справедливы обычные правила умножения неравенств:

a) Если х>у и а>0(а—вещественное число), то ах>ау.
b) Если а>C и л:>0, то ах>$х.
c) Если х>0 и а<0, то ал;<0.
d) Если д:<0, а>0, то ал:<0.
e) Если л;<©, а<0, то ал:>0.
Доказательство, а) и Ь) очевидны в силу аксиомы IV.

с) — алг = ( — а)х>0. Следовательно, адг<0.
d)—ах = а(—-х)>0. Следовательно, оис<0.
е) ал: = (— «)(— 1)лг = ( — а)( — д:)>0.
1.38. Если #>О, то множество {лглг} (я =1,2, .. .), не ограни-

чено. (Принцип Архимеда.)
Доказательство. Допустим, что пх^Су (я =1,2, ...)

и £ = sup я*.

Тогда при любом я (я + 1) *<>,. следовательно, nx^z— х,

откуда г^г—х, т. е. х<;0, что противоречит условию дг>0.
Как мы увидим ниже, доказанный сейчас принцип Архимеда

является одним из существенных свойстз /С-пространств.
1.39. Справедливы следующие правила вынесения постоянного

множителя за знак точных граней:

а) Пусть множество {x^}(i € S) ограничено сверху и а>0, тогда

a sup х^
=

b) Если а<0, то а sup x$ = inf

c) Пусть {a^}(S ^ S)— множество вещественных чисел, ограни-

ченное сверху, и л;>0. Тогда xsupa$ = sup (cr^x).
Из каждого из этих соотношений легко следует дуальное, по-

лучающееся в результате замены sup на inf и наоборот.
Доказательство, а) Пусть jc = sup^. Тогда адг-^ад; при

любом 5 £ Е, следовательно, у = sup (алг^) <; ах. Обратно, из не-

равенства ах^у следует л^<С—"У ПРИ любом \ £ S, следовательно,

^^"сГ^' откУДа «a:^j. А это вместе с ранее полученным обрат-

ным соотношением и даёт а.х~у.
b) ersup*s = a[ — inf С— jc6)J=(— a)fnf(— х£ =

= inf [(— a) (—х£] = inf (ах5).
c) Пусть a = supa^. Тогда a£jc<^ajc при любом 6^2, следо-

вательно, j/
= sup (^лг)<;<%л:. С другой стороны, при любом

я = 1,2, ... найдётся о^^-а , следовательно,
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т. е. (хх—у^С— х при любом п или п(ах—у)-^.х. А тогда,

по 1.38, 0.x—^ = 0, т. е. у
= ах, ч. и тр. д.

Для того, чтобы распространить понятие точных граней на не-

ограниченные множества, присоединим к АГ-пространству два новых

«идеальных» элемента + оо и — оо, подчинённые следующим соот-

ношениям:

a) —оо<х< + оо для всех £
b) (-\-оо)-\~х= +оо для всех х £ Х\
c) ( — оо) + х = —■

оо для всех х £ X;
( ) +(+)+)( + +(++

e) (_оо)+(— оо)= —оо;

f) ( + оо)+ (—оо) не имеет смысла;

g) —(+°°)= —оо;

h) —(— oo)^ +оо;
i) если а > 0, то а ( + оо) = + оо, а ( — оо) = — оо;

j) если а < 0, то а( + <х>)= —оо, а(—оо)= +оо;
к) 0( + оо) и 0(— оо) не имеют смысла.

Тогда для неограниченного сверху множества Ed X условимся
считать sup Е= + °°> а для неограниченного снизу inf У? == — оо.

Кроме того, если в число элементов некоторого множества £,
кроме собственных элементов х£Х, входит+ оо, то считаем

sup £= +оо, а если входит— оо, то считаем inf £*= —оо.

При таких условиях результаты, установленные выше в 1.33,
1.34, 1.36 и 1.39а)— Ь), остаются верными и для неограниченных

множеств *).
В дальнейшем, если X—/^-пространство, и если не сделано

никаких оговорок, то соотношение х£ X означает, что х — конечный

(собственный) элемент из X.

1.4. Дальнейшие следствия из аксиом. Установим ещё неко-

торые результаты, часто применяемые в дальнейшем, в первую
очередь одну из основных формул:

1.41. х+у= {х\/у) + {х/\у).
Доказательство. Применяя 1.34 и 1.3бс), получаем:

откуда и следует требуемое равенство.
1.42- Возможность двойного разбиения элементов.

Пусть
0

*) Например, 1.33 превращается в Следующее предложение: всякое
множество имеет нижнюю грань.
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и пусть, с другой стороны,

Тогда каждый дг4- можно представить в виде xi=yi-{'Zi, где

.У*^©» ^^0, таким образом, что

У =У\+ • • • +.Уи» * = ^ + ... + *«•

Доказательство. Достаточно доказать, что если хг -f- . . . +
+ ^и>>'^>0 и х4^>0A= 1,2, ... ,л), то можно найти д^
(« = 1, 2, ... ,/г) так, что 0<^<^h з^-f- ... -fj/n=j/. Если

это уже доказано, то остаётся положить zi
= лт^—д/^ (/= 1, 2, ...

, п).
Доказательство проведём по индукции. Для п = 1 наше утвер-

ждение очевидно. Допустим, что оно доказано для некоторого #,

и докажем, что оно остаётся верным при замене п на п-\-1. Положим
Т

хп = х — хп+1 = 0 V (аг —лгя+1)>в V (у
-^)V(-^+1)l==^ — 0>л*„н)=.у—-

Таким образом имеем:

Тогда, по предположению индукции, существуют такие элементы

Уи -.-.^п. что 0<^.<д:Д/=1,2, ...,л) и Л+...+jf» —

=3^—Уп-rV и наше утверждение, а вместе с ним и 1.42 в целом

доказаны.

Замечание. Доказанное предложение 1.42 легко обобщается на

случай разбиения х на любое конечное число слагаемых, а именно:

пусть

+ где

и пусть, с другой стороны,

jc = atj + . *. -J- ^n» где д:^ > О (/=1,2,.,., я).

Тогда каждое хг можно представить в виде

^ = 41)+---+4ш) где л«>>в(х=1,21...>л; 6=1,2,... , /л),

таким образом, что

L +} всех *== 1. • • ■ >^«

При т = 2 это предложение уже доказано, а переход к любому т

совершается очевидным способом по индукции.
1.43. Если s>0, ^>0 и *>0, то (*-f*,y) Л *

(М4
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Доказательство. Положим и = (х-\-у) /\г. Тогдан+^
На основании 1.42 (при п = 2) и можно представить в виде и = v~\-
-\-w, где 0<t><jc, ©<?2><.у. С другой стороны, г>, ^<и<>.
Тогда v4^x /\z, w^y /\z, откуда и следует доказываемое соотно-

шение.

1.44. Если х /\г =у /\г= О, то (х-\-у) /\г=О.
Это есть непосредственное следствие из 1.43, так как х,у,г^О.
1.5. Положительная и отрицательная части элемента и его

модуль. Дистрибутивный закон.

Введём некоторые основные определения.

Положительной частью элемента х £ X называется элемент

Существование такого элемента следует из 1.35 и аксиомы V.

Отрицательной частью элемента х называется элемент

х_ =(- *)_,=(-*) V О =-(* Д О).

Модулем элемента х называется элемент

Иногда нам будет удобно в обозначении положительной и отри-

цательной частей ставить-j- и —сверху: х+, х~.

Непосредственно из определения вытекает, что

*+>©> *->», 1*|>©, *+ = (— *)_. х+>х.

При этом лг+
— наименьший положительный элемент, который больше

или равен х.

Мы докажем ряд предложений, связанных с введёнными поня-

тиями. Именно, мы установим, что каждый элемент представляется
в виде разности своих положительной и отрицательной частей A.51а)),
а также установим ряд свойств модуля, аналогичных свойствам
абсолютной величины вещественного числа A.52). Фундаментальное
значение имеет «дистрибутивный закон» для граней A.56).

1.51. а) х+
—х_ —х.

b) (х+У)+<х++У+'> (*+jO..<.*--hy...
c) Если а > 0, то (ах)+ = a#+, (ах). = ах_.

d) x+ Д *- = О.

Доказательство, а) Имеем

(см. 1.41).
Ь) Имеем л:<л:+, у^.у+, откуда x+-y<*++jy+ (CM. 1.32с)).

Так как, кроме того, л:++ву4.>0, то (+)< +
Используя доказанное, получаем:
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с) С помощью 1.39а) имеем:

(ах) + = ах V О = ос (л; V О) = ах+;

(ах)__ = (— ах)+ == а (— х)+ = ах_.

d) Пусть у = х+ Л #-• Значит, у^>0. Положим г1 = х+—у>
z* = х_ —у. Тогда х = zx — г2 и г^ 2г2 >- О. Следовательно, гг >- х,
т. е. Zi^xX/ О =х+. Это означает, что у = х+—^-^0. Вместе

с предыдущим это даёт у = О, ч. и тр. д.

с) |лг| ===== О только в том случае, когда л:==0.

e) аХ| = |а||л:|.

оЛ I х I = х \/ х

)||bll<|
i) Если.у<;еО, то ||<|>
k) | x—y\= (xV y) — (x Ay).
Доказательство. а) \х\ = х+-{-х_^> х^.^>х; также

|>л--> —at.

b) |-^| = (-x)+ + (-x)_=x_ + x+ = |^|.
c) Если x = О, то д:+ = Jt_ = О, следовательно, | х | = О.

Обратно, если | х \ == О, то х+ — х_ = О (на основании аксиомы II),
довательно, лг = О по 1.51а).
d) С 151Ь)

следовательно, )
d) С помощью 1.51Ь) имеем:

e) Для а > 0 имеем:

| ах | = (а*)+ -J- (а«)_ = «■«+ + а-^_ = а (х+ + Л:-) — а I * !•

Для а < 0 на основании уже доказанного

|«х| = | —**|=(-а)|*| = |а||*|.

f) С помощью 1.51а), 1.36с), 1.34, 1.39 и 1.51d) получаем:

V (— х) = (х+ — х.) V (*_ —х+) =

g) |^| = a:++a:_=(a;+Va:.L-(^+A^-) = -v+V^-. (cm. 1.41

и 1.51d)).
h) Из предыдущих соотношений (d) и (Ь) сразу следует, что

\*\—Ы<\х—Л \у\—\х\<\*—у\- А тогда

ll*lbll=»(l*lbl)V(bll*l)<|*>|
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i) Таккаклг<г<|*|, -~х<—>< \у |, то \х\ = х V (— *)<

<Mv|*|.
к) \х-у\ = (х-у)+ -J- (х-у)_ = [(*-.у) V OJ — [(х-,у) Л О] =

1.53. Для того чтобы множество Е={х{\^в было ограничено,

необходимо и достаточно, чтобы множество £* = {|^|} также было

ограничено. При этом [sup£| <sup£*.
Доказательство. Пусть Е* ограничено, .у = sup£*. Тогда

при всех $ £ Е д:6 < | х$ |<.у и —^ < | ^ | <j/, значит, ^ > —>>,
т. е. )/и—^у суть границы множества Е. В частности

Отсюда, по 1.52П

ы?е\<Лу\У\—у\^\у\=у<

Тогда приПусть, обратно, Е ограничено, ;г*= sup £, a

х $£S /г^лг^.г, следовательно, по 1.52i)всех

Тем самым £* ограничено. А тогда по уже доказанному |sup£|<I
<

1.64. Если хфО, то множество \пх) (/г=^= 1, 2, ...) не ограни-
чено. Таким образом, доказанный в 1.38 принцип Архимеда обоб-

щается на случай произвольных элементов.

Доказательство. Если хфО, то и \х\фО, и гпо 1.38
множество {л|х|) не ограничено; но тогда по 1.53 и множество

{пх} не ограничено.
1.55. Пусть множество Е — {х^} (; £ S) ограничено сверху,

у = sup ATg. Тогда

а) ,у+ = sup {(
{

Доказательство, а) С помощью 1.36d) имеем:

У+ =У V О = (sup хО V О = sup (х5 V О) = sup {(^)+ ].

Ь) Так как (^)_>-O, то множество {(^).j ограничено снизу.
Положим

Так как для всякого $^Е —у^— х, то -у_==(—у) \/О<
<(-^)VO = (^)-5 откуда .у. <2. С другой стороны, г<(л:е)-
при любом 6 $ Е. Следовательно, -т- г> — (д:^)_, или (х^)+ —г >-
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>(дг^)+ —(л:е)_ = *ц. Отсюда следует} что sup [(х$+ —*]>supх, = yt

или

На основании а) из этого неравенства мы получаем —z^—у„ или

z^Cy^. Вместе с полученным выше обратным неравенством это

даёт равенство z=y__, ч. и тр. д.

1.56. Пусть множество £ = {лг^} ($ £S) ограничено сверху, а г —

произвольный элемент из X. Тогда

г /\ sup хг = sup (z А х,).

Эту формулу мы в дальнейшем называем дистрибутивным зако-

ном для граней.
Доказательство. По L55b),

[sup(*. — z)] -inf[(^ —*)_].
Тогда

— [sup (*, — *)]_ —sup [—(л-с— z)_}9
я, q

ИЛИ

О Л sup (хг — ^)=sup [ОЛ(^-г)).

Прибавляя к обеим частям последнего равенства элемент z и внося

его под знаки sup и Л» мь* получим требуемое равенство.
Для конечного множества £"= {л^, ..., хп} дистрибутивный закон

запишется так:

*Л(*1 V ... У хп) = {г/\хг)\/ ... У(г /\хп).

Из доказанной формулы легко выводится дуальное соотношение

для множества, ограниченного снизу:

z V 1#п* х* = inf (г V х%).
с

*

г

1.57. Для любых х, у, z

\* Л*)— (у Л*)\ = \х—у\.

Доказательство. На основании 1.52k) и дистрибутивного
закона 1.56 имеем:

V г)-{уу z)\ = {xy yV *)-(х\/ г) Л (.У V ^) =

Л *)—(у Л ^) | = (х Л г) V (^ Л -г) — (* Л;' Л г) =
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Складывая полученные разности и применяя 1.41, получаем:

\/ у) /\z\—[(x /\у)\/

1.58. \(х\/ z) — (у V z) К | х —у |, т. е. операция V «сбли-
жает» элементы.

Следует непосредственно из 1.57.

1.6. Дизъюнктные элементы и множества.

Определение. Два элемента х и у называются дизъюнкт-

ными, если |л:|Д 1^1 = 0. Два множества Ег и Е2 АГ-пространства
X называются дизъюнктными, если любые х1 £ Ег и х2 £ Е2 дизъ-

юнктны.

Соотношение дизъюнктности обозначается буквой d: xd v или

Etd£2.
Ясно, что если элемент xdx, то х = О.

Определение дизъюнктности играет фундаментальную роль во всём

дальнейшем. Здесь мы установим простейшие предложения, связан-

ные с понятием дизъюнктности.

1.61. x+dx_ для любого х£Х.
Действительно, xrdx__ означает, что х,г /\x_-t), а это дока-

зано в 1.51d).
Таким образом, всякий элемент представим в виде разности двух

дизъюнктных положительных элементов: х = л:4.—х_.
1.62. Если х=у

— г, причём j/>- О, *>•© и ydz, то у — х+,
z = x_. Следовательно, представление любого элемента в виде раз-

ности дизъюнктных положительных элементов единственно.

Доказательство. Очевидно, у^>х, следовательно,

>'>* V О = хь.

Пусть yz=z х+-{-и, где #;>©. Тогда z = y— х~х_-\-и и

У Az^>u* откуда #==©, и наше утверждение доказано.
1.63. Если xdy, то:

a) О+.У)+= •*:++.>'-м (хЛ-у)_=х_+у_;
ь) |*+jM = l*| + |.y|;
с) ctxdfiy при любых а и -3.

Доказательство, а) Из определения дизъюнктности следует,
что j;+ Дх_ —О. Но и х+Д х_ = О, а тогда (по 1.44) и

(*+ -f-JV) Л ^- — ®- Аналогично, (jc+ +^+) Л V- = в, а тогда,

снова по 1.44, (х_ь-{-.у+) Д (х_ -{-.^-) = О. Так как л;-{-ву =
= (лг1.+ву+) — (лг-+^-), то наше утверждение следует из 1.62.

b) |+| (+)+(+)+++
kl + |y|
с) Положим Y==max(|al» |р|). Тогда дизъюнктность элемен-

тов а* и jty следует из соотношений:
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1.64. Для любых х и у х— (х /\у) ну— (х Лу) дизъюнктны

между собой.

Доказательство, [х— (х Лу)\ А \У— {х Лу)] =

=*(хЛу) — (*Л.У) = © (ср. 1.3бс)).
1.65. Если множества Ех = {х^} F £ S) и £2= {Л)} (*1 € Н)

дизъюнктны и ограничены сверху, то sup Ех d sup £а.
Доказательство. Пусть сначала ^>>О ид>0. Положим

A:* = sup Eu y*=a$up E2. Тогда с помощью дистрибутивного закона

получаем:

х* Л У* = х** Л sup yTi
= sup (х* Л Уч) = sup (sup л

В общем случае (см. 1.53)

[sup х6|<8ир|х£|, jsup^Ksup \y.n\.
Но по уже доказанному

sup 1^1 A sup |jfo| = e,

а тогда и sup *?dsup yv ч. и тр. д*).
1.66. Если хи у дизъюнктны г, то и (x-\~y)dz.
Доказательство. По 1.44 из |дг| д |г| = © и

сразу следует, что (|дг| +)^|)Л |г| = в. Но I|
а тогда подавно |*-Ку| Л М = ®1 ч- и ТР* Д-

1.67. Пусть элементы хь ..., хп удовлетворяют условию

Xi/\xh = O при 1фк. Тогда

Доказательство. При л = 2 эта формула получается сразу
на основании 1.41: xL -j- x2 = (хг V •%) + (^ Д х2) = хг\/ х%. Допу-
стим, что она доказана для случая п слагаемых, и докажем, что

она верна и для /г-f-l слагаемых. Положим у = *i-\->* *-\~ хп.
Тогда по предположению у = хх V • • • V -*гЛ и так как хх Д л:п+1 =

= • • • = *п Л *п+1 = °> т0 (по Ь5б) ^ Д лгл+1 = О. Отсюда сле-

дует, что

п+1 =*У V хп+1 =

= (xj V ••• V^)V^+i

1.68. Если jc Д^у = О и г > О, то (л: -\-у) /\г = (х А
Доказательство. С помощью 1.67 и 1.56 имеем:

(х+у) /\г = {х\/ у) А*= (х /\z)V {у f\z)

*) Несколько изменяя доказательство, можно установить дизъюнктность
верхних граней, предполагая только, что множества Е± и Е2 ограничены
сверху.
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Но ясно, что (х Л *) Л (у Л *) «= О» а тогда предыдущее выраже-
ние равно (х /\г)-\-(у /\ г\ что и требуется доказать.

1.69. Если для некоторого х из неравенства у>х всегда сле-

дует, что j/>©, то лг>-0.
Доказательство. Допустим, что л; не положителен; тогда

#_>©. Если при этом х+ = О, т. е. х =— х_ < О, то за ^ можно

взять О. Тогда у > л:, но ^ не > О, что противоречит условию.
Если же х+ > О, то такое же противоречие мы получим, полагая

^ = 2х+ — #_.

В дальнейшем (в главе IV) будет доказана теорема, на основании

которой всякое утверждение, верное для вещественных чисел и свя-

занное с применением конечного числа арифметических операций и

знаков V» Л. >-> остаётся верным и для элементов АГ-простран-
ства. Таким образом, многие предложения, доказанные в настоящем

параграфе, являются следствием этой общей теоремы.
Поясним понятия, введённые в двух последних п°п°, на приме-

рах, рассмотренных в 1.2.
В пространстве вещественных чисел Rt модуль \х\ имеет обыч-

ный смысл, а

( х, если х >- 0 { О, если х > О,
Х 'г
^

@, если х < 0
' Х~ ~

( | х |, если х < 0.

Дизъюнктность чисел хх и х2 означает, что хоть одно из них

равно 0. В дальнейшем мы используем для вещественных чисел

обозначения х+ и х_ без дополнительных пояснений.

В Rn (см. 1.21) для х = (хи .. .,хп)

Дизъюнктность х и у означает, что л^ = 0 при всех /= 1, 2, ..., я,
т. е. координаты л; и^у с одним и тем же номером не могут быть
обе отличны от нуля.

В F (см. 1.22) х+ есть функция [*(/)]+, *_ @ = [*(')!-»
|лг|(О = | л: @1- Дизъюнктность л^ и х2 означает^ что функции хх (t)
и лг.2(/) отличны от нуля на непересекающихся подмножествах мно-

жества Т.
1.7. Соединения. Введём одну операцию, весьма полезную для

дальнейшего.

Определение. Пусть £={^} (Е£Е) — ограниченное мно-
жество элементов из X, попарно дизъюнктных между собой, т. е.

йу при \фч\. Тогда элемент
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называется соединением элементов х*£Е и обозначается

При этом благодаря дизъюнктности обоих членов разности в выра-

жении для у они равны соответственно-у+ и у_ A.62).
Ясно, что для множества положительных элементов соединение

совпадает с верхней гранью, а также, что

1.71. Для конечного множества попарно дизъюнктных элементов

Aу ..., п)

Доказательство. Так как хг попарно дизъюнктны, то (
и (Xi)~ тоже все попарно дизъюнктны. Тогда по L67

sup [(*,)+i = 2 (*)+> sup NJ-2 (*<) -

следовательно,

s**= 2 ц*,)+—(х€) j = 2*<-

В частности, д: = §(д:+, — х_).

1.72. Для соединений верен ассоциативный закон в следующей
форме.

Если ограниченное множество £= (J Б , где все множества Е(
н

попарно дизъюнктны, а каждое £ч состоит из попарно дизъюнктных

элементов х^\ то

Доказательство. По определению

На основании ассоциативного закона для верхней грани (L36d))

S£ = sup sup DQ))+ — sup sup (x^) _.

Положим

x, = S^ = sup (^)+ - sup (j4*)_.
5
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Покажем, что если т{ фч{\ то .xydxy. Действительно, так как

x$*dxffi при любых £', ?', то по 1.65

а тогда из определения х^ следует, что (лу) +
d C*V')+- Аналогично

ОТКуДа Jd/dXr," (СМ. 1.63 С) И 1.66).
Теперь имеем благодаря ассоциативности верхней грани:

SE= sup sup D^)+ — sup sup DЧ)). =

= sup (* )+ — sup (*T#) . = S*, = S (S^).

ч. и тр. д.

Замечание. Попутно мы установили следующее более простое

предложение: если x = S*t и все х^йу, то xdy.
Действительно, по доказанному

S({*гЬ У) = S(S^> ^) = S (*, .У).

и в этом равенстве уже содержится дизъюнктность х и у.
Отметим ещё некоторые почти очевидные свойства соединений.

1.73. а) Если все х$^.О9 то S^551 —SUP(—х*)=
b) Для любых х^

c) Sxz Р^вно соединению множества всех элементов (a^)+ и

— (^)-5 эт0 следует из замечания в конце 1.71 и ассоциативного

закона для соединений.

d) |S^I = SUd.
Действительно, с помощью 1.71, 1.72 и 1.73 Ь) легко получаем:

-

= S 1(хО

1.74. Если все элементы ^(SgS) некоторого ограниченного
сверху множества Е попарно дизъюнктны и множество Е содержит
по крайней мере два различных элемента, то sup^^O и

P
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Доказательство. Так как х$ попарно дизъюнктны, то

inf (лге)_ = О. Тогда по 1.55 Ы (sup х$). = О, т. е. sup л£>О. А теперь

вследствие ассоциативности верхней грани мы сразу получаем:

sup хг = (supх{) V О = sup (x5 V О) = sup (^)+ = SЫЛ
S б 5 б

ч. и тр. д.

Доказанное равенство остаётся верным и для множества, неогра-
ниченного сверху, в том смысле, что тогда обе части равенства
одновременно обращаются в оо.

1.76. Если xi попарно дизъюнктны и в совокупности ограничены,
то при любом ос

Доказательство. Пусть сначала а>0. Тогда (см. 1.51с)
и 1.39)
S (<**е) = SUP («**)+—SUP (*хд- — а SUP (*0+ — а SUP (хд- = а S^-

Если а<0, то с помощью равенства A) имеем:

Если, наконец, а = 0, то наше утверждение тривиально.
В /С-пространстве функций F соединение х = S^ определяется^

очевидно, так: х (t) = ху (/), если одна из функций, х? (/), в данной

точке отлична от нуля и x(f) — O в прочих точках.

1.8. Частично упорядоченные множества. Понятие упорядочения
можно ввести и в множествах более общей природы, чем линейные.

1.81. Определение 1. Произвольное множество ^называется

частично упорядоченным, если для некоторых пар его элементов

определено соотношение хг>х2 (то же можно записать: а:2<д:1),
причём выполнены следующие условия:

1) если xt > д:2, то невозможно ни xi = x2 ни х2>х1;
2) если хг>х2 и д:2>Лз, то хх> хг (транзитивный закон).
Ясно, что в частично упорядоченном множестве имеет смысл

понятия ограниченного множества и его граней, но при этом,

конечно, не всякое ограниченное множество имеет грани.

Определение 2. Частично упорядоченное множество назы-

вается структурой или полуупорядоченным множеством, если

каждое конечное его подмножество имеет верхнюю и нижнюю грани.

Ясно, что в определении структуры достаточно предположить

существование верхней и нижней граней для множеств, состоящих

из двух элементов.

Определение 3. Структура называется полной, если в ней

всякое ограниченное множество имеет верхнюю и нижнюю грани.
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Очевидно, /(-пространство представляет частный случай полной

структуры. Простейшим примером полной структуры (нелинейной)
является множество всех подмножеств е некоторого множества £,
в котором соотношение порядка определено как включение: et<£e2
означает, что егае2, но при этом ехфе2. В такой структуре, дей-

ствительно, соотношение ех < е2 выполняется лишь для некоторых

пар множеств.

Другим примером полной структуры может служить множество

всех выпуклых замкнутых множеств конечномерного пространства,

например, плоских. Соотношение порядка определяется так же, как

в предыдущем примере. Верхняя грань некоторого множества

замкнутых выпуклых множеств будет их наименьшей замкнутой

выпуклой оболочкой, а нижняя грань — их пересечением. Читатель

легко сможет убедиться, что в первом примере выполняется дистри-

бутивный закон для граней, а во втором этот закон не имеет

места.

Множество всех множеств, измеримых (В) (в конечномерном

пространстве), с тем же соотношением порядка, что и выше, пред-

ставляет, очевидно, структуру, но неполную.
Приведём ещё один пример структуры. Рассмотрим множество

всех натуральных чисел N={n}, в котором полагаем по определе-

нию, пг > п2, если пх делится на п2 баз остатка, но пх ф п2. В таком

множестве верхняя и нижняя грани любого конечного подмножества

его элементов совпадают соответственно с наименьшим общим крат-
ным и наибольшим общим делителем данных чисел. Ограниченное
сверху множество не может быть бесконечным; наоборот, всякое

множество ограничено снизу (например, числом 1), и наибольший

общий делитель опять является нижней гранью.
1.82. Дадим одно общее определение. Пусть X и Y—два частично

упорядоченных множества, причём хоть одно из них не линейно.

Взаимно однозначное соответствие у = о(х) между элементами

х £ X и у £ Y называется изоморфизмом, если из xt > х2 следует

?(xi)>? (х%) и обратно (т. е. соответствие у ==©(*) сохраняет

упорядочение). Сами множества X и Y называются в этом случае

изоморфными.
Если оба частично упорядоченных множества X и К, кроме того,

линейны, то в понятие изоморфизма включаются дополнительные

требования: ср (xt -f- **) ^ ? (х\) + Т (**) и ?(«*) = *?(*)•
Из равенства ®{х) =ср(д;-[-О) = <р (*)-j-ср (®) следует, что

О) = О; таким образом, соответствие у
= у(х) сохраняет смысл

групповой операции сложения и нулевой элемент из X переходит

в нулевой элемент из Y.
1.83. В случае, когда X и Y—К-пространства, приведённое

определение равносильно такому: изоморфизмом /С-пространств АГи Y
называется взаимно однозначное соответствие ^ = 9(JC)* удовлетво-
ряющее двум условиям:
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) ?(i + a)?A) +?B);
Ь) из х > О следует ф (jc) > О и обратно.
Высказанное утверждение почти очевидно. Нужно только пока-

зать, что из а) и Ь) следует возможность вынесения числового мно-

жителя за знак ф. Это будет доказано в главе VII (§ 1)*).
1.84. Докажем одно общее предложение. Если полуупорядочен-

ные множества X и Y изоморфны, то граням какого-нибудь
подмножества EczX соответствуют грани его образа о (E)aY**),
т. е.у например, о (sup Е) = sup ф (Е),

Доказательство. Пусть Ar* = supZ:— элемент из А" и

j;^ ===== ср(jc*). Так как х^х* для всякого х£Е, то <?(х)^у*9 т.е.

у*—верхняя граница для ®{Е). Пусть yQ — другая верхняя граница
для ср(£) и уо

— <?(хо) (хо6^)- Тогда ?(*)<! .Уо» следовательно,
^ для любого х£Е, и, по определению точной верхней границы,

0 Но из этого следует, что <р (**)< <р (*0), т- е- У*КУо- Тем

самым у* == sup ср (Я), ч. и тр. д.
Из доказанного следует, что при изоморфизме /("-пространств

?(*+)-[?(*)]+. ?(*-) = [?(*)]-, ?(l^l) = l?WI-

1.86. В некоторых случаях нам придётся рассматривать полу-
упорядоченные множества несколько более общего типа, чем /С-про-
странства.

Определение 4. Линейное множество, в котором выполнены

аксиомы I — IV АТ-пространства в прежнем виде, а аксиома V— для

конечных множеств, называется К-линеалом.

При этом достаточно сформулировать аксиому V для множеств,
состоящих из двух элементов, а тогда выполнение её для любого

конечного множества доказывается по индукции. В /С-линеалах со-

храняются все предложения, доказанные для /С-пространств, которые
не связаны с применением аксиомы V к бесконечным множествам.

Таким образом, все предложения, содержащиеся в пунктах 1.3—1.7

настоящего параграфа, в формулировку которых не входят точные

границы бесконечного множества, остаются для /(-линеалов без изме-

нения. В частности, в /С-линеалах верно предложение 1.35, т. е.

всякое конечное множество ограничено, а, следовательно, по акси-

оме V имеет верхнюю и нижнюю грани. Кроме того, для /С-линеалов

остаётся верным и 1.83.

Исключение представляет принцип Архимеда A.38 и 1.54),
доказательство которого опирается на существование sup nx и кото-

рый может не выполняться в АГ-линеалах (см. ниже, 1.86). Осталь-

*) Впрочем, для рациональных г соотношение <р (гх) = /чр (х), очевидно,
следует из а) и Ь). Переход к произвольным а читатель легко сможет про-
вести самостоятельно.

**) Образом множества Е называется множество ? (£), состоящее из
всех элементов вида у = ср (х), где х $Е.
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ные же предложения остаются, во всяком случае, верным тогда,
когда участвующие в их формулировках sup и inf вычисляются для
конечных множеств*).

К-линеал — структура, но вообще неполная.

Определение 5. Пусть в множестве Х= {х} определена

операция сложения для любых двух его элементов так, что выпол-

нены условия коммутативности, ассоциативности, а также

a) существует элемент Ь такой, что х -J- 6 = х для любого х;

b) для любого х существует элемент, обозначаемый—х, такой,
что лг+С— х) = Ь.

В таком случае X представляет абелеву группу относительно

операции сложения. При этом доказывается единственность нулевого
элемента 0 и «обратного» — ***).

Если в множестве X введено упорядочение, удовлетворяющее
аксиомам I — III /С-пространства в полном объёме и аксиоме V для

конечных множеств, то X называется полуупорядочеиной группой
или К-группой.

Таким образом, /С-линеал представляет частный случай /f-группы;
в общем случае в АГ-группе отсутствует умножение на вещественные

числа.

В К-группах остаются верными все предложения, доказанные

выше для /(-пространств, не опирающиеся на существование точных

границ бесконечного множества и на операцию умножения***).
В частности, и в К-группе всякое конечное множество ограничено и

имеет верхнюю и нижнюю грани.

/С-группа также представляет частный случай структуры.
1.86, Приведём некоторые примеры.
С—множество всех непрерывных вещественных функций х (i),

заданных на сегменте a^t^.b, линеаризованное и упорядоченное
так же, как F (см. 1.22). Легко видеть, что С—/С-линеал. То же

заключение можно сделать относительно множества непрерывных
функций, определённых на произвольном топологическом простран-

стве. Отметим, что в С выполняется принцип Архимеда. Точные
границы конечного множества в С, очевидно, определяются так же,

как в F.

*) Впрочем, многие предложения остаются верными и для бесконечных
множеств, если дополнительно предположить существование точных граней,
входящих в формулировку. Например, дистрибутивный закон 1.56 может

быть сформулирован так: если sup л:^ существует, то существует sup'^A**)
и имеет место равенство 1.56. Этим замечанием нам не придётся пользоваться

в дальнейшем, и поэтому мы не останавливаемся на нём подробнее.
**) См. А. Г. Курош [4], стр. 136—137.

***) При этом следует отметить, что при доказательстве 1.52f) и 1.69
использовано умножение. Однако в /^-группе 2х можно понимать как х-\-х,
равенство же 2х+ /\2х~ = О есть прямое следствие 1.51d) и 1.44. А тогда

прежнее доказательство остаётся в силе.
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Рассмотрим множество всех точек плоскости /?2, линеаризованное
так же, как в 1.21, но упорядоченное иначе: именно, х = (хх, х2) > О,
если или хг > 0, х2

— произвольное, или х1 = 0, но х2 > 0. При
таком упорядочении любые два элемента из /?2 сравнимы между
собой и легко видеть, что /?2 становится /(-линеалом. Но в полном

объеме аксиома V здесь не выполнена. Например, множество Е

элементов {@, х2)} (— oo<jra<oo) ограничено сверху любым х,
для которого х1 > 0; однако sup Е не существует. В этом /^-линеале
не выполняется также принцип Архимеда. Например, если л: = @, 1),
^у = A, 0) то пх<у при всех лг ===== 1, 2, ....

Если из /С-пространства F выделить подмножество Fv состоя-

щее из всех функций с целочисленными значениями, то получится
АГ-группа, которая удовлетворяет аксиоме V в полном объеме.

Линеаризация и упорядочение предполагаются перенесёнными в Fx
из F.

§ 2. Сходимость в ^-пространстве

2.1. (о)-сходимость. Мы неоднократно говорили уже о том, что

для /С-пространства верны многие понятия и свойства множества

вещественных чисел, представляющего весьма частный пример /С-про-
странства. Однако эти понятия переносятся с множества веществен-

ных чисел на общие /С-пространства часто нетривиальным образом.
Конечно, всякое определение, данное для общих /С-пространств, при-
годно и для множества вещественных чисел, но обратное далеко не

всегда верно. Определение, пригодное для множества вещественных

чисел, может не иметь смысла или быть нецелесообразным для

общих АГ-пространств. С таким положением мы встречаемся, в част-

ности, при введении понятия предела в /(-пространствах.
Для вещественных чисел можно пользоваться следующим опреде-

лением предела. Последовательность чисел {хп} стремится к числу х%
если в любой интервал, содержащий х, попадают все достаточно

далёкие члены последовательности, т. е. если для любых а<л;<£
мы имеем а< хп < Ь при п >� .V. Это определение предела имеет

смысл и для любого К-пространства. Однако оно даёт не то, что

нужно. Легко усмотреть, что, например, в случае R2 последователь-

ность точек (£п, у\п) будет сходиться к (S, г\) в указанном смысле

только в тривиальном случае, когда &w==£ и ?)„ = *), начиная с неко-

торого /г*). Напротив, другое определение предела вещественных

чисел, как общего значения наибольшего и наименьшего предела

последовательности, также имеющее смысл для общих /(-пространств,
приводит к содержательному и с нескольких точек зрения важному
и естественному понятию. На этом определении мы и остановимся.

*) Действительно, члены её должны попасть в интервалы [(I — 1,
(-:+1> Ч)] и [E, т, —1), E, YJ+1)].
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Определение. Пусть {хп} — произвольная последовательность

элементов /С-пространства X. Наибольшим и наименьшим пределами
этой последовательности называются элементы, определяемые соот-

ношениями:

Шп л:п = inf [sup (a:w, *n+1, ...)!•
я-»оо n

lim xn = sup [inf (xn, xn+1, ...)].

Эти элементы могут быть конечными либо равными 4"-°° или —оо.

Если limxn== limA:n, то последовательность называется сходящейся,

а общее значение её наибольшего и наименьшего пределов назы-

вается просто (о)-пределом и обозначается (o)-lim xn.
п-»оо

(о)
Мы будем употреблять также такую запись: хп -> х, что озна-

чает: х = (о)- lim jcn.

Мы вводим букву (о) в обозначение определяемой сейчас сходимости

вследствие того, что в дальнейшем нам придётся рассматривать дру-
гие виды сходимости, которые мы будем обозначать другими буквами.
Однако (о)-сходимость является основным видом сходимости в /С-про-
странствах. Поэтому в тех случаях, когда нет опасности смешения,
мы будем опускать для (о)-сходимости букву (о) (а также указа-
ние п -> оо под знаком предела).

Из определения сразу следует, что если xw = jc при всех п

(или хотя бы при всех достаточно больших /г), то хп -> л;. Отметим

крайне важный очевидный факт: если {хп} имеет конечный предел,
то эта последовательность ограничена, а тогда по 1.53 и sup\xn\<C
< + оо.

Установим, что в АТ-пространстве сохраняется ряд обычных свойств

предела числовой последовательности.

2.11. Для любой последовательности

a) inf хп < lim хп < Шхп< sup xn\

b) lim (д:п+ х) = х -\- lim xn;

c) lim хп =
— Ига (— хп).

6) Если хп^уп при всех п, то lim*№< Ит.уп> lim*w
Доказательство, а) При любых п<т имеемГ"

inf (дг1э д:аэ .

<SLp(*

откуда и следует требуемое соотношение (на основании 1.36 е))
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Ь) На основании 1.36 с)

Ш(хп+ л:) = inf [sup (хп+ х% xnJrl + х, .. � I —
п

= л: + inf

c) Благодаря 1.34 получаем:

limjfn = sup(inf(A:m A:n+i,...)] = supf-sup(—xn. —xn+l, ...)] =
п п

== — inf[sup(— xUi —*я+1э ...)] = — lim(—хп).
п

d) Очевидно.
Введём специальные обозначения для предела монотонных после-

довательностей. Если хп->х возрастая, т. е. хг ^^2^ • • • -^
^-гп^ •••» то будем писать xnfx\ аналогично, хп\х для убы-
вающей последовательности.

2.12. а) Если xt^.x2^ ..., то существует limxn = supxn, т. е.

п

хп f supjcw. Аналогично для убывающей последовательности:
п

хп\Ыхп.
Ь) Для любой последовательности

:n, xn+1, ...)],

с) Если при всех п хп^.уп^.гп и х = limл:п =» Итгя, то

и ^п
d) Если хп-*х9 то существуют две монотонные последователь-

ности \уп) и {г„} такие, что уп<хп^гп и уп/х, гп\х.
e) Для того чтобы л:Л—>д: (л: — конечный элемент), необходимо и

достаточно, чтобы существовала такая последовательность ип\1О,
п |<я

Доказательство, а) Пусть Jc==supA:n. Очевидно, при лю-

бом п

, xn+1, ...) = x, inf(xn, л:я+1, ...)*=хп,

откуда \\тхп — х9 1\тхп = х, т. е. хп->х.

b)— прямое следствие из предложения а), применённого к убы-
вающей последовательности sup (л:п, х71+1, •..) и возрастающей по-

следовательное! и inf (л:п, jen+1, .. .)•
c) очевидно (ср. 2.lid)).
d) На основании Ь) достаточно положить гя

= sup (xnt xn+v ..�)•
и аналогично yn = \nf (хп, хп+и ...).

e) Заметим предварительно, что если #№\i© и vns\O9 то
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Действительно, при любом т

lim (ип+ vn) = inf (ип + г>л) < inf (дш + *>„.) = ит+ inf *„ = «,*.

Вследствие произвольности т

О < lim (яте + vn) < inf aw = О.
m

Теперь необходимость условия получается сразу на основании d).
Действительно, пусть уп^хп^^п и Уп / х* zn \ х- Тогда

zn —х\О и х—уп\® по 2.11 Ь). Полагая un = zn—уп—
= (гп— х)-\-(х—уп), имеем «П\О на основании только что дока-

занного. Далее, так как уп^Сх^2п и Уп^Сх71^Сгп> то очевидно

(см. 1.52 k)):

I * —*п I = (^V.vn) — (х/\хп) < zn—yn = и„.

Докажем достаточность условия. Имеем:

откудахп<!х+ ап, а тогда (ср. 2.lib) и d)),

lim xn < lim (л: + «я) = л: + Нт йл = а:.

Аналогично, из неравенства

хп
— х^— | д:п— х | ^— ww

выводим, что \\тхп^х. Сопоставляя с предыдущим, заключаем,
(о)

что хп—>х.
2.13. Если хп-+х и уп-*у, то

d) {хпУУп) ->

e) если | jfn | -► в, то хп ~> О;

f) для того чтобы х„-+х, необходимо и достаточно, чтобы

хп
—х\ -> О.

Доказательство, а) Проведём рассуждение для конечных л:

и у. Согласно 2.12 е) найдутся ип\О и vn\O такие, что

\хп—х\^.ип, \уп—
Но отсюда

К «»

*) Для бесконечных пределов это свойство теряет смысл, если х = + со,
у = — со, или, наоборот, л: г= — оэ, j/

= + со.
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a(un-\-vn)\O по предложению, установленному выше (при дока-

зательстве 2.12 е)). Отсюда опять на основании 2.12 е) заключаем,
что

В случае, если х или у имеет бесконечное значение, доказательство

проводится так же легко; предоставляем его читателю.

Ь) По 1.58 имеем:

По 2.12 е) существует последовательность ип\О такая, что

\хп~*|<«»; н° тогда и

|(*л)+ — *+1<Х>

откуда и следует, снова по 2Л2 *), что (хп)+ -> д:+. Аналогично дока-

зывается, что (л:л)-->Х-.
c) следует из а) и Ь).
d) С помощью а) и Ь) получаем :

^Ляв^п+ [©V On— *»)] = *

Соотношение для нижних граней можно легко вывести отсюда

либо с помощью 1.34, либо с помощью 1.41.

e) По 2.12 е) существуют такие ил\О, что |хп|<аю. Но тогда,
по тому же 2.12 е), и дг^-^О.

f) — следует очевидным образом из 2.12 е).
2.14. а) Если а^О, то

lim ахя=а lim xn;
если а ^ 0, то

lim axnz=za. \\mxn;

если а — произвольное и существует lim xm то

lim aA'w=

b) Если |*я|<х0< -j-oo при всех /г и aw->0, то ап^я->©.
c) Если д:^ -^ л: (л;— конечный элемент) и ап -> а, то апд:п -* ах.

Доказательство, а) При а = 0, очевидно. Пусть а>0.
На основании 1.39а) имеем:

lim ахп =М [sup (axn, axn+v ...)]==
п

= a inf [sup (xn, xn+1, ...)) = a Jlin xn.

*) Для бесконечных пределов эти соотношения теряют смысл при a = 0.
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Так же проверяется соотношение для ос<0. Затем с помощью

2.11с) можно установить аналогичные соотношения для наименьшего

предела. Последнее соотношение пункта а) вытекает из первых двух.
Ь) С помощью рассуждений, аналогичных предыдущим, и исполь-

зуя 1.39 с), имеем:

lim | ъпхп | < lim | ая | а:0 = (lim | ап [) • х0 = О,
т. е.

откуда вытекает равенство lim <*пхп = О B.13 е)).
с) Имеем:

Первое слагаемое ->О на основании Ь), второе— на основании а),
а тогда и всё выражение— на основании 2.13 а).

2.16. Если хпйуп при всех я= 1, 2,...и^л-»х, уп~>у, при-
чём х и у—конечные элементы, то xdy.

Доказательство. По 2.13 | хя|-> \х\9 |^п|-> |>>Ги |
HO|l) 0Ow|Al^nl)
2.2. (о)-полнота ЛГ-пространства. В АГ-пространствах выполняется

условие сходимости типа признака Коши, а именно, справедлива сле-

дующая теорема.
2.21. Теорема об (о>полноте /С-пространства. Для

того чтобы последовательность \хп\ имела конечный предел,
необходимо и достаточно, чтобы

lim [sup | xk— *W|] = O.
n-»oo ft,

Это свойство /С-пространства называется его о-полнотой.

Доказательство, а) Необходимость. Пусть jc

Тогда \хп — х\->0 (по 2.13 f)). Положим

По 2Л2Ь), уп-+О. Теперь из очевидных неравенств

— лг| ~}-sup |.rm— лг| = 2j/n (

следует, что

sup \xk—

а тогда необходимость условия очевидна.

Ь) Достаточность. Положим

Уп= sup | „vft— хт\.
к,т>п
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Тогда для ку т^>п
Хц<Х

Отсюда, по 1,36,

Я1 xn+v ...)<inf(xn, xn+v.
или

:n, xn+v ...)— inf (xw *я+11 ...)<JV A)

На основании 2.12 с) отсюда следует, что

lim [sup (*w, xn+1, ...)] — lim [inf (*я, хя+1 ...)]=©,

т. e. lim xn = lim xn, значит, существует Птлги. Конечность предела
следует попутно из неравенства A).

Для вещественных чисел условие теоремы 2.21 можно дать и

в другой форме: хп—хш.-+0 при niy т€-+оо* Хотя внешне это

условие выглядит слабее, чем сформулированное выше, но на самом

деле для вещественных чисел обе формы равносильны. Однако для

/С-пространства в общем случае вопрос остаётся открытым, т, е.

неизвестно, вытекает ли из соотношения хп.
— хт -► О, если оно

имеет место для любых /г<, /7^ -> со существование конечного предела
последовательности хп.

2.3. (^-сходимость. П. С. Александрову и П. С. Урысону при-
надлежит общее понятие (•#)-сходимости по отношению к данной

сходимости, которое определяется следующим образом *). Пусть
X—произвольное множество, в котором некоторые последователь-

ности называются (а)-сходящимися к пределу: хп—-+х. При этом

должно выполняться условие: если хп—►дг, то и любая частичная

последовательность хп,—>х(п1<п<ь< ...). Последовательность {хп}г

(*)
называется (*)-сходящейся к х: хп—*-лг, если из любой её подпоследо-

вательносж {хп } можно выделить частичную {а:п/ } (/1</2< .. О

так, что хп, —>х **).

Ясно, что если хп—»■ х, то хп—*-л:, т. е., таким образом, класс

(*)-сходящихся последовательностей не уже, чем класс (о)-сходя-
щихся последовательностей. В то же время, если (о)-сходимость —
обычная сходимость в пространстве /?t вещественных чисел, то

(*)-сходимость совпадает с ней. Однако ниже мы встретимся с тем

фактом, что для многих важных конкретных случаев (*)-сходимость
оказывается шире (о)-сходимости; поэтому определение (^-сходи-
мости не тривиально.

*)См. Александров П. С. и Урысон П. С. [1], а также Уры-
сон П. С. [1].

**) Определение (*)-сходимости даётся по отношению к заданной (а)-схо-
димости, так что точнее было бы писать (*)а
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Легко видеть, что если последовательность \хп) обладает тем

свойством, что любая её подпоследовательность содержит частичную,
(*)

(*)-сходящуюся к элементу х$ то и хп—>х. Таким образом, (^-схо-
димость по отношению к уже построенной (*) -сходимости совпадает

с последней.

Определение. Если X—/С-пространство, то (*)-сходимость,
построенная в нём по отношению к (о)-сходимости, называется (^-схо-
димостью.

Обозначение (t) будет оправдано ниже. Ясно, что если хп—»■ х
(о)

и хп образуют монотонную последовательность, то хп—*х* это сле-

дует из того, что монотонная последовательность всегда имеет

(о)-предел.
Для (t)-предела можно проверить все результаты, доказанные

выше для (о)-предела, а именно:

2.31. a) inf xn*C(t)Aimxn<Csupxn.
b) (f)Aim(xn-{-x)*=*x-]-(t)-limxn (в предположении, что суще-

ствует по крайней мере один из указанных пределов).
c) Если хп^Суп при всех /г, то (t)-limxn^.(f)-\imyn (в пред-

положении, что оба предела существуют).
d) Если *л<,улОл при всех п и x—(t)-\\mxn— (fy\imzn, то и

(*)

2.32. Если хп—*х9 уп—+у, то

а) Х+У
ь) {

e) если | xn\ —* О, то и хп—>О.

2.33. а) Если хп—+х, а— произвольное число, то ахп—>ах9 с

той же оговоркой относительно бесконечного предела, что и в 2.14 а).

Ь) Если хп—+х(х— конечный элемент) и ос„->а, то апхп^ах.
2.34. Если хпйуп при всех л=1, 2,... и xj^x, yj^y,

причём х и у
— конечные элементы, то хйу.

Читатель легко сможет провести доказательство всех этих утвер-
ждений. В качестве образца рассуждения докажем 2.31 d).

Выделим произвольную частичную последовательность индексов
{пк} (ni < п2 <•••)• По определению, из неё можно выделить

подпоследовательность { nki} (kt < k2 < .. .) так, что xnJ^Lx.
Из этой подпоследовательности индексов выделим новую {пк{ }
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(о)
(*i<*2<- • •) так> что гщ """**- А тогда на основании 2.12с) также

(о) (t)

л;

Остаётся открытым вопрос о (^)-полноте АГ-пространства, т. е.

неизвестно, справедливо ли для (/)-сходимости следующее предло-
жение: если хщ

— xmi->0 при пь т+-+оо, то существует конеч-

ный (t)-\imxn *).
2,36. Выясним конкретный смысл (о)- и (/)-сходимости в тех

АГ-пространствах, которые были рассмотрены в § 1 A.21—22).
В Rn наибольший и наименьший пределы вычисляются по коор-

динатам, поэтому (о)-сходимость равносильна сходимости по коорди-

натам, т. е. если х = (xlt ..., хп) и х{к) = {х*\\ ..
•, ^(Л» то

х^-^х означает, что xSP—+xi при всех i= 1, ..., п. BF, совер-

шенно аналогично /?n, jcw—*х означает, что xn(t)-+x{t) при всех

t£ Т.

Легко видеть, что во всех этих случаях (^-сходимость совпадает
с (о)-сходимостью. /С-пространства, в которых эти сходимости имеют

разный смысл, будут рассмотрены в § 3.
Отметим одно предложение, используемое в дальнейшем.

2.36. Пусть при всех fc = l, 2, ...

J*> iS. JV

Тогда существует такая подпоследовательность индексов «j < л2 <

< • • • < я,» < - •
•,

что при всех k

J*) {2L JM

Доказательство проводится по известному диагональному методу.

Пользуясь определением (/)-сходимости, выделяем подпоследователь-

ность индексов л?^ rip <...-> оо, для которой

A) (о) A)

Из этой подпоследовательности выделяем новую я?* < л^< ... -► оо,

для которой

*) Заменить в формулировке теоремы 2.21 (о)-сходимость на (^-сходи-
мость заведомо нельзя, так как sup | х^ — хт \ образует монотонную после-

К т > п

довательность, а тогда из её (/)-сходимости вытекает (о)-сходимость, по

это будет выполнено только если последовательность {хп}— (^-сходя-
щаяся.
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Продолжаем этот процесс до бесконечности, а затем вылеляем диаго-

нальную последовательность индексов, полагая пт
— п(™\ Тогда при

всех k

*.<*) 12L v(*)Xп > X

т

Так как в /С-линеалах и в /("-группах существование верхней
грани бесконечного ограниченного множества не предполагается, то

понятие (о)-предела в общем случае здесь не имеет смысла. Но если

в /Г-группе аксиома V выполнена в полном объёме или хотя бы для

счётных множеств, то в такой К-группе можно определить и (о)-схо-
димость и (/)-сходимость. В частности, в F< (см. 1.86), состоящем

@)
из функций с целочисленными значениями, хп—>х означает, что при

каждом t£ T xn{t) = x(t) начиная с некоторого п; (/)-сходимость
здесь имеет тот же смысл.

Впрочем, в /(-группе без аксиомы V понятие предела можно ввести
(о)

следующим образом: хп—>-л:, если существуют две монотонные по-

следовательности {уп} и {гп}, обладающие следующими свойствами:

1) {уп} возрастает, {zn} убывает;
2) Уп<хп<гп\
3) sup^ и \rAzn существуют и равны х.

Из 2.12 следует, что в /С-пространствах это определение равно-
сильно данному в начале этого параграфа.

2.4. Топологизация К-пространства. Теперь мы покажем, что

в /(-пространстве можно определить топологию так, чтобы (rt-cxo-
димость совпала с топологической сходимостью. Именно поэтому

буква t]\ использована в обозначении этого вида сходимости. Попутно
мы приведём необходимые нам основные понятия из теории тополо-

гических пространств.
2.41. Определение. Множество X называется топологиче-

ским пространством, или Т^-пространством, если в нём выделено

семейство Ш некоторых подмножеств F с: X, называемых замкну-
тыми, удовлетворяющее следующим условиям:

1. А" и Л (пустое множество) входят в $\
2. Всякое множество (х), состоящее из одного элемента х£ X,

входит в оР.
3. Сумма конечного числа замкнутых множеств замкнута.
4. Пересечение любого множества замкнутых множеств замкнуто.

Элементы топологического пространства называют его точками.

Всякое множество О вида G—X\ F, где F £ IF, называется откры-
тым. Если точка х£ G, где О—открытое множество, то О назы-

вается окрестностью точки х, и это обозначается так: G — U{x).
В топологическом пространстве можно ввести понятие топологи-

ческой сходимости, а именно: лг^-^л:, если для любой окрестности

U(x) существует Nu такое, что хп£ U(x) при л>- Nu.
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Вредём топологию в /(-пространстве X, т. е. превратим его в

топологическое пространство. С этой целью назовём множество F cz X

замкнутым, если (о)-предел всякой сходящейся (к конечному пре-

делу) последовательности точек из F тоже принадлежит F, т. е. из

(О)

хп£ Z7 (л=я1> 2, ...) и xn~~*x следует, что х£ F.

Читатель легко сможет проверить, что все условия 1—4 выпол-
нены. Следовательно, X стало топологическим пространством.

2.42. Теорема о топологической сходимости. (t)-cxo-
димость в X совпадает с топологической сходимостью (?).

Иначе говоря, для хп—>х необходимо и достаточно хп—*х.

Доказательство, а) Пусть хп—+х. Допустим, что хп не

сходится к х топологически. Это означает, что существует откры-
тое множество G — U(x), в которое не входит бесконечная под-

последовательность {xni}. Тогда хщ £ F =X\ G. По опреде-

лению (t) -сходимости, существует частичная последовательность

(о) -

хщ —>х; но так как г замкнуто, то отсюда должно следовать, что

х£ F, т. е. х £ G. Мы пришли к противоречию и, таким образом,

доказали, что хп
—> х.

Ь) Пусть хп-^-+х. Допустим, что хп не сходится к л: в смысле

(/)-сходимости. Это означает, что существует подпоследовательность

[хщ\, из которой нельзя выделить частичную, (о)-сходящуюся к х.

При этом можно считать, что все хщ ф х.

Рассмотрим два случая. Предположим сначала, что из { xni} можно

(О)
выделить частичную последовательность хщ

—►
у ф х. Тогда мно-

k

жество F= { хп. } U (у) замкнуто, а х £/\ Следовательно, G==X\F
есть окрестность точки х, но существует бесконечное множество

элементов хп{ ~£ G. А это означает, что хп не сходится топологи-

чески к х.

Теперь предположим, что из {хщ} нельзя выделить никакой

(о)-сходящейся последовательности. Тогда множество F= {xn.} за-

мкнуто, а х £ F. Так же, как и в первом случае, отсюда мы делаем

вывод, что хп не сходится топологически к л:. В обоих случаях мы

<*>

пришли к противоречию, следовательно, мы доказали, что хп —> х.

Теорема полностью доказана.

2.43. Введём понятие борелевой надстройки множества. Именно,
если Е— произвольное множество из К-пространства X, то полагаем

Е0 = Е, а затем для любого порядкового числа а 1-го или 2-го класса

(а < 2) определяем Еа по индукции как множество всех х £ X, пред-
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ставимых в виде х — (р)А\тхп> где хп£Еап при ал<сс. Теперь
определяем борелеву надстройку В(Е) множества Е как

= U ЕЛ.

Покажем, что В (Е) совпадает с замыканием множества Еу т. е.

с наименьшим замкнутым множеством, содержащим Е. Действительно,
если хп£В(Е), то хп£ЕЛп и существует такое а<2, что ffw<a

для всех п. А тогда, если хп
—> ху то х£ЕасВ(Е), т. е. В(Е)

замкнуто. С другой стороны, если EczF, где F замкнуто, то

B(E)czB(F). Но, очевидно, B(F)=F, так как F уже содержит
все свои предельные точки, т. е, В (Е) с: F.

Если в К-пространстве F всех вещественных функций, заданных

на сегменте, за Е взять множество всех непрерывных функций, то

описанный трансфинитный процесс приводит к построению классифи-
кации функций Бэра, а В{Е) состоит из всех функций, измеримых (В).
Этот пример подтверждает, что если к произвольному множеству
элементов К-пространства присоединить все его (рЬпредельные точки,
то может не получиться замкнутое множество. Действительно, при-
соединяя к множеству непрерывных функций его предельные точки,
мы получим множество функций не выше 1-го класса, а не всё

множество функций, измеримых {В).

§ 3. Примеры /^-пространств
В этом параграфе мы рассмотрим некоторые более важные для

приложений примеры /f-пространств.
3.1. /^-пространство 5 измеримых функций. Рассмотрим мно-

жество 5 всех измеримых, почти всюду конечных функций x(t),
заданных на некотором измеримом множестве Т. При этом отожде-

ствим эквивалентные между собой функции, т. е. такие функции не

будем различать между собой как элементы пространства 5 *).
Линеаризуем S так же, как выше это было сделано в множестве F

A,22). Упорядочение вводим так: элемент х£ S считаем существенно
положительным (х > О), если функция x(t)^0 почти всюду на

множестве Г и при этом mes T[x(f)>0] > 0, т. е. л:(/)>0 на мно-

жестве положительной меры. Тогда выполнение первых четырёх
аксиом ЛГ-пространства очевидно, и остаётся проверить выполнение

аксиомы V.

Для счётного множества функций xn(f) верхняя грань, очевидно,

определяется по точечным значениям, т. е. если x(f) — supxn(t), то

*) Функции называются эквивалентными, если оги почти всюду равны

между собой. Строго говоря, наше условие означает, что мы вместо группы
всех измеримых функций рассматриваем её факторгруппу по подгруппе

функций, эквивалентных нулю. За групповую операцию надо принять дей-
ствие сложения.
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x*=*supxn. Однако аналогичная формула для несчётного множества

вообще не верня. Например, если хг(ъ) есть функция, равная 1

в точке т = /иОв прочих точках т £ Т (эта функция является нуле-

вым элементом в 5), то sup xt(i)=Bl; однако sup^
= O. Докажем,

что аксиома V всё же справедлива и для произвольного множества

функций *).
3.11. Сначала рассмотрим множество характеристических функ-

ций x^(t) измеримых множеств ^сГ(^З). Ясно, что это множество

ограничено сверху, например, функцией л* (/) s 1. Докажем, что

существует его точная верхняя грань. Обозначим через Е$ множество

точек плотности множества Е^ и положим Е — U ££• Тогда при

каждом 5 ^ S ^с£ с точностью до некоторого множества меры нуль.

Покажем, что Е измеримо. Для этого обозначим через Н изме-

римое подмножество множества Е такое, что mes Н= mestZ; (mes^ —

внутренняя мера). Пусть /££. Тогда t£E* при некотором £0, следова-

тельно, по определению точек плотности,

mes [Яр(t—h, t+h)] _mQsi[E(](t—ht
2h

~

2h

— h, t+h)\
> 2h

Таким образом, каждая точка множества Е является точкой плот-

ности множества Н. Но известно, что почти все точки, не принад-

лежащие //, являются его точками разрежения. Следовательно,
mes (Б— //) = 0, т. е. Е измеримо.

Пусть теперь Е' — произвольное измеримое множество, причём

Е^аЕ' с точностью до множества меры нуль при любом 5. При-
соединим к Ег все его точки плотности. Полученное множество

Er*z*El при любом $, т. е. F*Df, или ЕаЕ' с точностью до мно-

жества меры нуль.

Обозначим через x(f) характеристическую функцию множества Е.

Тогда ясно, что х^ ^ х при любом 5. С другой стороны, из сказан-

ного выше легко следует, что если х' (t) — характеристическая функ-
ция другого измеримого множества Е' и при этом х^^.х\ то и

*<;#'. Отсюда уже легко следует, что A: = sup^.
Перейдём теперь к произвольному ограниченному сверху мно-

жеству из 5, состоящему из функций x^(t). Нужно доказать суще-

ствование точной верхней грани множества {**}. Так как ниже (в гл. VI)
это будет установлено другим, более коротким путём, та *мы огра-
ничимся сейчас лишь указанием этой грани.

*) Здесь мы устанавливаем этот факт, пользуясь специальными рассужде-
ниями; ниже, в гл. VI, это предложение будет вновь получено на основании

некоторых общиз^ теорем.
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Положим £$, а
— Т [дг5 @ > а] (£ £ 2, а —любое вещественное

число). Затем обозначим через £(°) сумму множеств точек плотности

всех £е,а при фиксированном а. После этого функция *(*) опре-
деляется по формуле:

x(t)= sup {a}.
()

Нетрудно проверить, что A: = p^
3.12/ Выясним смысл (о)-сходимости и (О-сходимости в 5. Так

как для счётных множеств точные границы можно определять^по то-

чечным значениям, то л: = Итл:л означает, что x(t) =\imxn(t).
А тогда хп —^> л; означает, что хп (f) —► х (t) почти всюду.

Проверим, что (*)-сходимостью для сходимости измеримых функ-
ций почти всюду является сходимость по мере: следовательно,

(/)-сходимость в S означает сходимость по мере.

В самом деле, по известной теореме Рисса из последовательности,

сходящейся по мере, всегда можно выделить почти всюду сходящуюся
подпоследовательность. С другой стороны, если последовательность

{xn(t)} не сходится по мере к x(t), то для некоторого е>0

mesr[|A-n@—*@1>е]>8>0
для бесконечного множества значений /г = /х,, я3, ... . Но тогда из

подпоследовательности {хм) нельзя выделить частичную, которая

сходилась бы к x(t) по мере, а тем более почти всюду.
3.2. /^-пространство V функций ограниченного изменения. Рас-

смотрим множество V функций ограниченного изменения x(t), задан-

ных на некотором отрезке [a, b]t с обычной линеаризацией. Эле-
мент x£V считаем > О, если л*(а)>-0, а функция x (t)—не
убывающая и отлична от тождественного нуля. При таком опреде-
лении упорядочения соотношение х^у для элементов V означает, что:

) ()
2) приращение x(t) на любом промежутке из [а, Ь\ не меньше

приращения у (t) на том же промежутке, т. е.

(для Д/>0).
Выполнение первых четырёх аксиом /С-пространства очевидно.

При этом х+ есть функция

х+ (t) = [л; (a)J+ -4- положительное изменение x(z) *),

*) Положительное изменение х (/) на отрезке [а, /] определяется
п— 1

как sup 2 lx(ti+x) — x(k)]+ Для всевозможных разбиений л = ^0<^<
i =0

<С • • • <^n — t. Аналогично определяется отрицательное изменение. Смысл
*+ и ct- для вещественных чисел а был указан на стр. 34$
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а х„ и \х\ определяются по аналогичным формулам:

jt_ (t) =з [х (а)] 4" отрицательное изменение х (т),

t

j х| (£) = | x (a) | -j- var л: (т) (полное изменение).
а

3.21. Для любого ограниченного сверху множества х^£У (£ £Е)
точная верхняя грань определяется по формуле

где {j/^} — множество всевозможных верхних границ множества

а нижняя грань вычисляется по точечным значениям функций y^{t).
Наметим ход доказательства. Ясно, что х\(а)^х(а) при любом

££S. Пусть a^tt<Ct2^d. Для любого г>0 найдётся такое т],
что

а тогда

х (t2)— x(t1)>y1i (t2) —y,{ (tt) —

при любом 6. Вследствие произвольности s это означает, что

Мы убедились таким образом, что х^хь т. е. х—верхняя гра-

ница; так же легко проверить, что х^уп и, значит, jc ===== sup jc^.
Смысл (о)- и (£)-сходимостей в V будет выяснен нами позднее.

Однако сейчас мы можем предложить читателю установить прямым

путём, что (/)-сходимость хп к х равносильна соотношению

\ \

3.3. ^-пространство 5 всех числовых последовательностей.
Обозначим через 5 множество всех числовых последовательностей

х={Ьк) (Ък— вещественные числа). Числа Ьк будем называть коорди-

натами х.

Линеаризуем это множество следующим образом: если х-={\к]
y—l^lk}* то Ar+^== {6л + Ч«г}» ах={аЬк}' Нулевым элементом в s,

очевидно, является последовательность, состоящая из одних нулей.
Соотношение л:>0 определяем в 5 так: £fc!>0 при всех k и £&>О
хоть при одном k. Легко видеть, что s становится /^-пространством.
Верхняя грань ограниченного множества вычисляется по координатам,

т. е. если .^«{Й?}, ^ = supS^) и х^={1к], то ^

и* и*

3.31. (о)-сходимость в s, очевидно, означает сходимость по коорди-
(о) ,

натам, т. е. хп-*х означает, что ^ ->£fc при всех k. Ясно, что для
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такой сходимости (*)-сходимость совпадает с ней самой, поэтому

в 5 (/)- и (о)-сходимости совпадают.

Ниже, по мере развития изложения теории /(-пространств, мы

рассмотрим другие важные примеры.

§ 4. Ряды

4.1. Основные понятия и свойства рядов. С целью некоторого

упрощения используемого в дальнейшем вычислительного аппарата

перенесём на /(-пространства основные понятия и результаты теории
бесконечных рядов.

оо

Ряд 2*и (или *1 +*я+ • • • +*п+ • • •)> состоящий из элемен-

п = 1

тов /(-пространства, называется (о)-сходящимся, если существует конеч-

п

ный (o)-lim 2 хъ называемый суммой ряда. Аналогично можно ввести

понятие (^-сходимости ряда. Сразу из определения вытекают обыч-

ные простейшие свойства рядов, а также необходимое условие сходи-
мости: лги-->© в том же смысле, в каком сходится ряд. Для поло-

оо

жительного ряда (т. е. такого ряда 2 хп> в котором все хп ^ О)

сохраняется известный результат классического анализа: для сходи-
мости ряда необходимо и достаточно, чтобы множество частичных

п

сумм 2 хк было ограничено. При этом для положительных рядов

понятия (о)-сходимости и (^-сходимости совпадают. Кроме того, из

2.12а) сразу следует, что для сходящегося положительного ряда

сумма ряда совпадает с верхней гранью частичных сумм.
Если к последовательности частичных сумм ряда применить

теорему об (о)-полноте /(-пространства (см. 2.21), то мы сразу полу-
чим общий критерий (о)-сходимости ряда, аналогичный классическому

критерию Коши. Точную формулировку его предоставляем читателю.

4.11. Для положительных рядов действует признак сходимости,
основанный на сравнении двух рядов: если хп^уп при всех я,

оо оо

начиная с некоторого, и ряд 2 уп сходится, то ряд 2 хп тоже

сходится. Доказательство— обычное.

4.12. Если ряд 2 \хп\ сходится, то ряд 2 хп также (о)-схо-

дится. В этом случае последний ряд называется абсолютно сходя-

щимся.

Для доказательства (о)-сходимости ряда 2 хп достаточно пред-
и

ставить его как результат почленного вычитания рядов
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и 2 (*«)-• Каждый из этих рядов (о)-сходится по признаку сравне-
п

ния 4.11, так как сходится ряд 2 |*л1- Но из определения сходимости
п

сразу ясно, что при почленном вычитании сходимость сохраняется.
При этом, очевидно,

4,13. Если все члены (^-сходящегося ряда 2 хп попарно
п

дизъюнктны, то 2 хп= S {хп}. (Это является прямым обобщением

предложения 1.71 на случай бесконечного множества слагаемых*)).
Доказательство. По определению, 2*» = (o)-lim Уп>

п

п

гДе Уп
— 2 хп- Следовательно, множество \уп) ограничено, а тогда

и множество модулей {| д/Л |} ограничено (см. 1.53). Из 1.63Ь) и

1.66 следует, что

а тогда множество [хь] ограничено, т. е. имеет смысл его соедине-

ние. Из определения соединения и свойств предела сразу следует, что

S {хк} = sup (Xfc)+ — sup (xk)_ = lim [sup (х£+ — sup

n n n со

f2 (**)+— 2 (*к)-]= lim 2 xk= 2 -^n»
7^=sl k=l n->cx> k — 1 n = l

ч. и тр. д.

4.14. Если хп попарно дизъюнктны и ограничены в совокуп-

ности, то ряд 2 хп абсолютно сходится.
п

Доказательство. Пусть \хп\^х0 при всех л= 1, 2, ...

Тогда и любая частичная сумма

= sup i*fe|^x0.

Отсюда сразу следует сходимость ряда 2 1 *«. I •

*) Легко видеть, что если ряд состоит из попарно дизъюнктных членов

и (^-сходится, то он также и (о)-сходится.
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4.2. Ряды, бесконечные в двух направлениях. Пусть нам за-

дана бесконечная в двух направлениях последовательность элемен-

тов хп, т. е. индекс п принимает все целые значения от— оо до-|--°о-
Если сходится в каком-нибудь смысле каждый из рядов

оо —оо

2 хп и 2 хп (т. е. лго + *_14-*-2+ . ..),

a st и s2 —их суммы, то мы будем считать сходящимся в том же

смысле обобщённый бесконечный в двух направлениях ряд

а его суммой будем называть элемент 5==51-f-52. Таким образом,

s= lim 2 хп,

где предел следует понимать или в смысле (/)-сходимости, или

в смысле (о)-сходимости. Ясно, что если ряд сходится, то

оо —од

п—р п~р—1

при любом р, т. е. ни понятие сходимости, ни сумма ряда не за-

висят от того, каким именно членом мы разобьём данный обоб-
щённый ряд на два обыкновенных бесконечных ряда.



ГЛАВА II

РАЗЛОЖЕНИЕ И СОЕДИНЕНИЕ Af-ПРОСТРАНСТВ

Аналогом понятий разложения в прямое произведение в теории

групп и ортогонального разложения в теории гильбертовых про-

странств служит в теории /С-пространств понятие разложения /С-про-
странства по его компонентам. Теория таких разложений тесно связана

со свойствами дизъюнктных элементов и их соединений, изученными
в предыдущей главе, и требует введения понятия подпространства и

его специальных случаев: правильного и нормального подпространства.

§ 1. Различные виды подпространств /(^-пространства

1.1. Определение подпространства. Пусть X— /^-пространство
и Е— некоторое множество его элементов. Будем говорить, что

алгебраические операции и полуупорядочение в Е индуцированы
пространством X, если они определены в Е так же, как и в X.

Точнее, если х,у£Е и X — вещественное число, то под суммой эле-

ментов х и у в Е будем понимать элемент х-^~у£ X и под произве-
дением числа X на элемент х в Е— элемент \х £ X (элементы х-\-у
и Хд; могут и не принадлежать Е). Соотношение х<у по опреде-

лению имеет место в £ в том и только в том случае, когда оно

имеет место в X.

Во всём дальнейшем изложении, при рассмотрении какого-либо
множества Е с: X, будем предполагать, что алгебраические операции
и полуупорядочение в Е индуцированы пространством X.

Существенно заметить, что грани множества М cz E, взятые

в Е, если последнее рассматривать, как частично упорядоченное
множество, могут не совпадать с гранями М в Х\ поэтому введём
обозначения: sup^Af и ЫЕМ, смысл которых ясен (когда речь

будет итти о точных гранях М в X, будем писать просто sup Л*
и ЫЖ),

1.11. Так как множество границ для Л/, принадлежащих Е,
составляет подмножество множества всех границ для М в Л", то

справедливы соотношения

>supAf и МЕМ
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Более того, множество, ограниченное в X, может оказаться неогра-
ниченным в Е.

1.12. Определение. Множество Хх элементов /("-простран-
ства X называется подпространством пространства X, если Х1У
в силу индуцированных в нём алгебраических операций и полуупоря-
дочения, само представляет собой АГ-пространство.

Иными словами, Хх есть подпространство пространства X, если:

1) Хг—линейное подмножество из X; это означает, что из

х,у £Хг следует х-\-у £Хгк ax£Xt (а—любое вещественное число).
2) Для всякого х£Х, найдётся y£Xv удовлетворяющий усло-

виям: у^-0 и у^х.
3) Для всякого множества Е с: Xv ограниченного сверху в Хг

(ограниченного элементом из Хг)> существует верхняя грань в Хх
(которш может и не совпасть с верхней гранью для Е в X).

Действительно, Хг в силу 1) есть линейное множество. Аксиомы I,
II и IV /С-пространства имеют место в Xv так как Xt — подмно-

жество из X. Аксиома III следует из 2) и, наконец, аксиома

V —из 3).
Из 1.11 непосредственно вытекают следующие утверждения:
1.13. а) Если Хх—подпространство пространства АГ и х£Хи то

(символ лг+ означает положительную часть элемента х, вычисленную
в Хг; аналогичный смысл имеют и другие обозначения):

Ь) Если хп -> О монотонно в X, хп£Хи то хп-+О монотонно

и в Xt.
1.2. Правильные и нормальные подпространства. Среди под-

пространств /С-пространства наибольшее значение имеют правильные
и нормальные подпространства.

1.21. Определение. Подпространство Xtcz X называется

правильным (правильно содержится в X), если для любого мно-

жества Е с Xv ограниченного сверху в X, supE£Xv
Отсюда следует, что supXi£ = sup£. Действительно, supE^A^

и является верхней границей Е в Xv следовательно, supf^-sup^ E.

Вместе с тем, в силу 1.11, supf^sup^Z?, так что supx E = supE.
Справедливо и двойственное соотношение: если Хх — правильное

подпространство пространства X ц Е— ограниченное снизу в X
множество элементов из Xv то infr £ = inf E.

1.22. Пусть Хх— правильное подпространство пространства Х\
тогда:

а). Каков бы ни был элемент x£Xv x+9x_ и \х\9 вычисленные

в Хи совпадают соответственно с л+, х„ и \х\, вычисленными в X.

Ь) Если х, y£Xif то соотношения хйувХгих6увХ равно-
сильны.
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c) Если хп £ Хх и хп -> х в X, то х £ Хх и хп -> х в ЛТГ
d) Если хп -> л: в Л^, то л:м -> л: и в X

e) Если •xr^A'j и л: ==SAre, то Ar£A\.
Таким образом, если хп£Хх и лг^Л^, to соотношения хп-+х

в Л\ и хп-+х в «Y равносильны.

Справедливость утверждений а) — е) следует из того, что точ-

ные грани всякого множества Е с ЛГ, в А'и ^ совпадают.

1.23. Пример правильного подпространства. Пусть
S—/С-пространство измеримых функций, заданных в промежутке

[О, 1J C.1 гл. I). Через S,. обозначим совокупность функций x(t),
принимающих постоянные (с точностью до множества меры нуль)
значения на каждом промежутке I

-згу»
— I (л■=■ 1»2, .. .)• Нетрудно

проверить, что Sx— правильное подпространство пространства S и

притом изоморфное s C.3 гл. I).
1.24. Введём теперь понятие нормального подпространства.
Определение. Подпространство Хх с X называется нормаль-

ным (нормально содержится в X), если из х£Хх, у £ЛТ, |.у|<!|#!
следует у £XV

Это условие будем называть условием нормальности.
Отметим следующие простые предложения, дающие возможность

установить, что некоторое множество элементов /С-пространства X
является его нормальным подпространством.

1.26. Линейное подмножество Хг а X, нормально содержащееся
в X, представлает собой нормальное подпространство простран-
ства X.

Доказательство. Пусть х£Хг1 так как |^|^|х|, аг+<1|а:|
и JCe<!|jc|, то, по условию нормальности, \х\> х+ и х„ принад-
лежат Хх. Пусть теперь множество Е а Хх ограничено сверху эле-

ментом хо£Хг. Покажем, что элемент A;* = sup£ принадлежит Хх.
Действительно, для любого элемента х £ Е имеем х <; л:* *< х0.
Отсюда (см. 1.52 i) гл. 1)

\x*\<\x\V\xQ\<\x\ + \x0\,
и так как по линейности множества Хх элемент | .хг | —J— |л;0| при-
надлежит Xv то и х*£Х19 т. е. Хх — подпространство простран-
ства X. Вместе с тем Хх удовлетворяет, по предположению, усло-
вию нормальности, так что Хх— нормальное подпространство про-

странства X.

1.26. Пусть Е—множество положительных элементов из X,
удовлетворяющее условиям:

1) если х, у£Е, то х-\-у£Е;
2) если х£Е и <х>0, то ал ££;
3) если х £ F, О < у < х, то у £ Е.
Тогда совокупность Хх элементов из ЛГ таких, что (^j^f, обра-

зует нормальное подпространство пространства X.
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Действительно, из указанных условий легко следует, что Хх— ли-

нейное подмножество множества X и в силу 3) удовлетворяет усло-
вию нормальности.

1.27. Замечание. При доказательстве предложения 1.25 уста-

новлено попутно следующее предложение.
Если Хх— нормальное подпространство пространства X и Е—

ограниченное в Хг множество его элементов, то точные грани Е в

Хг совпадают с точными гранями Е в X.

В частности:

a) Если х£Хи то jc+, х_ и \х\в Хх равны соответственно

х+> л_ и |л*| в X.

b) Если х, y£Xiy то соотношения х dy в ЛГг и х d у в Л'равно-
сильны.

c) Если хп-> х в Хи то хп-> х в X.

d) Если xn£Xv х£Х, то для того чтобы х£Хх и хп-*х в Хх>
необходимо и достаточно, чтобы хп-+х в X и множество {л:п} было

ограничено в Хх.
1.28. Пример нормального подпространства. Пусть

5— К-пространство измеримых функций, заданных на множестве Т

(см. 3.1 гл. I). Через М обозначим совокупность почти всюду огра-
ниченных в Г измеримых функций x{t) (эквивалентные функции
отождествляются как и в S). М— линейное подмножество простран-

ства S и притом, очевидно, удовлетворяющее условию нормальности,

так что М — нормальное подпространство пространства S. Вместе
с тем М не является правильным подпространством пространства 5,
так как не всякое ограниченное в 5 множество элементов из Ж

будет ограниченным в М.
1.3. Компонента ЛГ-пространства. В теории разложения /С-про-

странств основное значение имеет понятие правильного и одновре-
менно нормального подпространства /С-пространства X. Такое под-

пространство будем называть компонентой пространства X.

Тривиальными примерами компонент /С-пространства X служат
само X и подпространство, состоящее только из нулевого элемента

пространства X.

Нижеследующие утверждения вытекают непосредственно из опре-
делений правильного и нормального подпространств и имеют место

для каждого из них в отдельности, а тем самым оказываются спра-
ведливыми и для компонент /С-пространства.

1.31. а) Если Хх — компонента пространства X, а Х%— компо-

нента пространства Xv то Х2— компонента пространства X.

b) Если Xt и Х2— компоненты пространства X и X%c:Xv то

Х2— компонента пространства Хх.
c) Пересечение любого множества компонент пространства X есть

компонента этого пространства.

1.32. Определение. Пусть Е— произвольное множество эле-

ментов /(-пространства X. Пересечение Хе всех компонент про-



§ 2J РАЗЛОЖЕНИЕ /(-ПРОСТРАНСТВА НА КОМПОНЕНТЫ 63

странства X, содержащих Е, называется подпространством про-
странства X, порождённым множеством Е.

Хе—минимальная компонента, содержащая Е. В частности, если Е
состоит из одного элемента х0, то Хе называется подпространством,

порождённым элементом хо> и обозначается Хщ.
Определение. Пусть Е— произвольное множество элементов

/(-пространства X. Множество Хе всех элементов х£Х, дизъюнкт-

ных к Е, называется дизъюнктным дополнением множества Е.

1.33. Дизъюнктное дополнение Хе всякого множества ЕаХ есть

компонента пространства X.

Доказательство. Из 1.66 и 1.63с) гл. I следует, что

Хе— линейное подмножество пространства X. Если х£Хе, у£Х и

\у\"С\х\, т0 *d£ и подавно у d £, следовательно, у £ Хе, так что

Хе удовлетворяет условию нормальности. Тогда по 1.25 Хе—нор-
мальное подпространство пространства X.

Пусть множество MczXe ограничено сверху в X. Так как MdE>
то по 1.65 гл. I snpMdE и, таким образом, sup M£X'E; это озна-

чает, что Хе— правильное подпространство пространства X. Пред-
ложение полностью доказано.

1.34. Если fijcAT, E2aX и ЕхйЕ2, то XEldXFt.
Доказательство. По определению, XFi состоит из всех эле-

ментов пространства Х9 дизъюнктных к Е2У и так как Ех d £2, то

X'e^Ev По доказанному A.33), ХЕ, — компонента пространства X,

притом содержащая множество Еи так что Х*Е содержит ХЕ —

компоненту, порождаемую множеством Ev Но Х'Е d £ ; следова-

тельно, тем более Хе1 d E2. Заменяя Е2 на Хех и Ег на Я2, из

последнего соотношения найдем, что XEidXEr
Следствие 1. ХЕ дизъюнктно к ХЕ— дизъюнктному дополне-

нию множества Е.

Действительно, Е d ЛТ#, а тогда и Хе d Хе.
Следствие 2. Пусть xdy; тогда XxdXy.

§ 2. Разложение ЛГ-пространства на компоненты

Система попарно дизъюнктных компонент АГ-пространства при неко-

торых условиях образует его «разложение». При этом всякий элемент

пространства может быть представлен единственным образом в виде

соединения своих «проекций» на соответствующие компоненты.

2.1. Проектирование на компоненту.

Определение. Пусть X—/С-пространство и Хо — его компо-

нента. Для каждого х^О, х£Х определим элемент Ргхлг, полагая

Ртхх= sup {у}, A)
0

£Х 0<
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где верхняя грань определяется для множества всех у, удовлетво-

ряющих указанным условиям. В случае произвольного х £ X полагаем

рЧх==Ргх,*+-Ргх„*-- B)

Элемент Ргха: называется проекцией элемента х на компоненту XQ.
Замечание. Так как Хо— правильное подпространство про-

странства Ху то РгХо*£^о ПРИ всяком х£Х (см. 1.21).
В дальнейшем, когда это не может привести к недоразумениям,

мы будем вместо РгХо* писать просто Ргл:.

2.11. а) Если *>О, то 0<Рглг<л\
b) Pr(— л:) = — Рг*.

Следует непосредственно из определения проекции (см. формулы
A) и B)).

2.12. а) |Рг*|<|*|.
Ь) Если xdy, то Ргл: d Рту (иными словами, операция проектиро-

вания дизъюнктна).
Действительно:
a) |Ргл:| = | Рг лг+ — Ргл:_|<Ргл-+ -}-Ргл:_<л:+ -\-х^ = \х\

(см. 2.11а), а также 1.52d) гл. I).
b) Так как |л:|d|.у|9 а|Ргл:|<|л:| и|Рг.у|<|;/|, то PtxdPty.
2.13. а) х£Х0 равносильно Ргл: = л:.

Ь) Соотношения xdX0 и Ргл: = © равносильны.
Доказательство, а) Пусть л:£ЛГ0, л:>-0; тогда, очевидно,

Ргл: = л:. Если же л: = л:+— л:_—любой элемент из Хо, то

л:+, х„ £Х0 и Рглг+ — л:+, Рг„г_ = лг_ (так как х+у х_ ^-0). Отсюда

Рг х = Рг х+
— Рг *_ = х+

— х„ = х.

Обратно, если л* = Рг х, то х £Х0> так как Ргл: £Хо для любого х

по сделанному выше замечанию.

Ь) Пусть х d XQ; тогда лг+ и х_ дизъюнктны к Хо. Если О ^.у ^ л:+,
то ydX0 ив силу определения проекции, Ргл:+=О. Аналогично

Ргл:_ = О и, таким образом, Ргл: = О.

Пусть, обратно, Рг х = Рг х+
— Рг х_ = О. Тогда Рг х^ = Рг х_ =

= 0 (см. 2.12Ь)). Покажем, что х+, х_&Х0. Допустим, что, напри-

мер, л:+ не дизъюнктен к Хо. Тогда существует хо£Хо такой, что

^у = л:+Д |л:0| > О. Но при этом благодаря нормальности про-
странства XQy у£Х0 и по формуле A) мы получим Ргл:+>0, во-

преки установленному выше. Итак, x+dX0 и аналогично л:_^ЛТ0.
А тогда и л: = л:+—*_ дизъюнктен к Хо (см. 1.63с) и 1.66 гл. 1).

2.14. а) Операция проектирования аддитивна, т. е. для любых

двух элементов х, у
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•

Ь) Операция проектирования однородна, т. е. для всякого х£Х
и любого вещественного числа а

Рг (ал:) = а Рг л:.

Доказательство, а) Пусть сначала лг^-О, у^-О. Если
г £XQ, О О<лг+^у» то найдутся элементы хх и уг такие, что

О <*!<*, O^j/j^j; и z = x1-\-y1 (см. 1.42 гл. I). В таком

случае, xt€XQ, yt^X0 и

* = л^ 4\У 1 < Рг а: + Рг.У-

Переходя к верхней грани по всем г£Х0, удовлетворяющим
условию 0<г<лг+у, получим:

Далее, так как Рг х £ Хо> Рту£Х0 и Ргл:<; a:, Prj/^^у, то Ргл:-)-
4-Pr^y^^0, Ргаг-^Рг^^^Н-^ и> п0 определению проекции,

Рг (х +У)> Рг х + Рг.У.

Сопоставление полученных неравенств доказывает предложение а) для

случая положительных слагаемых.

Пусть теперь z~x—у, где х, у^О. Тогда (см. 1.5 гл. I)
лг>-г+, т. е. лг = <г'+4-«, где и^О; отсюда у = г_ + м (так как

z = z±—г_). По доказанному для положительных элементов имеем:

Рг х— Pry = (Ргг+ + Рг и) — (Ргг_ -f Рг я) = Рг г+ —Ргг.
= Рг z

(последнее— по определению проекции).
Пусть, наконец, х и у

— произвольные элементы пространства X.

Имеем:

= Рг дг+ -f Р*У+ — Рг х_ — Рг^_ = Рг х -}- Рг.у.

Ь) Пусть д:>>0 и а>0; тогда, по определению проекции,

Pr(ajc)=s sup Ы= sup la —i = asup^ = aPr x

Если а<0, л:>0, то Рг(ах)== — Рг(— ах) =—(— а)Ргл-==
= а Рг л'.

Если а = 0, доказываемое соотношение очевидно.

В случае, когда и х и a— произвольные, то, по аддитивности

операции проектирования и 2.11Ь),

Рг(осх) = Рг (ах+ — a*J = Рг(ал;+) — Рг(алг^) =

= а Рг л:+
— а Рг лг_ = а Рг лг.
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2.16. Пусть Хо— компонента Ху а Л^-~ компонента А"о. Тогда

для любого х £ X

Ргг[Рггх] = Рггд;.

Доказательство. Достаточно привести доказательство для

*;>©. Так как в этом случае Ргхо*<#, то из определения про-

екции ясно, что

Обратно, если у£Хг и у*Сх, то у^Рт^х и ,У <PrXi (РгХол;), а

тогда Ргх х ^ Ртх (Ртх л). Сопоставлением полученных неравенств

утверждение 2.15. доказано.

2.2. Разложение /^-пространства по его компонентам. В насто-

ящем пункте и в дальнейшем нам понадобится следующее опреде-
ление.

2.21. Определение. Множество ЕаХ полно в X, если со-

отношение хАЕ (х£Х) влечёт за собой х—О. Система множеств

£«(<*€ Л) полна в X, если полна в Л' их теоретико-множествен-
ная сумма. В частности, множества Еа могут быть и подпростран-
ствами пространства X.

Теперь дадим основное определение:

2.22. Определение. Разложением АГ-пространства X назы-

вается всякая система {Ха}(а£А) его компонент (т. е. правильных
и нормальных подпространств), удовлетворяющая следующим усло-
виям :

1) компоненты Х« попарно дизъюнктны: ХЛ/ А ХЛ"(ос'фа").
2) система {Ха} полна в X.
2.23. Каково бы ни было множество ЕаХ, компоненты Хе и

Хе образуют разложение пространства X.

Действительно, компоненты Хе и Хе дизъюнктны (см. 1.33 и

1.34, следствие 1). Если хАХе и хАХе, то из первого соотно-

шения следует х £ Хе, а тогда из второго следует xdx, откуда

л:=О. Таким образом, система [ХЕ> ХЕ] полна в пространстве X

и образует его разложение.
2.24. Теорема о разложении. Если система компонент

[X^ioL^A) образует разложение К-пространства Х> то всякий

элемент х £ X представляется в виде

Xz=zQ х гле х —Рг у

а Ку)

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда

Следует показать, что

A: = S«^«eBSSUpA:flt, где ха = Рх х.
ос Л<х



§ 2J РАЗЛОЖЕНИЕ /С-ПРОСТРАНСТВА НА КОМПОНЕНТЫ 67

Положим у = S«*a- Так как ПРИ всяком a £ А О < ха < л:, i о

у = sup л;в <; х. Допустим, что у<х. Тогда х=у -j- г, причём г> О
В силу полноты системы компонент {<Ye}, г не может быть дизъюн-
ктен всем Ха, а тогда по 2.13 Ь) среди проекций za=*Prx z^O
найдётся по крайней мере одна, отличная от нуля. Пусть гл >©.

Из *ао<у и *«0О следует xaQ+za^x. Но х^+г^Х^ по-

этому, по определению проекции, ха^%-x9q -(- z9q> откуда zaQ^.O, и

мы пришли к противоречию. Итак,

Х == Sa -^a*

Пусть теперь л: — произвольный элемент из X Тогда, по свойствам

соединений (см. 1.7 гл. I)

2.26. Теорема о единственности представления.

Пусть Хл (а £ А)—система попарно дизъюнктных компонент К-про-
странства X и

* = $**« (*«€*«) W
— представление элемента х£Х в виде соединения элементов

из Ха. Тогда

х* = Ртха х> E)

т. е. представление D) единственно **).
Доказательство. Пользуясь ассоциативностью соединении

A.72 гл. I), представим х в виде

гДе У= S ^.

Из замечания к 1.72 гл. I следует, что у дизъюнктен любому эле-

менту из Ха, а значит, и самому Ха. А тогда в силу аддитивности

операции проектирования и 2.13 а) — Ь)

ч. и тр. д.
В частности, представление D), имеющее место для всякого х £ X

в случае, когда система {Ха} полна в X, также единственно. Таким

образом, разложение пространства определяет, и притом единствен-

ным образом, разложение его элементов.

*) х* и лг~ — проекции элементов х+ и^ на Хл.

*•) Заметим, что система {X*} не предполагается, вообще говоря, пол*

ной в X.
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2.26. Пусть Х1— компонента /^-пространства X и {Ха}—система
компонент пространства А', (и вместе с тем пространства X); тогда:

а) Если всякий элемент х£Хх может быть представлен в виде

то система {Х^} полна в Xv
b) Если система {Х«} полна в Xv то Хх—наименьшая компо-

нента пространства X, содержащая все Ха.
Справедливость утверждений а) и Ь) легко следует из определе-

ния полноты систем компонент в /f-пространстве.
2.3, Некоторые свойства разложений.
2.31. Если {Х«} — система попарно дизъюнктных компонент /С-про-

странства X и X — компонента пространства X, порождаемая мно-

жеством Е= [}Х^ то система {Ха} образует разложение /С-простран-
а

ства Хг.

Доказательство. Так как Хл и X' — компоненты простран-

ства А" и А^сгАГ', то Ха — компоненты пространства X' A.31Ь)). Хл
попарно дизъюнктны и в Х\ Наконец, система {Ха} полна в Х\

Действшельно, если элемент х£Хг дизъюнктен всем ХЛУ то он

дизъюнктен и компоненте, порождённой множеством Е9 т. е. ком-

поненте Х'\ в таком случае, xd x и х = О.

2.32. Если система компонент {Хл} АГ-пространства Сполна в X\\Xf—

компонента пространства AT, то с.'стема {Ха(]Х'} полна в Хг. В част-

ности, если Х% попарно дизъюнктны, то система [Х^^Х] образует
разложение пространства Х\

Доказательство. Пересечение Ха[\Х' есть, очевидно, ком-

понента пространства АГ\ Пусть теперь х£Х' дизъюнктен всем

Хл П X'. Если х zh О, то найдётся а = а0 такое, что

При этом у£Хч% а так как ^<|*|, то вместе с тем у£Х\ так

что у£ХаоОХ'. Но в таком случае элемент х не дизъюнктен

к XaQ П X' вопреки предположению. Таким образом, х = О и система

компонент [ХЛ[\Х'} полна в Аг/.

Вторая часть утве ждения слелует из самого определения разло-
жения пространства по комп нентам.

2А Соединение /^-пространств. Операция разложения /С-про-
странства по компонентам допускает обращение в том смысле, что,

отправляясь or некоторой заданной системы /^-пространств Ха, можно

определить новое /("-пространство X—ик „соединение*—так, чтобы
X разлагалось на компоненты, изоморфные Ха. Существенно заметить

что „соединение" заданной системы /С-простран:тв можно определить
различными способами, но наиболее важным является „полное" со-

единение /С-прострачств.
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2.41. Определение. Пусть {Ха} (а пробегает заданное мно-

жество А индексов) — произвольная система /С-пространств. Рассмот-

рим абстрактные функции х(а), определённые на множество А, зна-

чения которых принадлежат соответств} ющему пространству Ха:

x(ot)£Xrji. В множестве всех таких функций, которое мы обозначим

через X*, можно естественным образом определить алгебраические
операции и полуупорядочение, а именно:

1) Если х, у £Х*, х = х(а), у=у(а), полагаем (х-{- y)(ot) =
{()

2) Если I— вещественное число, то полагаем ()чл;)(а)
3) Соотношение л:>© означает, что д:(а)^>0 при всех

()#
Отсюда легко следует, что верхняя грань множества £ = {л^} с:X*

вычисляется „покоординатно", т. е.

pe)() p5()

Далее, \х\9 х+ и х_ для абстрактной функции х (а) вычисляются

по следующим формулам:

|*|(a) = |x(a)|, х+(а)=[*(а)] + | х_ (а) = [*(а)]_.

Ясно, что X* представляет собой /С-пространство. Назовём его

полным соединением /С-пространств ХЛ, а эти последние— его соста-

вляющими; в обозначении:

Элементы пространства X* будем иначе обозначать S^a [лга=д;Га)]
и называть их соединениями элементов хЛ. Хотя здесь термин «со-

единение» и не совпадает по смыслу с тем, который уже был введён
в гл. I, но это не приведёт нас к недоразумениям. В обозначениях

же мы устанавливаем различие: S и S*
2.42. Пусть X* — полное соединение /("-пространств Х% (а£А).

Через Хн обозначим совокупность всех соединений $*э (|3 ^ А), удо-

влетворяющих условию: jc?
== О при Э Ф а- Нетрудно видеть, что х[—

компонента пространства ЛТ*, изоморфная Х%.
Наряду с полным соединением пространств целесообразно рас-

сматривать и другие виды соединений.

2.43. Определение. Пусть X* — полное соединение /(-про-
странств Ха (а £ А). Всякое его нормальное подпространство X, содер-

жащее все компоненты ХЛ (см. 2.42), называется соединением про-
странств Ха и обозначается

Как и в случае полного соединения пространств совокупность X?

образует компоненту пространства X, изоморфную Xrj. Нсолпозня.ч-
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ность определения соединения АГ-пространств оправдывается следую-
щими двумя предложениями.

2.44. Первая теорема о соединении/С-пространств.
Если х— соединение К-пространств Ха(а£А.)у то система его

компонент х[(а£ А), изоморфных соответствующим Х„ образует
разложение пространства X.

Доказательство. Компоненты Ж' и Х^ (а фа ) дизъюнктны.

Действительно, если х'^Х', х* £Ха», x' = S*?> *" = S*P» T0

|х'|Л|*"|—•> так как_АГр
= О при р=£а', a *£ = © при Р^=а".

Если х£Х, хфО, * = S*a> то х«оФ® при некотором а = а0 и

не дизъюнктен компоненте Х[й. Отсюда следует полнота системы

в X. В таком случае система {^} образует разложение пространства X,
ч. и тр. д.

2.45. Вторая теорема о соединении К- пространств.
Если система компонент {Ха}(<х£А) образует разложение К-про-

странства X, то X изоморфно некоторому соединению про-

странств Хл. Точнее, если X* —полное соединение пространств Ха,
то X изоморфно его нормальному подпространству X', элемен-

тами которого служат все соединения х = S*a, удовлетворяющие
следующему условию: для каждого х совокупность значений хл,
рассматриваемых как элементы пространства X, ограничена в X.

Доказательство. В силу теорем о разложении B.24) и един-

ственности представления B.25), всякий элемент х £X допускает
единственное представление вида

Отнесём ему соединение §*« (* € А)- Совокупность всех таких соеди-

нений обозначим через Хг. Очевидно, Х'сХ*.

1) Покажем, прежде всего, что ХТ— подпространство простран-
ства Х*\ изоморфное X.

Пусть х и у—элементы пространства Ху л = S*a, y — Sy*-
Если хфу, jo по_крайней мере для одного a = a0, хчфуЛл и, сле-

довательно, S^a^&Va- Таким образом, различным элементам из X

отвечают различные элементы из X'.
По теореме о разложении и принимая во внимание аддитивность

операции проектирования B.14а)), имеем:

отсюда следует, что элементу х-]-у соответствует соединение
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Если ое — вещественное число, то аналогично, имея в виду одно-

родность операции проектирования B.14Ь)), находим^ что \х***

и потому элементу \х отвечает соединение S^V^S**-
a

Очевидно, наконец, что элемент х и соответствующее ему со-

единение S*a одновременно положительны или неположительны. Из

всего этого следует, что соответствие х -> S*« взаимно однозначно и

сохраняет линейные соотношения и полуупорядочение. Таким образом,
Хг есть Af-пространство, изоморфное X.

2) Покажем теперь, что X' нормально содержится в ЛТ*, а затем,
что X' = $Ха (т- е- что X' есть соединение /^-пространств Ха).

Пусть | S*a | < | &Уа |> Эл € X'% ~$хл G ^::- В_силу установленного
выше изоморфизма между X' и X соединению $ул отвечает элемент

у£Х, а именно, у = $у„ соединению \§у^ \ — элемент ^(«Sl^al
A.73d) гл. I), ул£Ха\ значит, так как |S*«i<fSAl> то S|*J =
= sup | ха |< -f- со, следовательно, X содержит элемент 1^1 = 81^1»
и вместе с тем элемент x = $Xz. В таком случае $ха£Х' к X' —

нормальное подпространство пространства X*.

Заметим теперь, что все соединения S*p(? £A)> где ^ = 0

при р ф а, очевидно, принадлежат X', так что X' действительно есть

соединение пространств Ха.

3) Покажем, наконец, что Хг состоит из тех и только тех со-

единений S*a, для которых хи в совокупности ограничены в X. Дей-

ствительно, если х£Ху x = SXa(x<x £^«)> т0 множество {хл} (
ограничено в X. Обратно, если SaG^* и совокупность {уа} (уа
си £ А) ограничена в X, то в X существует элемент у

— Sy*> откуда

и следует, что 8л€^« Теорема полностью доказана.

Замечание. Принимая во внимание доказанную теорему, усло-
вимся писать A*=S^« и в том случае, когда Ха суть компоненты

a

АГ-пространства X, образующие его разложение.
2.46. Пусть X=SXa. В силу первой теоремы о соединениях

существует система {Х'а} компонент пространства X, изоморфных соот-

ветствующим Хл, образующая его разложение. Поэтому можно гово-

рить о проектировании X в Х«. Принимая во внимание, что Х[ изо-

морфно Ха, удобно определить понятие проекции элемента х£Х на

составляющее пространство Хи: Ртх х. Именно, будем понимать под

Э1им тот элемент пространства Хл, который отвечает элементу

Py^X при установленном изоморфизме между X* и х'% (см. 2.42).



ГЛАВА III

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ

^-ПРОСТРАНСТВА

Основным результатом этой главы является теорема о том, что

каждый элемент /(-пространства может быть получен с помощью

некоторого процесса интегрального типа из некоторых, заранее выде-
ленных элементов того же /(-пространства. Предварительно нам при-
дётся изучить ряд важных понятий, представляющих большой само-

стоятельный интерес.

§ 1. Алгебры Буля

В различных вопросах математики в последнее время всё чаще

и чаще используется понятие алгебры Буля, т. е. полуупорядоченного
множества, удовлетворяющего некоторым дополнительным условиям.
Типичным примером алгебры Буля является алгебра множеств. В на-

стоящей и следующей главах мы покажем, что алгебры Буля самым

тесным образом связаны с /(-пространствами.
1.1. Определение и основные свойства.

Определение. Алгеброй Буля называется структура (см. опре-
деление 2 в п. 1.81 гл. I) (S= {e}> удовлетворяющая следующим трём
дополнительным условиям:

I. В ® существуют наименьший элемент, обозначаемый О (нуль),
и наибольший — 1 (единица), т. е. О ^ е ^ 1 для любого е £ d.

II. Закон дистрибутивности:

е V (*i Л е2) = (е V ег) Л (е V е2) *).
III. Для всякого #£(§ существует такой элемент <?££(£, что

e\J Се = ±у е/\Се = О. Этот элемент Се называется дополнением
элемента е. t

Из определения сразу следует, что С (Се) = е.

Отметим, что уже из определения частично упорядоченного мно-

жества вытекает, что если е^е2 и с2>^, то е1 = е%.

*) Знаки \/ и /\ употребляю!ся в юм же смысле, что и в /С-простран-
сгвах.
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1.11. Докажем двойственный закон дистрибутивности:
е Л (*i V *«) = (е А ех) V (е А е2).

Доказательство. Преобразуем правую часть равенства с по-

мощью основного закона дистрибутивности, рассматривая сначала

е А е\ как один элемент:

(е А ех) V (е А е2) = К* А ех) V е) А № А ех) V е2] =

= * А 1(е V е2) А (ех V е2)] = е А (ех V е2),
ч. и тр. д.

Легко видеть, что из второй формы дистрибутивного закона сле-

дует первая, т. е. обе формы дистрибутивного закона равносильны.
Установим некоторые свойства дополнения. Сохраняя терминоло-

гию К-пространств, мы называем два элемента ех и е2 алгебры Буля
дизъюнктными (и пишем: ех de2), если ег А £& = О.

1.12. а) Для каждого с £(£ дополнение Се единственно.

Ь) Для каждого е £ (£ дополнение Се есть наибольший элемент

алгебры, дизъюнктный с е\ последнее означает, что

1) ейСе,
2) если е'£(£ и e'de, то е'^Се.
Доказательство, а) Пусть е1=^Се, е2 = Се. С помощью

дистрибутивного закона имеем:

ег = ег V О = ех V (е А е2) = (е, V е) А (е, V е2) =

== 1 Л Oi V е%) = *i V ^2>

т. е. ^х>^2- Н° аналогично можно установить, что е2^еи откуда
i з

Ь) По определению, Cede. Пусть </£($ и e'de. Положим е" =
= е' V С^. Тогда по закону дистрибутивности ^d ^, так как е" Ае —
=» (<?' у Се) /\е= (е* А о) У {Се А *) — О- С другой стороны,

<? V <?" = е V (*' V С*) = (* V 00 V *' == * V *' == 1-

Благодаря уже доказанной в а) единственности дополнения

е" = Се, т. е. е'^Се.

1.13. а) Если tfjOg» то Се1'^ Се2.
b) Если сх <; ^2, то е2 == <?j V (C^ Л *<>)•
c) С{ех\/ед = Сех/\Се%.
Доказательство, а) Очевидно, Ce2dev а тогда по 1.12Ь)

Ce2^Cev
b) С помощью закона дистрибутивности получаем:

е2 = ^2 Л 1 == е2 А (ех V ^х) = ^ V (^2 Л C^j).

c) Положим е = ех У е2, е' -^Сс{ АСе2. Так как e'dev e'de2,
то по дистрибутивности е'6с\ т. с. но A.12b)) t?r < Сс.
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С другой стороны, по 1ЛЗа) Ce^Cev Се^Се% и, следова-

тельно, Се^е\ Сопоставлением обоих неравенств требуемое равен-
ство доказано.

1.2. Полные алгебры. Алгебра Буля называется полной, если

всякое множество её элементов имеет точные грани сверху и снизу,
т. е. если она полна как структура.

С помощью перехода к дополнениям легко показать, что если

всякое множество из алгебры Буля имеет верхнюю грань, то также

всякое множество имеет и нижнюю грань.

Простейшим примером полной алгебры Буля может служить мно-

жество всех подмножеств данного множества, если знак < понимать

как включение. Здесь верхняя грань любого множества подмножеств

совпадает с их теоретико-множественной суммой, а нижняя грань
—

с их пересечением.
Множество всех замкнутых подмножеств топологического про-

странства, например, некоторого сегмента прямой—тоже полная

алгебра Буля, но здесь верхняя грань реализуется не как теоретико-
множественная сумма, а как её замыкание. Нижняя грань попрежнему
совпадает с пересечением.

Другие примеры, более важные для теории ДГ-пространств, будут
рассмотрены ниже.

1.21. В полной алгебре Буля для любого множества ее элементов

Доказательство. Пусть £ = sup^, e/ = iniCei. Тогда по

1,13а) Се^Се$ при любом Е, следовательно, Се^е\ Обратно,
ег <; Се^ при любом &, следовательно, Се' > еь откуда Се' ^ е или

е'^Се. Сопоставляя, видим, что требуемое равенство доказано.
1.22. В полной алгебре Буля имеет место общий закон дистрибу-

тивности

е V inf ^ = inf (e V ft)

и двойственное к нему соотношение.

Доказательство. Обозначим левую часть равенства через е\
а правую— через е'\ Опираясь на дистрибутивный закон в перво-

начальной форме, имеем:

с" А Се < (е V <ч) Л О' = (* Л Се) V (^ Л Се) - ег Л Се < с^

Так как это верно при любом $£S, то с" /\Ce^\niet. Отсюда

е" = е* Л 1 = е" Л (е V Се) = (е"/\с) у (еп/\Се) < е V inf e% = е'.
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т. е. е" < е\ Обратное неравенство очевидно и, таким образом, равен-
ство с' = е" доказано.

ф Двойственный закон дистрибутивности легко выводится из дока-

занного переходом к дополнениям с помощью 1.21.

Читатель легко может убедиться в том, что в полной алгебре
Буля верен ассоциативный закон для каждой из граней.

Определение. Если {^} (£ £Е)—множество попарно дизъюнкт-
ных элементов алгебры (S, то sup ^ называется соединением мно-

жества элементов е$ и обозначается S е^

1.23. Пусть £ = Se^ —S^> т- е» е Двумя способами представлен

в виде соединения элементов алгебры. Тогда

е = S (А Л еп).
б. ч

Доказательство. Элементы e^/\eTi" попарно дизъюнктны.

Действительно, пусть, например, 5^=^. Тогда е. d^ , a

следовательно,

Теперь благодаря ассоциативности верхней грани и закону дистри-

бутивности

S (Ч Л е'г) = sup (^ Л ег) = sup sup (^ Л ет) =

= sup [с$ Л sup e-rj = sup ^ Л sup^ = е.

1.24 а). Пусть

« ?

Тогда

С = S ^.
а, ?

Обратно, пусть

тогда с = S^«-
а

Доказательство, а) Благодаря ассоциативности верхней грани
ясно, что e = supe^; попарная дизъюнктность элементов еаЧ очевидна.

Ь) Равенство c = sup^a также сразу следует из ассоциативности

верхней грани. Проверим попарную дизъюнктность элементов с.
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Повторяя в обрзтном порядке рассуждение из доказательства предло-

жения 1.23, имеем при афа':

еа Л са, = sup еа3 Л sup ee,
= sup (c,? Л вв,т) = О.

1.25 Множество попарно дизъюнктных элементов ^(&£Е) назы-

вается полным, если в (£ не существует отличного от нуля элемента,
дизъюнктного всем е$.

Если множество попарно дизъюнктных элементов е^ полно, то

Доказательство. Положим

е = S^ = sup ^, e' == Сс.

Но ^d^, а тем более e'de^ при всех Е. Следовательно, по предло-

жению, ег = О, т. е. с = 1.

Введём в полной алгебре Буля понятие предела для монотонной

последовательности, именно, будем писать:

еп / с, если еп+1^еп при любом п и £ =

еп \, et если cwfl-C^ при любом п и e =

1.26. Если е„ / ^ и ^ / с', то:

Ю (еп V О / (* V е');
Ь) (^ Л е'п) /(еЛ е).
Доказательство, а) Ясно, что еп\/ е'п образуют возрастаю-

щую последовательность. Кроме того, если п>т> то enVe'm-KenVe'n*
а тогда, благодаря ассоциативности верхней грани,

sup (еп V е'п) = sup (еп V e'J == е V *'•

Ь) Доказывается аналогично, лишь приходится дополнительно

использовать дистрибутивный закон. Предоставляем читателю провести

это рассуждение.
Условимся рассматривать некоторые основные операции в алгебре

Буля как арифметические действия. Именно, для конечного или счёт-

ного множества попарно дизъюнктных элементов еп положим

Если е%^еи то полагаем

�) Если алгебра {* — не полная, то сумма имеет смысл только для

конечного множества.
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(см. 1.1 ЗЬ)). В частности, для любого е, 1 — е = Се. Наконец, для
любых ег и е2 полагаем

*!*« = *! Л *а.

Ясно, что сложение и умножение коммутативны и ассоциативны.

Дистрибутивный закон алгебры Буля обеспечивает дистрибутивность
сложения и умножения, т. е.

Имеют место обычные формулы

('з— е\) + ei = ея> (е2 — ei) + (ei — *о) = to— е0.

В дзльнейшем нам будет удобно использовать этот арифметический
аппарат.

Установим еще один результат, используемый в дальнейшем.
1.27. Пусть еп (—оо<#<оо) *) образуют монотонную последо-

вательность, причём

еп / 1 при п / -j-co, еп \ О при п \ — со.

Тогда

S \еп еп-\) === !-•
п

Доказательство. Попарная дизъюнктность разностей еп—еп _ t

очевидна, так как при п<т

Имеем с помощью 1.21 и 1.26Ь):
U=NU Л/а

ЛГ41

Отсюда сразу следует доказываемое равенство.

1.3. Полное соединение булевских алгебр. Введём для булевских
алгебр понятие, аналогичное полному соединению /(-пространств, рассмотрен-
ному в предыдущей главе

Пусть (£а (а £ А) — семейство полных булевских алгебр. Нуль и единицу
алгебры @7 будем обозначать Оа и 1а (соответственно). Рассмотрим всевоз-
можные наборы элементов еа€@а, по одному из каждого (£а. Будем называть

их соединениями элементов е* и обозначать е = §£а. Множество всех таких

а

соединений обозначим через E.
_

Равенство элементов в (В определим естественным образом: S^a = S^,
если е = е при ссех а.

*) п принимает только целые значения.
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Введём упорядочение в Or, полагая е<^е
^
где е = S^, е' = S^, если

£в< *?а при всех а£Л и <?а<^ хоть при одном а. Легко видеть, что соот-

ношение порядка в (£ удовлетворяет всем требованиям, налагаемым на него

в полной структуре; точные грани любого множества элементов е* = S?l
определяются, очевидно, по формулам:

Также легко проверяется, что G£ удовлетворяет всем требованиям, накла-

дываемым на булевскую алгебру. Действительно, единицей и нулём в (S будут

дополнение для е = S*a определяется по формуле Се = S(Cea). Проверим
дистрибутивный_закон.

Пусть е = Se,> е = S*C ^" = S^^J тогда

е \/ (*' Л ^') = S К V (^ Л О) = S [(^«V^) Л (^V^«)J - (ЛЛЛ Л (^ V^").
Итак, G— полная булевская алгебра. Построенная таким образом

алгебра К* называется полным соединением алгебр C?tf, и эго обозначается
так:

Замечание. Легко видеть, что если не все булевские алгебры (£а —

полные, то B — тоже булевская алгебра, но неполная.

§ 2. Проекторы

2.1. Булевская алгебра компонент. Остановимся подробнее на

одном важном примере алгебры Буля. В предыдущей главе A.3 гл. И)
введено понятие компоненты /^пространства. Введём частичное упо-

рядочение в множестве #={К} всех компонент данного ЛГ-про-
странства X. Именно, будем понимать знак < как включение; точ-

нее Yx < К2 означает, что YxaY2> но при этом У1фУ2 в теоре-
тико-множественном смысле. Тогда имеет место следующая теорема.

2.11. Теорема. Множество Н всех компонент К-простран-
ства есть полная алгебра Буля.

Доказательство. То, что И частично упорядочено,
— оче-

видно. Далее нижняя грань любого множества компонент есть его

пересечение, которое также является компонентой A.31с) гл. II).
Верхней гранью будет служить наименьшая компонента, содержащая
все данные; такая наименьшая компонента всегда существует A.32 гл. II).
Таким образом, множество Н всех компонент— полная структура.

Остаётся проверить выполнение трёх условий из определения алгебры
Буля.

I. Очевидно: 1 — всё пространство X, О — «нулевая» компонента,
т. е. состоящая из одного нулевого элемента пространства X.
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П. Дистрибутивный закон. Нам удобнее доказать его в дуаль-

ной форме:

Доказательство. Очевидно,

и, значит,

(Y AYJV {Y AYJczY A(YiV Y*)- A)

С другой стороны, так как по 2.31 гл. II система из двух ком-

понент Yx и К2 полна в К, V ^я» т0 п0 2-^2 гл. II система из

Y f\Yx и Y f\Y2 полна в У /\ (Yx V К2), т. е. эта последняя ком-

понента— наименьшая, содержащая Y/\YX и К Л Ка. Тогда в A)
имеет место знак равенства.

III. Дополнением любой компоненты Y служит её дизъюнктное

дополнение Ху, которое также является компонентой (по 1.33 гл. II).
В самом деле, по 2.23 гл. II Y и Ху образуют разложение Х9 а это

означает (см. 2.2бЬ) гл. II), что X—наименьшая компонента, содер-

жащая Y и Х'у9 т. е. Х=У\/ Ху.
Теорема полностью доказана.

Замечание. Из того, что дизъюнктное дополнение компоненты

совпадает с её дополнением как элемента алгебры Буля следует,
что компонента, порождённая каким-нибудь множеством ЕаХ, пред-
ставляет дизъюнктное дополнение дизъюнктного дополнения множе-

ства Е.

Действительно, дизъюнктное дополнение ХЕ множества Е есть

компонента пространства X A.33 гл. II). Её дизъюнктное дополне-

ние СХе есть компонента, содержащая Е. Следовательно, EczXecz СХе-
Но тогда для дизъюнктных дополнений этих множеств имеем

обратное включение или неравенство в том смысле, как это было

определено в булевской алгебре компонент: Х'е^СХе^-Хе, т. е.

= Хе или

Конечно, доказанное сейчас предложение может быть установлено
и прямым путём, без ссылки на теорему о булевской алгебре ком-

понент. Предоставляем читателю провести такое рассуждение.

2.12. Отметим ещё очевидный факт: если два К-пространства X
и Хх изоморфны между собой, то булевские алгебры их компонент

тоже изоморфны между собой.
Действительно, достаточно сопоставить между собой компоненты,

состоящие из тех элементов пространств X и Xv которые соответ-

ствуют друг другу при изоморфизме между X и Хх.
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2.2. Проекторы. Мы уже рассматривали выше операцию проек-

тирования (см. 2.1 гл. II). Теперь мы займёмся более детальным

изучением этого оператора.

Пусть Xi—некоторая компонента пространства X. Положим

Рх = PrXlx.

Тогда Р— оператор, переводящий X в Х{. Такой оператор будем
называть проектором, соответствующим компоненте Хх (или про-
ектором на Хг).

Легко видеть, что различным компонентам соответствуют различ-
ные проекторы.

Действительно, если ХгфХ2, то имеется, например, такой

элемент х£Хх (хфО), что xdX2. Тогда, если Рг и Р2— проек-
торы на Хг и Х2, то очевидно, Ргх=гх, /J2.v = O, т. е. Pt и Р2
не тождественны.

Так как множество всех проекторов находится во взаимно одно-
значном соответствии с множеством И компонент, то на проекторы
естественным образом переносится частичное упорядочение из И.

Именно, мы считаем РХ<Р2> если для соответствующих компонент

Хг<Х2\ Pi = P2> если ^i и ^2 тождественны, т. е. Хг = Х2*
А тогда множество проекторов превращается в полную алгебру
Буля и для проекторов имеют смысл все соотношения, определённые
в Я, например,

Прежде всего выясним свойства и смысл основных операций
булевской алгебры проекторов, непосредственно вытекающие из их

определений и ранее доказанных предложений. Здесь и ниже Р, Q, R
означают проекторы, а Хр, Х$, XR—соответствующие им компо-

ненты.

2.21. а) Рх = х эквивалентно х£Хру а Рлс = О эквивалентно

xdXp.

b) P=Q означает, что XP = XQ или также, что для любого

х ^ X (достаточно для х >• О) Рх = Qx.
c) P<Q означает, что XpaXQ, не совпадая с ним, или также,

что Px^Qx для любого *;>©, причём Рх< Qx для некоторого

л:>0.
d) Единица алгебры проекторов Р = 1 есть тождественный one*

ратор 1х = х, т. е. для него Х2 = Х.
Нулевой проектор О есть оператор, тождественно равный нулю:

0.v = O; ему соответствует нулевая компонента.

e) P = supPg означает, что Хр— компонента, порождённая

суммой \}Х\ P= infP? означает, что Хр= ()Xpi.
f) P d Q означает, что Рх d Qx при всех х£Х.
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&) P^Sfy означает, что компоненты А'р$ (так же, как опера-

торы Ре) попарно дизъюнктны, а Хр—компонента, порождённая их

суммой. Иначе это означает, что для любого элемента

h) Система операторов Ре называется полной, если не существует
проектора Р>0, дизъюнктного всем Р^. Полнота системы проекто-

ров Р^ равносильна полноте системы компонент X 5. Это в свою

очередь означает при дополнительном условии попарной дизъюнкт-
ности проекторов Р^ что для любого х £ X имеет место разложение

В частности, в случае конечного числа индексов £=1Э 2,...,//,

Х = РгХ + РъХ+...+РпХ.

i) Равенство Р = Q-{- /? (Qd R) означает, что при любом х£Х

т. е. булевскому сложению проекторов соответствует их сложение

как операторов.

к) /? = Р—Q (Q^CP) означает, что при любом

т. е. булевское вычитание соответствует операторному.
1) Дополнительный проектор Q

— CP = 1— Р может быть опре-
делён равенством

Qx = x— Рх.

Доказательство, а) — см. 2.13 гл. II.

b) P= Q по определению означает, что Хр — Х®, а тогда, оче-

видно, Px = Qx. Обратно, если Px = Qx для всех лг^ЛГ, то,

в частности, совпадают и множества тех х £ X, для которых Рх = х

и Qx = x. Но эти множества суть Хр и Х9 (по а)), т. е. P=Q.
c) P<Q эквивалентно ХраХЯ по изоморфизму (P<.Q означает,

что, кроме того, ХрфХ$). Если ХрсХ$, то, по определению про-

екции, для *;> О

Рх = Рг^рл: < Рг^дг
= Qx.

Обратно, если Px^Qx, для любого л:>0, то так как Qx<x,
из Рл:=5л: следует Qjc==a:. Таким образом, всякий положительный

элемент из Хр входит в Х9> а тогда ХраХ$.
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Если имеет место строгое неравенство P<Q, то дополнительно,

на основании Ь) должно быть хоть для одного х (а тогда и для

некоторого *>©) Рхф(±ху и обратно.
d) вытекает сразу из определения единицы и нуля в булевской

алгебре компонент.

e) следует из изоморфизма булевских алгебр проекторов и ком-

понент и из смысла операций sup и inf для компонент (см. 1.84 гл. I).
f) почти очевидно, если вспомнить, что компонента Хр состоит

из всех х, для которых Рх = х.

g) Первое утверждение содержится в е). Равенство

6

следует из того, что компоненты ХР*> образуют разложение для Хр
B.31 гл. II), и из теоремы о разложении 2.24 гл. II. Действительно,

учитывая 2.15 гл. II, имеем:

Обратно, если это равенство имеет место для любого х£Х% то,

в частности, для х£Хр имеем:

х —

т. е. система компонент {ХРЦ полна в Хр B.26а) гл. II). Следова-

тельно,
Xp= SXPi или P = S/V

h) — иначе сформулированная теорема 2.24 гл. II.

i) по определению, P = Q-\-R равносильно P = S {Q>R}t а по

g) это означает, что

Px=*S{Qx,

Проверку обратного заключения, т. е. что из равенства Px=Qx -j- Rx
для всех х£Х вытекает P = Q-j-/?, предоставляем читателю.

k) R = Р— Q означает, что Р — Q -{-/?, а тогда к)— прямое
следствие из i).

1) следует непосредственно из к).
Перечислим теперь некоторые свойства любого проектора Р, в том

числе и те простейшие, которые уже были установлены выше.

2.22. а) ©<Рл:<л: для любого *>©.
b) |Рлг|<|л:| для любого х$Х.
c) Р(Рх) = Рх.

d) Р(х-{-,у)==Р*-{-Ржу (аддитивность проектора).
e) Р(алг) = аРх (однородность проектора).
f) Если х^уу то PjX^Py.
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g) Если xdy, то PxdPy.

x^; P (Ш xk)

k) (P^)+=P(i+); (Р*)_=Р(*

1) Если хп -^ л:, то Рхп -^ Рл: ((о)-непрерывность проектора).
Доказательство, а)—см. 2.11 гл. II.

b)—см. 2.12а) гл. И.

c) Так как для любого х£Х, Рх£Хр, то Р(Рх)=Рх.
d) —см. 2.14а) гл. II.

e) —см. 2,14Ь) гл. II.

f) Если х^Су, то у
— *;>©, следовательно, Р(у — *)>©.

Но тогда по d)
Ру = рх-\-Р(у— х) > Рх.

g) —см. 2.12Ь) гл. II.

h) Введём дополнительный проектор Q«=l—Р< Тогда любой

S) Q*l}> а по ассоциативности соединений

Но S(P*d £XP, a S(Q*e)€^> следовательно, по теореме о един-

ственности представления B.25 гл. II),

i) Пусть сначала все лг5>-0 и inf лг^ = О. Тогда О <; Ах^ <-**$,
следовательно, inf Рх$ == О.

Пусть теперь inf х$ =у. Тогда inf (л:^ —у) — О, следовательно,
по уже доказанному, infP(^—^sscO. Но отсюда nod) и е)

О = inf Я (д:^—у) = inf Рл:^—Ру,

т. е.

Соотношение для верхней грани получается по дуальности:

Р (sup хО = - P(-sup x$ = - Я [inf (- хО] =
=— inf Р (— лг^) = sup Px%.

к) следует непосредственно из i). Например,
= Рдг VO =(Рл:)+,

(см. 1.52f) гл. I).
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1) Имеем (по i))

Рх«= Р(Нп7*п) = Р [inf sup(хт хп+и ...)] =
п

= inf sup (Рхпу Рхп+ и ...) = lim Рхп.
п

Аналогично Рх = Шп Рх,г и, значит, Рл;п —� Рл;.

2.23. Свойства 2.22 а), с), d) являются характеристическими для проек-

торов, т. е. всякий оператор Р, отображающий X в X и удовлетворяющий
этим трём условиям, есть проектор.

Доказательство. Обозначим через Х\ множество тех х£X, для

которых Рх=*х, и докажем, что Xt — компонента пространства Хш
Из условия а) следует, что РО = О, а тогда в силу условия d)

т. е- Р( — х)*= — Рх. В частности, если х£Хг, то и —лг£Л^. Кроме того,
из аддитивности оператора Р следует, что если х£Хг и y£Xlt то и

*+.У€^1* а также лдгбЛГх при любом делом п.

Отметим, что из а) и d) следует, что Р удовлетворяет условию 2.22 f).
Докажем, что Х\ нормально содержится в X, т. е. если x^Xi n

\у\<\*\ (уьХ)>™у$.хх.
Пусть сначала 0<з><лг. Тогда так как Рх — х, то (no a) nd))

У > Ру = Рх— Р (л: —^) > л:— (л: —у) = ^,

т. е. Р^=^, и^^^.
Пусть теперь b'KI^I и x^Xt. Тогда

л: = Рх = Рл:+ — Рх~.

Но из а) следует, что Р*+dP*_, значит, Рх+ = х+% Рл;_ = лг_ (см. 1.62
гл. I), т. е. х± £ ЛГЬ х„ £ Хъ А тогда | х \ == дг+ + х~ £ Х\. Но из неравенства
I УI < I х | следует, что О <у+ < | х \ и О <^- < Ix \\ значит, по доказан-
ному у+£Х, и j^-^^i» а тогда \\у^Хь т. е. нормальность множества Х\
установлена.

Так как для любого а найдётся такое целое число п% что | а I <! я, то по

условию нормальности из х£Х\ следует, что ах^Х\ (так как пх$Х\). Таким
образом, Х\ — линейное множество.

Теперь докажем, чю Х\ правильно содержится в X. Пусть

(лг£ > О) и х = sup лг£. Тогда (с помощью 2.22f))

X > РХ > 9Up РХ$ = SUp Х^ =: Л",

т. е, Рх = х, или ^^
Если x$kXi—произвольные и jcsssup^, то (по 1.55 гл. I)

лг+ = sup л:^" , лг_ as inf .r^.

Следовательно, лг.<. ^ A'j и .v_ ^ ^ (л%.—по доказанному, .v^—по нормальности),
откуда х£Хи

Итак, Лх — компонента.

Наконец, если х d Х\9 то Рдг в О. Очевидно, достаточно проверить это
для *>О, но в этом случае так как Рх = Р(Рх), то Px£Xh и потому
Ял-djr. В то же время 0<Р^<л*; следовательно, Pt = O.
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Обозначим через Х% дизъюнктное дополнение компоненты Х\* Тогда
для любого х £ X имеем х = xt + Хг, где дгх € Ai, дг2 g ЛГ2, т. е, по теореме об
единственности представления B.25 гл. 11)

Следовательно,
РХ = РХХ + РХъ cs РЛГ! =г Хх » Рг^ЛГ,

т. е^ Р—проектор, ч. и тр. д.

Отметим ещё некоторые свойства совокупности проекторов.
2.24, a) R = PQ = P/\Q означает, что для всех

т. е. булевское умножение проекторов соответствует их композиции

как операторов»

b) P<Q равносильно P(Qx) = Px (или Q(Px) = Px) для всех

Х

с) Для #>О

d) Если Рп/Р или Рп\Ру то Pnjc ^-» Ял: для любого £
Доказательство, а) В силу изоморфизма между проекторами

и компонентами R = p/\Q означает, что XR = ХР Г\Х®сХр. Для
любого х£X

Q

(по 2.21к)). Но по определению вычитания в алгебре Буля Q— /? =

=Q-CR a Q-CRdP, так как P(Q. CR)= R CR= O. А тогда

(Q— R)xdXp, т, е. P[(Q —/?)л:] = О и, следовательно,

(последнее — так как ^)
Чтобы получить равенство Rx = Q(Px)> достаточно поменять

ролями Р и Q.
Обратно, если Rx = P(Qx) для любого лг, то для х£Х** и .v> О

имеем:

x^Rx — p (QX) < Qx < л:,

т. е. Qjc=:.v и Рх~х. Значит, х£Хр и х£Х®. Отсюда следует,

что XRcXp и Xе с:Xя, т. е. АГйсЛГРП^. Если допустить, что

ХвфХр()Хя, то найдётся элемент Aro^^Pn^, дизъюнктный

с Хв(х0фО). А тогда

Rx0 » Р(фг0)«» Рл0 =* л0 и Rx0 «« О,

что противоречит условию
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Таким же образом для обратного заключения достаточно и вто-

рого равенства Rx = Q(Px).
b)— прямое следствие из а), так как в этом случае R = P.

с) Этот пункт можно было бы получить из теоремы о разложе-

нии /С-пространства B.24 гл. II), но будет короче повторить исполь-

зованное там рассуждение.

Пусть P=sup/V Тогда для л;>© Рх >Р^х и Px^y=sup(P>:x).
Положим Px=y-\-z\ тогда :>Ои при этом г£Хр. Нужно по-

казать, что z = O

Для любого yj имеем:

Р+ = PTi (Рх) = /V+ /у = Рп (sup /V0 + Ръг =

= sup я,(ад+/у> ргх+/у.

Следовательно, Р^=:О, т. е. г дизъюнктен всем ХР% а тогда

zdXp. (см. 1.34 гл. II и 2.21е)). Но одновременно г£Хр, значит

г = 0.

Для нижней грани, наше предложение доказывается переходом
к дополнениям:

= [С(sup СР$\х = A— sup СР$х = х
— sup [(СЯ^) л:]

= а:—sup (д: — Р^х)

d) Если, например, Рп/[РУ то P = supPn, а тогда для

(по с))
Рх = sup Pnx — \\т Рпх.

Для произвольного х

Рх = Ял:+ —Рх_= \\т Рпх+ — lim Рпх_ =

== Нт Рп (л:+ — а:^) = Нт Рпх.

2.25. Пусть Я^ попарно дизъюнктны, х1£Х\ ^

и л:^ ограничены в совокупности. Тогда

S^ = sup S*$\

т. е. знаки S и s^P перестановочны.

Доказательство. Пусть jc = supS^. По 2.22 i), h) и 2,

SUP /\ (S^) •* «Up S (Pltf) ■»" SUP ^0
1 5
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Но х входит в компоненту Л*р, где Ря=$Ре. Тогда B.21а), g))

ч. и тр. д.

2.3. Проекторы, порождённые элементами. Среди всех проекто-
ров выделим особо проекторы, порождённые элементами, или эле-
ментные проекторы.

Определение. Пусть/? — произвольный элемент /С-простран-
ства X. Проектор Рх , где Хр—компонента, порождённая элемен-

том /?, будем называть проектором, порождённым элементом /?, и обо-
значать (р).

Таким образом,

(р)х= РХрх,
а Х(р)~Хр (так как (р) — проектор на Хр).

Для элементных проекторов справедливы все общие свойства,

установленные в 2.2, с заменой Р на (р). Отметим ещё некоторые
свойства элементных проекторов.

2.31. а) (р)р=р.
b) (р)х = О эквивалентно pdx.
c) <Р) = (|Р1)»<«/») («=£<>).
«О (р+)р=р+, (р-)р=р--
е) Если \p\>\ql то (p)>(q).
f){Spd=S<Pd.
g) Пусть Р—любой проектор и q—любой элемент из X; тогда

(Pq) =P (q) = (q) Р. В частности, если Р = (р), то ((р) q) = (p) (q) ==

Доказательство, а) очевидно, так как р£р
b) (/?)дг = О означает, что xdXp (см. 2.21 а)), а это равносильно

соотношению xdp (см. 1.34 гл. II).
c) следует из равенства компонент

которое вытекает сразу из определения компоненты, порождённой
элементом (из её свойств линейности и нормальности).

d) Имеем, пользуясь свойствами а), Ь) и общими свойствами

проектора 2.22 d), —е):

Аналогично проверяется и второе соотношение.

e) Если |р1>|?|, то из условия нормальности компоненты сразу

следует, что q £Хр, т. е. ХааХр, а потому (?)<!(/?).
f) Положим # = §/?£. Если некоторый хАр^ при всех 5, то xuq

/см. замечан^р к 1.72 гл. I). Таким образом, система компонент Хр^
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полна в Хф т. е. образует разложение для Хг Это означает, что

Х% — оХр »

т. е. fo) = S<Pd-

g) Положим <7j =s Р# и ^2 = (СР) q = A —Я) у = q— qu так что

)Р Ш& (а также ?id?2)- To™a tf^Sftfi, ?2} и п0 0>

Следовательно, по дистрибутивности

По коммутативности умножения в алгебре Буля имеем также ()
Отметим ещё некоторые свойства элементных проекторов.
2.32, a) (p)d(q) равносильно pdq.
b) (p)^(q) равносильно (p)q = q, что в свою очередь равно-

сильно ^X
c) Для

В частности, для /?, ^>

d) Если р, ^^0, то

(
e) Всегда

Если р, }^0 и еслирс!^, то в предыдущей формуле имеет

место знак равенства,

f) Если р d q, то

Доказательство, a) (p)d(q) означает, что XpAXq, а это

равносильно pdq A.34 гл. И).
b) ip)^(q) означает, что Xp-=>Xq, что равносильно q £Xp, а это

в свою очередь равносильно (р)? = ?.

c) Пусть q = s\ippv Тогда (p^^(q) при любом 5, следовательно,

Р = sup {

G другой стороны, р.£Хр aXv, поэтому <7^Л"Р, следовательно,

(^ ) «£ Р. Таким образом, (q) = Р.

d) Так как (рЛ?)^(р)и(рЛ?)^(?)» то <Я Л ?)^0) Л (?)-
Положим

— проектор; нужно показать, что /? = 0.
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Из определения разности следует, что R d (pAq)> откуда R(pAq)***
=*О. Тогда по 2.22 i) Rp ARq — О, следовательно, (по а)) (Rp) d (Rq).
Теперь, в результате очевидных преобразований, из которых последнее
опирается на 2.31 g), получаем:

R = R А Цр) А (д)] = IRA (р)] A IRA W =

= /?(/>) -R{q) = (Rp) • </??) = О.

е) Имеем (см. 2.31с) и е), а также 2.32с)):

Если /7, ?^О и pd?, то \p + q\ = \p\ + \q\ (см. 1.63Ь)
гл. I), а тогда

Сопоставляя это с предыдущим неравенством, получим точное равенство,

f) следует из е) и с), так как

§ 3. ЛГ-пространства с единицей

При исследовании /С-пространств оказывается весьма полезным

выделить класс /С-пространств, содержащих некоторый элемент

(единицу АГ-пространства), обладающий особыми свойствами. С одной

стороны, теория таких АГ-пространств значительно богаче результа-

тами, а с другой, идеи, развитые в предыдущей главе, дадут возмож-

ность свести исследование произвольного АГ-пространства к исследо-
ванию /С-пространств с единицей.

3.1. База ЛГ-пространства.
Определение. Положительный элемент /С-пространства X

называется единицей и обозначается 1, если компонента Хг, поро-
ждаемая этим элементом, совпадает с X.

Наше определение эквивалентно требованию, чтобы дизъюнктное

дополнение компоненты Х\ A.32 гл. II) состояло только из нуля,

т. е. данное определение равносильно такому: 1 — положительный

элемент /С-пространства X и в X не существует элемента, отличного

от нуля и дизъюнктного с 1. Приведём ещё одну характеристику
единицы.

3.11, Для того чтобы элемент 1 был единицей К-пространства X,

необходимо и достаточно, чтобы х А 1 > О Дл* любого х> О (л; £ X).
Необходимость этого условия тривиальна, а достаточность следует

из того, что если бы существовал элемент х ф О, дизъюнктный с 1,
то мы имели бы |*| d 1, что противоречит условию.
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Не во всяком /(-пространстве существует единица. Например,
в пространстве VC.2 гл. I) единицы нет. Доказательство этого

утверждения предоставляем читателю в качестве упражнения. Однако,
если в каком-нибудь /(-пространстве X имеется элемент, обладающий
свойством единицы, то таких элементов в X содержится бесконечное

множество*). Так, в пространстве S C.1 гл. I) свойством единицы

обладает любая функция, которая почти всюду больше 0. В про-

странстве 5 C.3 гл. 1) свойством единицы обладает любая последо-

вательность, все координаты которой больше 0. В общем случае,
если данное /(-пространство содержит единицу 1, то за единицу
также может быть принят любой элемент вида al, где а— положи-

тельное число. Это — прямое следствие из 1.63с) гл. I (так как

оттуда вытекает, что A*i = Ai). В дальнейшем при изучении /(-про-

странств с единицей мы предполагаем, что единица 1 выбрана и

фиксирована.
3.12. Пусть х — произвольный элемент /(-пространства X (не обя-

зательно содержащего единицу). Тогда | х | — единица в компоненте Хх,
порождённой элементом х.

Для л:> О это следует прямо из определения единицы, а в общем

случае— из очевидного равенства ХХ = Х\Х\*
Пусть теперь X—/(-пространство с единицей.

3.13. а) Проектор A) = J, т. е. является тождественным опера-
тором. (Очевидно, так как компонента, на которую проектирует A)
совпадает с X.)

Ь) Каждый проектор Р в пространстве с единицей порождается
некоторым элементом.

Действительно, положим е = Р1. Тогда по 2.31g)

) Р1=р. A)

Определение. Проекция единицы на любую компоненту
пространства X, е = Р± называется единичным элементом. Мно-
жество всех единичных элементов называется базой /(-пространства.

Из A) следует, что е = (е)±.
Мы будем обозначать базу пространства X через (§ (X) или просто (§.

Ясно, что если е£6, то £>>©.
Из предложения 3.13Ь) и равенства A) следует, что база (£

находится во взаимно однозначном соответствии с множеством ф = [Р\
всех проекторов, причём это соответствие Р<—>е устанавливается

формулами
Р = И, * = Р1. B)

Благодаря этому соответствию в С1? можно перенести частичное упоря-

дочение из ф, т. е. считать ех меньше с2, если fo)<(£$). Таким

образом, 6 превращается в булевскую алгебру. Однако в E имеет

ь) Мы исключаем тривиальный случай когда X состоит только из нуле-
вого элемента.
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смысл также и частичное упорядочение, определённое в X. При этом

по 2.31е), если ei^ev то (^^(^ а по 2.21 Ь)— с) верно и

обратное заключение.

Отсюда вследствие взаимной однозначности соответствия B),
вытекает, что частичное упорядочение в (у, перенесённое из ф, со-

впадает с тем, которое определено в нём как в подмножестве про-

странства X.

3.14. Если в одном /(-пространстве двумя различными способами
выбрана единица, то получающиеся при этом базы изоморфны между
собой. Это ясно, так как обе базы изоморфны ф.

Ясно, что единицей алгебры @ является 1A = 11), а нулём
0@= 01).

3.2. Свойства единичных элементов. Так как (£ — алгебра Буля,
то для каждого е £ (£ имеет смысл дополнение е1 = Се.

3.21. а) Дополнение е' — ± — е.

b) Для того чтобы е £ @ необходимо и достаточно, чтобы

*ЛA— *) = ©.

c) Элементы е и 1 — е могут входить в базу лишь одновременно.

Доказательство, а) По определению дополнительного про-
ектора

(е') = С(е) = 1-(е).
Но по 2.211)

е' - <*') 1 = [1 — {е)\ 1 = 1— (е) 1 = 1 — е.

Ь) Необходимость очевидна, так как 1— е есть дополнение к е.

Достаточность получается с помощью 2.22d) и 2.31з) — Ь):

т. е. е£<&.
с) следует из а), так как

3.22. Из того факта, что упорядочение в (>: порождено упорядо-
чением в X, ещё не следует автоматически, что операции sup и inf

в 6 имеют тот же смысл, что и в Л", если их применять к элемен-

там @. Однако это легко вытекает из установленных выше свойств

проекторов. Например, если е^б: и ^ = sup^ в Ху то положим

P = sup(^) в булевской алгебре проекторов. Тогда по 2,24с)
РХ = sup [(*g) 1] = sup ег = е,

т. с. е£(& и (^) = sup(^) *).
Рассуждение для нижней грани аналогично.

Итак, мы доказали следующую теорему:

*) Равенство (е) =г зир {е0 доказано в 2,32с), но из него непосредственно
видно, что е £ &*,
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Основная теорема о базе. База f&(X) с упорядочением,
порождённым упорядочением в X, является полной алгеброй Буля,
в которой операции sup и inf для любого подмножества имеют

тот же смысл, что и в X»

Из доказанного факта следует, что операции sup, inf и соединения,

применённые в Л' к элементам базы, не выводят из базы. Отсюда

непосредственно вытекает, что если еи е2 £ б и e1de2y то ех-\-е2 =
— с\ V е2 € ®; если ех ^> е& т0 ei

—

ч € ®;если ^п € ^>т0 i*m ^« € ®
и Шп ем G ®-

3.23. а) Если ^, е2£®, т0 (^^^^Л^-
Ь) Если е £ (£ и ^= S ^> то ^ € ® ПРИ всех ^ € ^*

с) Если ^0^(S и е0 принять за единицу в компоненте Хео> то база

Xej) = ®(X)()XeQ.
Доказательство, а) С помощью 2.32d) и 2.24а) имеем (так

как ех Л e2^Y

^Ае2= (ег Ае^±= Цех) Л (еД] 1 = (ех) [(е2) 1J = (ег) е%.

Ь) Имеем по 2.3le), 2.24b), 2.22h) и 2.31а) —Ь):

(с,) 1 = (е,) [(е) 1] - (е$ е = (^ В^1 - S {(^) ^}

т. е. ^^е.
Если в^А"^, то Аге<Лгбо, а тогда (по 2.24Ь))

Отсюда сразу следует, что включения е£&(Х) и e£(§,(XeQ) влекут
друг друга.

Установим одно вспомогательное предложение.

3.24. Если число а > 0, то для любого х £ X

Доказательство. Имеем:

х+ а! = *+
—

х_ + а (^.) 1 + а [1 — (*J] х =

Так как элементы, стоящие в фигурных скобках, дизъюнктны между
собой и первый из них положителен, то

Действительно, если xs=*y-{-z, где у d г и j/>>0, то, представив
х в виде x=y-{-z+—г_, мы сразу видим, что x+=y-{-z+;

Теперь из доказанного" неравенства сразу следует, что (см. фор-
мулы B))

((х + el)+) >([t- (xjj J ) -1 - (xj.
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Укажем, какой смысл имеют единичные элементы в уже рассма-

тривавшихся выше конкретных /(-пространствах. При этом здесь и

в дальнейшем мы считаем, что единица в S—функция, почти всюду
равная 1, а в 5— последовательность, все координаты которой

равны 1. Тогда базу в S образуют характеристические функции все-

возможных измеримых подмножеств основного множества Г (см. 3.1

гл. 1). Базу в 5 составляют элементы, координаты которых прини-
мают только значения fi и 1.

3.3. Разложение произвольного /С-пространства на подпростран-
ства с единицей. Основным результатом, подтверждающим важность

рассмотрения АГ-пространств с единицей, является следующая теорема.
3.31. Теорема. Для любого К-пространства X существует

разложение по компонентам, каждая из которых содержит еди-

ницу.
Доказательство. Благодаря 3.12 достаточно доказать суще-

ствование разложения, состоящего из компонент, порождённых неко-

торыми элементами.

Пусть множество Е всех отличных от нуля элементов простран-

ства X вполне упорядочено: Е—{ха) A<а <а) *) (ос—порядко-
вые числа). Из этого множества с помощью трансфинитной индук-
ции выделяем подмножество К, состоящее из попарно дизъюнктных

элементов, полное в X. Для этого полагаем yi = xv Если у$ уже
определены при 1<^Р<ро> т0 полагаем у$0 равным первому из лга,
который дизъюнктен всем у$ при р < |30. Если такого элемента не

окажется, то построение множества Y закончено. По самому построе-
нию Y полно в X, т. е. ни при каком а невозможно ха d Y. Действи-

тельно, если допустить, что существуют такие хаь то среди них есть

первый хаг Но тогда xai должен быть присоединён к К, т. е. построе-

ние множества Y не закончено.

Обозначим через Х? компоненту, построенную на у$. Тогда ком-

поненты Х$ попарно дизъюнктны A.34 гл. II), а система {Х$} полна

в X. Эта система и образует требуемое разложение.
3.4. След элемента. Во многих вопросах, рассматривая какую-

нибудь функцию, существенно знать множество тех точек, где эта

функция отлична от нуля. Это множество может быть охарактеризо-
вано некоторой специальной функцией, например, характеристической.
Обобщая последнее понятие на случай произвольного /С-пространства
X с единицей, мы дадим следующее

Определение, Для произвольного х£Х положим

и назовём ех следом элемента х.

*) Если X состоит из одного нулевого элемента, ю теорема тривиальна.
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Равенство ех==(х)\. означает, что (х) — (ех), т. е. ех— единич-
ный элемент, порождающий тот же проектор, что и сам х. Это свой-

ство может быть принято за определение следа.

Вследствие изоморфизма между булевской алгеброй проекторов
и базой /("-пространства многие доказанные выше свойства проекто-

ров автоматически переформулируются в виде соответствующих
свойств следов.

Например, 2.32с) принимает вид: если A\=supA*$, где лг^^-О,
то ex=*s\\$ex^ Действительно, последнее равенство означает, что

(ex) = sup(ex^), или, что то же самое, (х) = sup(^), а это установ-

лено в 2.32 с). Аналогичное свойство для нижней грани имеет место

лишь в случае конечных множеств B.32d)). Из 2.32а) следует, что

xdy равносильно e^dey.
3.41. Если ео£(£, то его след совпадает с ним, т. е. ево = е0.

Действительно, ево
— тот единичный элемент, который порождает

проектор (е0). Но каждый проектор порождается только одним эле-

ментом базы, следовательно, е^ = е0 *).
3.42. Отметим ещё одно свойство следа. Если ео£(£, то

Действительно, в силу 2.31g),
= <*о) Л

а это равносильно утверждаемой формуле.
Приведём одно предложение, используемое в дальнейшем.

3.43. Если ем£<£ и еп\О, то для любого х£Х (еп)х—^0.
Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда х>-О.

Но тогда (еп+1)х^С(еп)х при любом п B.31е), 2.21 b — с)). Пусть
((п)х\х0. Тогда (см. 3.42)

е(еп) х — *п Л ея> е*Ь

Но так как eJl\iO9 то e^ = 0, следовательно, и x0 = 0, ч. и тр. д.

Понятие единицы имеет смысл и в /(-линеале, но там некоторые
элементы могут не иметь следа. Например, в С A.86 гл. I) свойством

единицы обладает любая функция, для которой х (t) > 0 при всех t

Примем за единицу х (t) = 1. Тогда в С нет ни одного единичного

элемента, отличного от 1 и О, и для функции х (/), равной нулю
при a^t^a' <b и отличной от нуля при аг<^<;^ след не

существует.

3.5. Некоторые теоремы о /С-пространствах с единицей. Здесь
мы установим некоторые особенно важные теоремы, многократно

используемые в дальнейшем. Начнём с вспомогательного предложения.

*) Иначе:

(I
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3.61. Лемма. Если x^fcy, то существует такой проектор Р,
для которого

Рх>Ру9 (СР)х^(СР)у (СР = 1 — Р)

и при этом Р <^(л*) V (у)*
Доказательство. Положим Р = ((х—у)+)> По предположе-

нию, (х—у)+>0 (так как х—J><^;0), а тогда

Рх— Ру = Р(х—у) = ((х—у)+)(х—у)=(х—у)+>0

(по 2.31d)) и

(СР)х-(СР)у = 1(х—у)— Р(х—у) =
= (*—У) — (х—У)+ = — (х—У)_<0

При этом

(по 2.31е), 2.32е) и 2.31с)).
3.52. Теорема. Для всякого х > О найдутся такое е £ <£ (е

и число си > 0, что ае < л:.

Доказательство. Невозможно, чтобы при всех а > 0 было

лг^а1, так как отсюда по 1.39с) гл. I (для нижней грани) сле-

довало бы, что

х < inf al = (inf a) 1 = О.
a>0

Значит, найдётся a > 0, для которого х<£а±. А тогда, по лемме

3.51, существует проектор Р = (е), для которого Рх > Р (al).
Отсюда

л- > Рх > (е) (al) = ае,

ч. и тр. д.

3.63. Теорема. (Признак (о)-сход и мост и.) Для того

чтобы хи—->х необходимо и достаточно, чтобы хп были в сово-

купности ограничены и чтобы для любого s > 0 существовали

проекторы Р*п/* 1 такие, что при т^>п

Рп\хт— *|<el. C)

Замечание. Применяя к обеим частям неравенства C) ещё

раз оператор Р„, можно представить это неравенство в равносильной
форме:

Доказательство. Достаточно провести доказательство для

случая х = О, так как общий случай сведётся к этому, если перейти

к последовательности [хп — х].
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а) Необходимость. Пусть *,/--*©. Тогда множество [хп\
ограничено и \хп\(-^->0 B.13с) гл. I). Последнее означает, что

уп
= sup

Положим

Тогда (по 2.31d))

p;(ti -Уп) = (si -Уп)+ > о,
т. е.

ЯСУ„) </*(•*) <**. D)
Из D) сразу вытекает C) при т >- //. Остаётся доказать, что

Рп/1.
Монотонность Р*п по п очевидна, так как si—уп >з1—уп,

при п^п2 (см. 2.31е)). Пусть P = supP*>, т. е. Рп/Рш Так как
п

(I —Л)(«1—^«)= (ei-jrj —(el—Л))н. <О,
ТО И

A-Я) (в1-Л) = (!-/>) [(!-/*) (el-.ye)J<0,

откуда

)

^>( )^^м\, а тогда (Jf —Р)Л\0и1~Р1 == О,
т. е. Р1 = 1. Вследствие изоморфизма между базой и множеством

проекторов последнее равенство означает, что Р = A) = 1.
(о)

Ь) Достаточность. Допустим, что хпу^О. Тогда 0<Нт|л:м|<
< + оо и по теореме 3.52 существуют £^E(е>0) и число а>0

такие, что lim |.vw| > а*. Допустим, что существуют проекторы

Рп — Рп, удовлетворяющие условию теоремы при е<а. Тогда
Рпе-+ 1е = е, следовательно, Рне > О при некотором //. Имеем, при

л; Рп|л:ш|<еРп1, а тогда B.221))

и также

Яп(я|)
Отсюда

[Рп Л («)] (Шй | хп \ ) - D [Рп (Ш | хм |)] < гРп [(в) 1] = *Рпе,

а, с другой стороны,

[Рп Л (*I (iTm | хл \) >[Рп Л И1 (ае) = аР;/.
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Полученные два неравенства противоречат друг другу, так как

е<а и Рп*>0. Теорема доказана.

3.54. В случае, если в предыдущей теореме хп=*еп€(&; то условие
теоремы можно усилить в сторону необходимости, а именно: существуют

проекторы Рп/*1 такие, что

*п I хт — хп I == ^

при т^п.
Доказательство. Так как хп£@, то и х£(£ C.22). Но тогда в силу

1.52k) гл. I и свойств базы

По доказанному признаку сходимости (при е<1) найдутся Рп/** такие,
что Рп\хт —дг|<е1 при ш>л. Применим к обеим частям неравенства
оператор Рп{] хт — х\). Тогда получим (см. 2.31g) и а)):

Рп i хт— х I "^ вРп I хт — -^ I»

что возможно лишь при Рп\хт—х| = О.

3.66. Теорема об аппроксимации элементов АГ-про-
странства. Пусть лг>-0, лг^ЛГ. Обозначим через К(х) мно-

жество всех конечных линейных комбинаций единичных элементов

с положительными коэффициентами, т. е. элементов вида
п

у = ^акек(где ек£E'., А 5=1, 2,..., п), удовлетворяющих допол-
&i

нительному условию: у4^х. Тогда sup К(х) = х.

Доказательство. Очевидно, z = supK(x)^.x. Допустим,
что г< х. Тогда, по теореме 3.52, существуют е > О и а > 0 такие,
что 2-+-ае<лг. Следовательно, при любом у £ /£(*) у+ осе также

входит в /С(*). Н° тогда jj-f-Л*€Я"(*) при любом л=1, 2,...,
т. е. -у+ ле^Л" или л^^х"—у, 2l это противоречит принципу

Архимеда. Значит, г = д:, ч. и тр. д.

3.6. Ограниченные элементы. Сейчас мы рассмотрим одно под-

пространство /С-пространства с единицей, которое мы в дальнейшем

изучим весьма подробно.
Определение. Элемент х/С-пространства X с единицей назы-

вается ограниченным, если |лг|^а1, где а— вещественное число.

Обозначим множество всех ограниченных элементов пространства X

через Хь. Легко видеть, что Хъ удовлетворяет всем требованиям,
перечисленным в 1.12 гл. II, т. е. является подпространством про-

странства X. Так как 1^^, то Хъ, рассматриваемое как самостоя-

тельное пространство, есть /(-пространство с единицей. При этом

если единица в Хь оставлена та же, что и в А', то совпадают и

базы <&(ХЪ) и <£(*).
Ясно, что Хъ— нормальное подпространство пространства X.

Но можно утверждать, что в случае, если в X существуют неограни-
ченные элементы, Хь не будет правильным подпространством.

Действительно, пусть х£Х и х—неограниченный элемент; по тео-
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реме об аппроксимации C.55), | л:| = supK{lx\), причём К(\х\)
состоит из ограниченных элементов, г. е. К( \х\) с Хъ, и К(\ х\)
ограничено в X, но supK(\x\)£Xb.

Так как 1 £ Хъ, то Хъ полно в X.

Легко видеть, что понятие ограниченного элемента не инвариантно

относительно выбора единицы пространства.
В пространстве 5 ограниченными элементами будут функции,

ограниченные почти всюду. Подпространство sb пространства 5

состоит из ограниченных последовательностей.

§ 4. Интегральное представление элементов

4.1. Характеристики. Будем опять считать, что X—/С-простран-
ство с единицей.

Определение. Характеристикой элемента х£X называется

семейство единичных элементов {гх}> зависящих от вещественного

параметра Х(— со<Х<-|-оо), или, что то же самое, семейство

проекторов Рх = (е}) (причём ех = Рх 1), удовлетворяющее следующим
условиям:

ех) A)

при любом X или, что то же самое,

РхA±— х)>0, A—Рх)(\±—д-)<0. (V)

Характеристику ех можно рассматривать также как функцию от I

со значениями в базе б (Л).
4.11. Покажем, что характеристика для каждого х существует;

при этом она может определяться не однозначно.

Так как при любом X (XI—jc)+d(Xl — л:)_, то B.32а))

((Xl-x
или

((XI— д:

Положим

Р+ = ((>.1-*)+), Р- = ((Х1-л-)_).

Возьмём в качестве Рх любой проектор, заключённый между Р+

и J—Р~, т. е.

B)

и докажем, что Рх удовлетворяет условиям (Г).
Действительно (см. 2.24Ь)).

= Р, [1 - Р-) (А 1— х)\ = Рх [(Л 1 - х) —(X1—х)J =
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С другой стороны,

A — Я,)(XI— *) = (i — Px)f(J_P
+

)(Xl — *)] =

= A_РХ)[_(Х1 —*)_]<©.
4.12. Теперь установим обратный результат, а именно, что для

любой характеристики проекторы Рх удовлетворяют неравенствам B).
Так как по 2.22 k) из Рлг>-0 следует Р (х ) = ©, то из пер-

вого из неравенств (I7) вытекает, что РХ[(Х1—х) ] = О. Значит,

по 2.31Ь), (XI — x)__dex = Px± или 2.32а) ЯГ dPx. Следова-
тельно, Рх < СРх = 1—Рх.

Аналогичным образом из второго из неравенств (Г) вытекает,

что РУ^Р\- Действительно, рассуждая, как выше, мы получим,
что A— РХ)[(Х1— х)+] = 0, т. е. A—Px)dP)+, и, следовательно,

В пространстве S е* —Р\ 1 изображается характеристической
функцией множества

РТ 1 изображается характеристической функцией множества

а ех==рх1—характеристическая функция любого измеримого мно-
жества Е a Tf удовлетворяющего условию

Установим некоторые свойства характеристик.

4.13. а) Если *<>, то

b) Рх/1(ех/±) при

Р\\0(ек\0) при Х\ —сю*).
c) Если аг>-©, то при Х>0

(ех— след элемента v).
Доказательство, а) Представляя ц1 — х в виде

и применяя 3.24 (с заменой дг на XI—х и а на \l
— X), получаем:

<G*i-*)+)>i-<(xx-*)j,

т. е. Р£>1—Р\* Отсюда по B) Р,Л>РХ.

*) Здесь подразумевается, что X принимает значения из некоторой моно-

тонной последовательности, стремящейся к -}- со или — оо соответственно.
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Ь) Положим Ps=supPx. Так как монотонность Р} уже доказана
X

в а), то Р}/Р при X/^-j-oo. Нужно доказать, что P = i.

С помощью A) мы имеем при любом X:

По принципу Архимеда это возможно только если {1 — Р) 1 = 0,
т. е. Р1 = 1. Следовательно, Р = A) = 1.

Рассуждение для случая Х\,— оо аналогично.

с) Благодаря неравенству Р*^1—Рх~ (ft > X), установленному
при доказательстве монотонности характеристики, имеем t
>1—ео *). Но

Замечание. Читатель легко сможет проверить, что
е^

-» I (соответ-
ственно -» О) при стремлении Хп к -foo (соответственно к —со) любым
способом.

4.14. а) Если Х<|а, to

Ь) Если X<|a<v<tt, то (Р^—PJdCP, — Pv).
Доказательство, а) Имеем по A) РрХ^ре^. Применяя

к обеим частям неравенства оператор Р^— Рх, получаем (см. 3.23а))

Первое из неравенств а) получается аналогично.

Ь) Имеем P?dl — Р^; тем более P^dl — Pv,
так как 1 — Р^^.1 — Рг Но тогда Ь) очевидно, так как

4.15. Если |jc|^al (т. е. х— ограниченный элемент, см. 3.6),
то Рх = 0(ех = О) при Л< — а и Рх = 1(е} — ±) при Х>а.

Доказательство. Действительно, при X < — а

XI—

откуда (X1 — х) > — (л+ а) 1 > О, следовательно, РГ >A) = 1,
т. е. P^=jf. А тогда из неравенств B) сразу следует, что Рх=а0.

Для X > а аналогично

XI —*>Х1— «1=:(Х — *I>О,

откуда P>+>J, т. е. Р?=1 и, значит, Pi = l.
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Отметим ещё некоторые свойства характеристик, которые не будут
использованы в настоящем параграфе.

4.1b. а) Для *>©Рх—0 при *<0. Наоборот, для д:<:0 Рх = 1

при X > 0. В частности, если х = О, то

10
при X < О,

любому />£ 33 при Х = 0,

1 при X > 0.

Ь) Если х = ае (е £ @ W), то

в случае <х>0:
( О при X < О,

/\ { *()О
1 при Х>а,

О<Р0<*—(e)<

В случае а<0:

10
при Х<а,

(е) при «<Х<0,

Jf при Х>0,

Доказательство, а) Очевидно.

Ь) Представим >1 —лгв виде

XI — лг = (Х— a)^-fX(l— e),

и заметим, что слагаемые в правой части дизъюнктны. Дальнейшее рассужде-
ние проведём, например, для случая 0<X<a. В этом случае

(XI — лг)+=ХA— е), (XI— х)- =(а — X) ^.

Следовательно, Р£ =1— (е), Р^ =(^) и из неравенств B) сразу вытекает

что Рх = 1 — (*). Аналогично рассматриваются все другие случаи.

4.17. Pi/Pt при Х/р. (иначе: Р^ = sup PJ.

Доказательство. Имеем ^1— лг = sup (XI— х). Тогда по 1.55а)гл. I
X<

Отсюда по 2.32с) Р* = supP^*. Но Р}+ ^Р> ^. Р+ следовательно, подавно
^

X<;i

Таким образом, если при определении характеристики положить Р)~Р* ,

то характеристика становится непрерывной слева функцией от X. Легко
видеть, что указанное определение характеристики — единственное, при кото-

ром имеет место непрерывность слева. Следовательно, если требовать непре-
рывности слева, то определение характеристики получается однозначным для
каждого дг. Однако в дальнейшем мы всё же не будем вводить этого требо-
вания.

В следующем пункте будет установлено, что характеристика пол-

ностью определяет элемент АТ-пространства.
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Установим ещё один признак сходимости.

4.18. Второй признак (о)-сходимости. Для того чтобы

*„—->©, необходимо и достаточно, чтобы хп были в совокупности

ограничены и чтобы при любом в > 0

где {е[п)} — характеристика \хп\.
Доказательство, а) Необходимость. По определению

характеристики,

<1-4п>)!*я|>«A-Л
Так как для любого проектора \Рхп]^С\хп\, а | л:п' —->Ot то из

написанного неравенства следует, что 1 — е^1)—->©, т. е. ej1*—->O.

Ь) Достаточность. Положим

{el, конечно, зависит от е). Тогда еп /* 1. Из неравенства DW)) I xm I -^
<С s 4m^ применением к обеим его частям проектора (е*п) мы сразу

получаем, что

(еп) UmК геп при т> п.

Но это означает, что для хп выполнены условия признака (о)-схо-
димости 3.53, откуда jcn^-»O.

4.19. Можно дать другую, равносильную формулировку преды-

дущего признака, которая имеет силу и в /С-группе с аксиомой V,
выполненной для счётных множеств. Именно в предыдущей форму-

лировке следует заменить условие е^ ~-> 1 на условие

при любом целом к > 0, где £$— след элемента A— k\xn\) + .

Необходимость этого условия в ЛТ-группе может быть уста-
новлена аналогично доказательству необходимости в 4.18. Именно,
из неравенства

следует, что

A
и так как левая часть неравенства (о)-стремится к О при п ->оо *),
го *$^Ul.

На доказательстве достаточности мы не останавливаемся. В даль-
нейшем этот признак будет использован в АТ-группах только в части

необходимости.

*) В /f-группе из хп —> О вытекает, что kxn —■> О. См. доказательство

2.12е) и предложение 2.13а) гл. I. Читатель легко убедится, что рассужде-
ния, проведённые в этих номерах, сохраняют силу в /Г-группе,
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4.2. Интегральное представление элементов. Теперь мы пока-

жем, что всякий элемент /(-пространства с единицей можно аппро-
ксимировать с любой степенью точности некоторыми суммами, соста-
вленными с помощью характеристики. Конструкция этих сумм есте-
ственно приводит нас к понятию интеграла типа Стилтьеса.

4.21. Теорема (Г. Фрейденталь). Каждый элемент х£Хпред-
ставим в виде

{е*\—характеристика элемента х), где под интегралом пони-
мается общий предел интегральных сумм

C)

в которых

— ооч- ... <Х_2< X_j <X0<X1<X2<...^-fo°)
кп~ 1 ^ In ^ К пРи всех Л

и

• = Slip (*П—ХЛ-!>-><).
л

Доказательство. По 4.13а) — Ь) и 1.27

и

Следовательно, по 2.21d) настоящей главы и 4.13—4.14 гл.1

п —оо

Далее, по 4.14а)

откуда, так как ^w-i<^n<^^n и К—*n-i^e:

I (Яя»— Pin-i) x — ln (^
— *x»-.i) I < ^ К— Ъп-г) • E)

Но 2 (Ал— ^>я—1)==::'# Поэтому ряд, общим членом которого слу-

жит левая часть последнего неравенства, по признаку сравнения

рядов сходится. Отсюда и из сходимости ряда D) вытекает сходи-

мость рядя C). При этом в силу неравенства E)

i —— xj sis j ^£j tyj ^)
■"""" e^ - j

*~~"

£} * Xn"
—00 —00

oo
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откуда и следует, что
х а (о) -lima.

В литературе вместо термина «интегральное» представление рас-

пространён термин «спектральное». При этом характеристика назы-

вается спектром.
4.22. Следствие. Если { Рх} и {Р[} — характеристики эле-

ментов х и у (соответственно) и Рх = Рх при всех X, входящих
в некоторое всюду плотное множество L *), то х = у.

Это вытекает из доказанного интегрального представления эле-

ментов; действительно, последовательности { X;i} всегда можно вы-

брать так, чтобы все Хй £ L. А в таком случае интегральные суммы
для х и у, построенные с помощью одних и тех же Хп и /п, будут
совпадать.

4.23. Мы уже отмечали выше D.15), что для ограниченных эле-

ментов О < Рх < 1 только в некотором конечном промежутке. Бла-

говоря этому в интегральных суммах для ограниченных элементов

будет лишь конечное число слагаемых, отличных от нуля, т. е.

интеграл фактически приходится брать по конечному промежутку.
оо

Но для сохранения единообразия мы во всех случаях будем писать Г .

—оо

4.24. Если /С-пространство X не содержит единицы, то мы не

имеем возможности построить в нём общий интегральный аппарат
для представления любых элементов. Но если х0 > О, то в подпро-

странстве XXq можно принять х0 за единицу и тогда возможно инте-

гральное представление элементов х £ ХХй.

§ 5. Непрерывные и дискретные пространства

5.1. Определения. В настоящем параграфе мы выделим два

класса К-пространств принципиально различной структуры и пока-

жем, что в самом общем случае /С-пространство разлагается на под-

пространства этих классов. Здесь X—произвольное /^-пространство,
существование единицы заранее не предполагается.

Определение. 1. Элемент х £ X называется дискретным,
если для него невозможно представление x~S (xv jco), где ххф0
и х^фО.

2. Элемент х £ X называется непрерывным, если не существует
дискретного элемента у£ X такого, что 0<ву^[|л|.

3. /С-пространство X называется дискретным^ если каждый элемент

х£ X представим в виде лг = 5*й> г^е *« — дискретные элементы.

*) В частности, всюду, за исключением конечного или счётного множе-

ства.
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4. /С-пространство X называется непрерывным, если в нём

нет дискретных элементов хфО. Очевидно, все элементы непре-

рывного пространства, отличные от нуля, непрерывны.
Если в X выбрана единица, то дискретный единичный элемент

называется ортом.
6.11. Для того чтобы х£ X был дискретным элементом необхо-

димо и достаточно, чтобы проектор (х) был минимальным, т. е.

чтобы не существовало проектора Р, удовлетворяющего неравенству

0<Р<(х).
Доказательство, а) Необходимость. Если бы такой

проектор Р существовал, то мы бы имели РхфО и для Q ==(.*) —

~Я>© также QxzfcO. При этом

х = (х) х = (P+ Q) х = IS (Л Q)]x = S {Px, Qx),

что противоречит дискретности элемента х.

Ь) Достаточность. Если х = S (л^, х2), где хх ф О и лг2 ф О,
то 1лЛ == S \(х \ (х \] = (лг I -4- (jc \ f2 31f^ и О <^ (х I <T fjcV

5.12. Пусть х— дискретный элемент. Тогда

a) по крайней мере один из элементов х+ или х_ равен О.

b) Если, кроме того, X содержит единицу, то след ех
— орт и,

обратно, если ех
— орт, то х—дискретный элемент.

Доказательство, а) Следует из равенства jc = S(jc+, —х )
A.71 гл. I).

Ь) Следует из равенства (х) — (ех) и 5.11, так как условие мини-

мальности проектора (ех), очевидно, равносильно тому, что ех = (ех) ±
есть орт.

5.13. Если единица пространства является дискретным элементом,
то база состоит из 1 и О.

Очевидно, так как если е£ (£, то JL = S(£, 1—ё).
5.14. Если X—/(-пространство с единицей, а х — дискретный

элемент, то х = сне, где е £ E {X). При этом непременно (при х ф О)

Доказательство. Если х = О, то, например, х = 0 • 1. Пусть
хфО. Тогда, по теореме 3.52, существуют ££(£(*>©) и а>0
такие, что ае <; | х |. При этом (е) <; (х) и вследствие минимальности

(х) — (е), т. е. е = ех. Обозначим через а0 наибольшее а, удовле-
творяющее неравенству ае^,\х\, и покажем, что |я|==ао£а.. Дей-
ствительно, если бы было |л:| — <*оех> О, то по той же теореме 3.52
мы бы получили {Зе'Ол:) — <Va?(?>0> ef > О) и при этом опять

^ = ^а,. Но тогда мы пришли бы к неравенству (ao+ ?) ^^l*!*
которое противоречит определению числа а0.

Итак, | д: | ===== ао^д,. Но по 5.12а) *==л:+==!л:[ или лг = — х =

=» — |д:|. Следовательно, х^^га^.
5.15. Если х и ^y(£*Y) дискретны, то либо хйу, либо
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Доказательство.В компонентеХх> порожденной элементом х,

примем \х\ за единицу. Если у£ Хх> то ydXxt так как иначе было

бы y = S(yv у2), где уг£ ХХУ у2£ СХХ (дополнение Хх), причём

у± ф О иу2ф О. Если же у £ Хх, то к^у применимо 5.14. Но по 5.13
в Хх нет отличных от нуля элементов базы, кроме |лг|; следова-

тельно, у*=*а\х\ = ±ах, ч. и тр. д.

5.16. Если хфО—дискретный элемент, то подпространство Хх
изоморфно пространству вещественных чисел Rl(\.2 гл. I). При
этом все элементы этого подпространства тоже дискретны.

Доказательство. Если у с Хх(уф О), то (^)<!(а:) и,

вследствие минимальности (л:), (у)=*(х), или еу = ех. Но по 5.12Ь)
ех— орт, значит, элементу

— дискретный. Тогда по 5.15 у — а\х\,
чем и устанавливается изоморфизм у<—>а£ /?г

5.17. Всякий непрерывный элемент х £ X дизъюнктен с любым

дискретным у £ X.

Доказательство. Допустим, что х иу не дизъюнктны, т. е.

* = |je| д \у\ >О. Но z£ Xy и по 5.16 z дискретен, а это проти-

воречит определению непрерывности элемента х.

5.2. Свойства дискретных /С-пространств.
5.21. Теорема. (Критерий дискретности /С-простран-

ства.) Для того чтобы К-пространство X было дискретным
необходимо и достаточно^ чтобы для него существовало разложе-
ние на компоненты, изоморфные /?t*).

Доказательство, а) Необходимость. Рассмотрим все

компоненты, порождённые дискретными элементами. По 5.15 они

попарно дизъюнктны. Так как всякий элемент х £ X имеет вид

х = S#a, где ха дискретны, то выделенная система компонент полна

в X, т. е. образует разложение пространства X. По 5.16 это и есть

требуемое разложение.

Ь) Достаточность. Пусть X=SX^. и каждое ^={алг^}
(— оо < а < оо). Тогда каждый элемент ослг^ дискретен в Х^ а еле-

довательно, и в X, и любой элемент х £ X имеет вид х — S (a^),
т. е. X дискретно.

5.22. Замечание. Пусть \х^} (££ S) — полный набор попарно
дизъюнктных дискретных элементов дискретного пространства X.

При этом можно считать, что все х^ > О, так как х^ = О можно

выбросить, а л*£< О заменить на —х^ Тогда каждый элемент

^ = S(a^), где а^
= (^)л-, т. е. х вполне определяется набором

чисел а±. Каждое число с^ называется составляющей элемента х по

дискретному элементу х^ и обозначается (х)х,-
Из свойств проекций и соединений сразу следует:

Ю +Ц ( +
Ь)

*} Исключается тривиальный случай, когда X состоит из одного нуля.
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с) х > О равносильно тому, что {х)х ^> О при всех $ £ Е и хоть

для одного из них (х)^ > О.

Рассмотрим вещественные функции f$(S), определённые на мно-

жестве Е. Множество F всех таких функций было рассмотрено
в 1.22 гл. I. Ясно, что F изоморфно полному соединению про-

странств Хх^ (см. 2.41 гл. II). Тогда по второй теореме о соединениях

B.45 гл. II) X изоморфно некоторому нормальному подпространству
пространства F, причём изоморфизм устанавливается формулой

где

Если X содержит единицу, то за х% можно взять орты.

5.23. В дискретном К-пространстве X для того, чтобы

необходимо и достаточно, чтобы *(и> были в совокупности ограни-
чены и чтобы

(*(Л)Ц -»(.кЦ при всех £ £ 2.

Действительно, так как в F (о)-сходимость совпадает с точечной

сходимостью (см. 2.35 гл. I), то наш результат вытекает из уста-
новленного выше изоморфизма и критерия сходимости в подпро-

странстве (см. 1.27с) —d) гл. II).
6.24. Так как в F (о)-сходимость совпадает с (^)-сходимостью,

то в дискретных /("-пространствах имеем следующее: если хп—*х и

(о) _

хп ограничены в совокупности, то хп—*х. В частности, для эле-

ментов базы дискретного /С-пространства с единицей (/)-сходимость
совпадает с (о)-сходимостью.

Пространство 5 дискретно. Ортами в s являются такие элементы,

у которых одна из координат равна 1, а остальные равны 0 (либо
все координаты равны 0). В s имеется счётное полное множество

попарно дизъюнктных компонент, каждая из которых изоморфна /?1в
Наоборот, пространство 5 непрерывно.

Предлагаем читателю проверить, что /^-пространство V не яв-

ляется ни непрерывным, ни дискретным.
Ясно, что в s составляющая по орту совпадает с соответствую-

щей координатой. Действительно, если лг = {Хп}, а еп— я-й орт,
т. е. орт, у которого я-я координата равна 1, то (еЛ) х = Хпеп, т. е.

(х)е =ХМ. Однако, если бы мы иначе выбрали единицу в 5, именно

1/ = {рп}, где все р,»>0, то составляющие определялись бы по

формуле

ООе' ~ ~ (е'п — НОВЫЙ Л-Й Орт).
п Рп

Определение. Линейное множество X называется я-мерным,

если в нём существуют п линейно независимых элементов xv . .., xnf
п

причём любой х f X имеет вид х = 2
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Легко видеть, что если элементы хи .. .,д:л произвольного/^-про-
странства попарно дизъюнктны и отличны от нуля, то они линейно

независимы.

Действительно, в противном случае один из них выражался бы

линейно через остальные, например

и в ю же время мы имели бы хк d 2 *i*i> чт0 невозможно, так

1

как хк ф О.

5.25. Теорема о конечномерных /С-простр анствах
(А. И. Юдин). Если К-пространство Xп-мерно, то оно изоморфно
эвклидову пространству Rn (см. 1.21 гл. I).

Доказательство. Из предыдущего замечания вытекает, что

X дискретно, так как иначе в X существовал бы элемент, допускаю-
щий бесконечное расщепление на попарно дизъюнктные. По теореме
5.21 X разлагается на компоненты Xi9 изоморфные Rx. При этом

множество компонент конечно, и их число не больше я.

Согласно указанному в 5.22 выберем из каждой компоненты Х4
элемент ^>Ои обозначим через о^ составляющую (х)хг Тогда

каждый элемент х£Х будет представляться в виде

Отсюда уже ясно, что число компонент равно п (иначе X было бы

пространством меньшего числа измерений) и что соответствие

х<—► (а1, ..., aw) устанавливает изоморфизм между X и Rn.
5.3. Разложение произвольного /^-пространства на дискретную

и непрерывную компоненты.
5.31. Теорема. Всякое К-пространство Xразлагается на дискрет-

ную к непрерывную компоненты.
Доказательство. Обозначим через Ех множество всех дискретных

элементов х$Х, через Х± — порождаемую им компоненту и через л2 — её

дизъюнктное дополнение. Х^ не содержит ни одного дискретного элемента
х ф О. Следовательно, по определению, Х% непрерывно. (Дискретный элемент

компоненты Xt был бы одновременно дискретным и в X.)
Если х и y€Ei9 то по 5.15 либо ХяйХу, либо Хх = Ху. Следовательно,

компоненты подпространства^ вида AV, где x£Et, попарно дизъюнктны
и каждая из них изоморфна /?j E.16). Эти компоненты образуют систему,
полную в Хъ так как Ех полно в Хг\ а тогда, по признаку 5.21 дискретности
/('-пространства, Xi дискретно.

Теорема доказана.
Замечание. Если пространство X содержит единицу, то среди его

непрерывных единичных элементов существует наибольший е0, и X% = Xf .

Тогда Xl = Xl_e .



ГЛАВА IV

РАСШИРЕНИЕ /^ПРОСТРАНСТВ

§ 1. Построение /f-пространства по заданной базе

Выше было показано, что база любого /^-пространства с едини-

цей есть полная алгебра Буля C.22 гл. III). Основным результатом
настоящего параграфа является обратное предложение; именно, здесь

будет доказано, что всякая полная булевская алгебра изоморфна
базе некоторого /(-пространства с единицей.

При дальнейших построениях в этой главе читателю полезно

иметь в виду в качестве иллюстрации /(-пространство измеримых функ-
ций St в котором функции х (t) могут быть определены через наборы
их лебеговых множеств, т. е. множеств Т(х (t)<Cfy.

t

1.1. Разложение элементов алгебры Буля.
Определение. Пусть (£— полная алгебра Буля и е£(S. Функ-

ция ш (X) от вещественного аргумента X (— оо < X < оо) со значе-

ниями в 6 называется разложением элемента е, если она удоплетво-
ряет следующим условиям:

1) <о (Хх) < о) (Х2) при Xj < Хо;
2) lnf ш(Х) = О, sup

<<4 <<+
Множество всех разложений элемента е обозначим через Q (е); мно-

жество 2A) всех разложений единицы обозначим просто через 2.

Примером разложения элемента е может служить функция

ГО
ш (X) = {

[е

О при Х<а,

при

Таким образом, каждое 2 (е) не пусто.
Если 6— база /(-пространства X, то характеристики [е*} элемен-

тов х£ХЛ рассматриваемые как функции от X, являются разложе-

ниями единицы пространства X D.13 гл. III).
1.11. Пусть о>£2(*) и г'£(|. Обозначим через е' A w функцию

ю'(Х), определяемую по формуле
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Эта функция является разложением элемента е' /\е, т. е. и/ £ te (
Для доказательства нужно проверить, что о/ удовлетворяет двум

условиям определения разложения. Но из них условие 1) и первая
часть условия 2) очевидны, а вторая часть условия 2) получается
сразу с помощью дистрибутивного закона:

sup а/ (к) = sup [е' Л ш (к)] = е' Л sup со (к) = е' Л е.

х х х

1.12. Введём некоторые обозначения. Пусть со, а/£2 (г). Будем
писать со^о/ (или co'^-w), если a>'(Xj)^ со (Х2) при любых Xj< X2.
В частности, если а/ (X) <Гч со (X) при всех I, то ш ^ со'. Если одно-

временно <о<!а/ и а/^со, то будем писать a) = a)' и такие два

разложения, как элементы множества Q (е), будем считать равными.

В этом случае функции со (к) и а/ (X) можно называть эквивалентными

(<о(),)~а/(л)). Наконец, строгое неравенство со < а/ означает, что

w-^o/, но при этом шг£о/.
Из определения ясно, что равенство о> = а/ равносильно условию

при любых ).А < л2 < Х3.
1.13. 2(^) —полная структура.
Доказательство. По определению, неравенство ш < о/ исклю-

чает соотношения со = а/ и <о > аO. Транзитивность нестрогого нера-
венства <; очевидна. Тогда ясно, что из ш^о/ и <о1 = со следует

ш1^0)/> т- е* члены нестрогого неравенства между разложениями
можно заменять эквивалентными разложениями. Но тогда тем же

свойством обладает строгое неравенство и транзитивность строгого
неравенства становится очевидной.

Теперь докажем, что всякое ограниченное подмножество из Q(e)
имеет точные грани. Пусть а^ £ Q (е) (£ £ 2), и а>5 .< соо £ Q (е). Поло-
жим

и покажем, что ш (к) — разложение элемента е.

Монотонность функции со (л) и равенство infco(X) = © очевидны.

Кроме того, по определению неравенства со. ^ ш0, при любых X < >/

и при всех $ £ S имеем:

а тогда

шо(Х)<ю(Х'). A)

*) В обозначении е'Дш знак Д не является обычным обозначением
нижней грани, так как элементы е' и о> берутся из разных множеств. Но

мы всё же считаем удобным пользоваться этим обозначением.
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Следовательно,

е = sup <д>0 (X) <Г, sup о» (X') < ?,
X /'

т. е. supa)(A)=£. Таким образом, ш

х

Так как ш (Х)<>*(Х) при всех X, то со^О. С другой стороны,
из A) следует, что ш<>0, где о>0—любая верхняя граница мно-

жества {ш^}. Следовательно, a> = supa>£.
Существование нижней грани для множества, ограниченного снизу,

доказывается аналогично. При этом ш = inf ш- можно определить по

формуле
» (А) = superb). (*)

с,

Остаётся доказать, что любое конечное подмножество ограничено

сверху и снизу; достаточно доказать это для множества из двух
элементов ooj,

Положим

и покажем, что о> (X)—разложение элемента е. Как и выше, проверки

требует равенство sup<o(X) = <?. Но сейчас это следует сразу из

х

дистрибутивного закона, а именно:

sup a) (X) = sup (шд (X) Л *>2 (Щ = SUP l^i (х) Л «а (Iх)] =
X X X, {х

= sup «j (X) Л sup шо (|х) = в Л е — е.

X 1J.

Итак, ш£2(е). Но тогда ш^Шр <о!>аJ множество из ш1 и ш2
ограничено и по доказанному выше ajsrsoojV^- Аналогично нахо-

дится (Oj Л Ш2'
Наше утверждение полностью доказано.

Определение. Пусть ш £2(в). Разложение оо'*£2 (е), опреде-
ляемое равенством

шЬ(Х) = ш(Х— К)

(где число h— любого знака), мы будем называть сдвинутым отно-

сительно ш на величину h.

1Л4. Ясно, что ш<>л при &>0 и <о>-шЬ при /г < 0.

Если ш'^ш;* при любом Л > 0, то ш'^ш.
Действительно, если Xj < Хо и 0 < h< Хо — Xj, то ш (XJ —

Аналогично, если ш/ ^ шЛ при любом Л < 0, то w'^. ш.

1.15. Если co^oij, то, очевидно, шЛо£ при любом А. Таким

образом, операцию сдвига можно применять к неравенствам (а также,

конечно, и к равенствам)*
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1.16. Пусть е£ б и e~Seb a w^Q(^) ($£3). Положим

Тогда ш (X)— разложение элемента е.

Доказательство, а) Монотонность функции оэ (X) очевидна.

Ь) По ассоциативности Еерхней грани

sup го (л) = sup а>£ (X) = sup sup а>£ (X) = sup ^ = е.

с) Остаётся проверить, что е* = inf о (X) = О. Докажем сначала,
что е* d е^ при любом ?0 £ S. Действительно,

b] = inf [supw.().)A<y = inf
/. X £ X

Ho

|ш£0 (X) при £ = So,

Следовательно,

Но если е*йе$ при любом 6^2, то £*dsup^ = £ A.65 гл. I),
а так как, очевидно, £*<>, то *?* = ©, ч. и тр. д.

Определение. Построенное здесь разложение ш £9 (г) назы-

вается соединением разложений ш- £ 2 (<%) и обозначается

1.17. Замечание. Ясно, что если ш£ 2 (е), <? = S^ и щ =

(СМ. Ы1), ТО O) = ScO3.
1.2. Сходимость в множестве разложений. Введём некоторую

обобщённую метрику в Q(e). Предварительно установим одно вспо-
могательное предложение.

1,21. Если <о, ojj ££>(<?) и существует хоть одно число 8>-0, для

которого
<»~z OiO8, B)

то среди всех таких чисел 8 есть наименьшее.

Доказательство. Пусть h — точная нижняя граница чисел 8,
удовлетворяющих указанным условиям. Так как операция сдвига,

очевидно, монотонна относительно величины сдвига, т. е. <о5<^аЛ при
8 ^ ^и то из второго из неравенств B) следует, что ш1 <^ шЛ-ь** = (<ььу
при любом [х>0. Но тогда со1<;о)Л A.14). Аналогично устанавли-
вается, что ш^оГ*.

Определение. Если <о, a>1£Q(^) и существует хоть одно

число 8^>0, удовлетворяющее неравенствам B), то наименьшее из
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таких чисел 8 (существование которого доказано в 1.21), назовём

расстоянием между <в и а>& и обозначим р(со, шг). Если же таких 8

нет, то положим р(ш, a^ss-j-00-
1.22. Расстояние p(«lf ш) обладает обычными свойствами метрики:
a) р(ео, ш^^О, причём р(о), 0)^ = 0 тогда и только тогда, когда

b) р(ш, оI)=р(оI, ш).
с) р(ш, ш2)<;р(ш, «jfpO» з)
d) Кроме того, расстояние не меняется при одинаковом сдвиге,

т. е.

р(а>\ ш?) = р(ш, oj).

Доказательство, а) Очевидно.
Ь) Если р(ш, ooj) = 8 <^-|-оо, то из B) с помощью сдвигов, на

основании 1.15, получаем: <ю = (со"~5)8 ^ coj и oof"8 ^ (ш8)"" = со, т. е.

По определению расстояния это означает, что р («1э о») < 8, т. е.

p(«lf (o)^p(co, ouj). Меняя ролями w и оо1э получим обратное нера-
венство, что иг даёт требуемое равенство. Отсюда уже сразу следует,
что если р(ш, «o^ss-^ 0»то и p(«i, «) = + оо.

с) Пусть р(о), 0)^ = 8 и р(ш1э (OgJsaSj. Тогда

Применяя в первом неравенстве сдвиг на ±8^ получаем:

т. е.

d) Если <о~5 < o)j < (о8, то

(I)) =0) ^COj^O) =(<о).

Отсюда р(<»>\ (»5)<;р(ш, «j). Заменяя здесь со и а^ на ш~"Л и oof7* и

затем Л на —Л, получаем обратное неравенство

и d) доказано.

Определение. Пусть шя
-

и ш^9(<?) (л = 1, 2,...). Будем
говорить, что (оп—►<© равномерно, если Нт р(соп, со) = О. Аналогично

Л»00Л»00

будем говорить, что {«„} равномерно сходится в себе, если

lim

n, m->oo
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1.23. а) Если шп-><о равномерно, о)„-><»>' равномерно (<оп, <»'п,
ш, а/£2(#)) и <йп-4^<*>п при всех л, то ш^ш.

b) Если сол —> ш и юя —► а/ равномерно, то ш = <о' (единственность

предела).
c) Если последовательность {шп} равномерно сходится в себе

(шЛ£2(е)), то существует ш£2 (е) такое, что шЛ -> ш равномерно

(полнота 2 (е) относительно равномерной сходимости).
Доказательство, а) По произвольному е>0 можно подо-

брать такое N, что при N

Из этих неравенств и из условия следует, что

Сдвигая на е, мы получаем отсюда, что ©^(ш'J8. Так как это верно

при любом е>0, то (по 1.14) ш<>'.
Ь)—прямое следствие из а).
с) Зададим последовательность чисел е^Ч^О. По определению

равномерной сходимости в себе, существуют такие числа Л^, что

РК. ««•)<Ч при nt m^Nk.

При этом можно считать, что Nk образуют возрастающую последо-

вательность.

В частности, р(шЛ, ш^ )<еЛ., т. е.
к

К << 3» при п > Nk- W

Так как в Q (е) любое конечное множество ограничено, то из C)
следует, что всё множество {шя} ограничено. А тогда и множество

{шп)л «>о ограничено снизу. Положим

inf o>£* D)
fc<

П

и докажем, что <яп ->• <о равномерно.

Действительно, при n^Nk <»<>•*. С другой стороны, пусть

л>/4, />*, /w>/Vz. Тогда m^Nk и р (шт, «п)<е*. Следова-
тельно,

и тем более
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Если же /<£, m^Nfr то Ni^Nk и р(<я>т, «#*Х*1э а отсюда и

из C) следует, что

(I) Л <Г (|) ,<Г (л) *, «

п ^* Л«, ^^* ?»

Итак, при всех m^Ni

Поэтому по формуле D) то же верно и для со, т. е. ш^ш^Х Со-

единяя это с неравенством ш^ш^ вытекающим из D), мы получаем,

что р(соп, <o)<sk при n^-Nk, т. е. <оп->ш равномерно, ч. и тр. д.

Замечание. Обратное утверждение, т. е., что из равномерной
сходимости к пределу вытекает сходимость в себе, является общим
свойством метрических сходимостей.

Определение. Г Пусть о>Л£2(г) (я= 1, 2> ...),<»€2 (г),
е'£@, <йп = е Д шп, со =е /\<*>. Мы знаем, что шя, ш £2 (г
A.11). Будем говорить, что шя->>а> равномерно на е\ если а>я-

равномерно в смысле старого определения (в множестве Q(e'/\e)).
Аналогично определим равномерную сходимость в себе на ef.

Ясно, что если е"^е', то из равномерной сходимости на в*

вытекает равномерная сходимость на е".
2° Пусть ш„£ Q(e) (if—1, 2, ...) и ш£2(г). Будем говорить,

что последовательность {шя} почти равномерно сходится к о> (или
в себе), если существует счётное множество попарно дизъюнкт-
ных элементов <?*£© (к = 1,2, ...) таких, что e = Sek и <an-+v

(соответственно — в себе) равномерно на каждом ек.

1.24. Если для двух последовательностей шя, шя£2(г) имеет

место почти равномерная сходимость (к пределу или в себе), то

существует общий для этих двух последовательностей набор эле-

ментов ek(e=sSek) таких, что {шЛ} и {а/} равномерно сходятся на

каждом ек.

Действительно, если ек и е%
— наборы таких элементов из 6

для {шЛ} и {<йп} (соответственно), что на каждом из ек равномерно

сходится последовательность {шя}, а на каждом е\—последователь-
ность {шп}, то требуемый общий набор образуют элементы ек Д е\
(см. 1.23 гл. III).

В дальнейшем мы будем применять установленный сейчас факт
без специальных ссылок.

1.25. Для почти равномерной сходимости допустим предельный

переход в неравенстве, т. е. если а>п->ш почти равномерно, а>п-ю/

почти равномерно и а>Л<^а4 при всех л, то «О7.
Доказательство. Если все упомянутые разложения суть

разложения элемента е, то согласно 1.24 имеются такие ек£&, что

е = $ек и на каждом ек имеет место равномерная сходимость обеих

последовательностей. Так как для равномерной сходимости уже дока-
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зана возможность предельного перехода в неравенстве (см. 1.23а))»
то со ^ а/ на каждом еъ т. е. ек/\<о^ек/\ о/. Но о> = S (ек Д ш),
со' = S (ек А <*>') (Ь17); следовательно, при Хх < Х2

•' (*i) = S {ек А «' (kt)} < S [ек А « (X,)} = <о(Я2),
т. е. со<>', ч. и тр. д.

Следствие. (Единственность почти равномерного

предела). Если (»п-+(й и шп -»а/ почти равномерно, то ш = а/

1.26. Теорема о полноте 2 (г) относительно почти

равномерной сходимости. Леля {шп} почти равномерно
сходится в себе {<*>п€2(г), /г =1,2, ...}, то существует такое

ш£2(е), »//яо шп->(о почти равномерно *).
Доказательство, Пусть *? = S*& так» чро {»л} равномерно

сходится в себе на каждом ек. Тогда по 1.23с) <для каждого к

существует «<*).€ ^(**) такое, что екА^п"^^к) равномерно.

Положим a> = S<°w- По 1Л6 со^2(^), а ш(*) = ^л. Д <»; следова-

тельно, по определению, шл—>ш почти равномерно.
Замечание. Мы попутно доказали следующее утверждение:

если сол==8<оя*» u> = S<*(k\ где <ол, a>£2(e), <i)nfc> ш(Л) £Q(ek) и

^ = S^> и если о>Л£-><Ь(*) равномерно при каждом к, то <»л—усю
п->оо

почти равномерно.
1.27, Если а)я-ю> почти равномерно, то при любом е е Д <»>»-*

—> е А ш почти равномерно.
Доказательство. Пусть шя, со£2(^0) и ^0 = S^ причём

о)„ —> со равномерно на каждом ек. Но тогда подавно шя —> ш равно-
мерно и на еАЧу а так как ^A^o^S'C* Л ч)* то> значит,

* Л ^п-"* * Л о» почти равномерно в 2 (* Д eQ).
1.3. Конечнозначные разложения единицы. Введём некоторые

/е\
обозначения. Пусть г^бД— вещественное число. Обозначим через!.)

W

разложение элемента е^ которое определяется по формуле •

» при \i < л,

при

Такое разложение назовём элементарным**).

*) Заметим, что обратное очевидно.

**) Из определения равенства разложений сразу следует, что если

п О< со (А)< е, то со as( ). В дальнейшем при определении разложения

мы иногда не будем указывать значения ю (X) для конечного числа значе-

ний X, подразумевая, чТ0 оно может быть любьш, удовлетборяющим тре-

буемому неравенству.
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Определение. Разложение ш£Q(е), которое может быть

представлено в виде ш = S К*) (я конечно), называется конеч-

позначным и обозначается

\>ч КГ
Из определения автоматически следует, что е = S^« Набор эле-

ментов ек называется основанием разложения.

Множество всех конечнозначных разложений единицы обозначим

через //, а сами разложения будем теперь обозначать буквами х,

Л *, ...

1.31, Отметим некоторые почти очевидные факты.

a) Если II — IJ/J как элементы Q(e) и £>О,*то Х = Я' (выте-
кает сразу из определения равенства разложений).

b) Если

то Xf. = Xj- для всех /, при которых ^>О. Действительно,

а тогда можно воспользоваться предложением а).

с) Разложение нуля { 1 при любом X есть функция ш(р.) = О;

следовательно, по определению соединения разложений,

v ...,eny0f ...,О \_1ех, ...9еп\
1> • • •

> ^»> ^+1» • •
•» "п+р/ ^1» • • •» '*п/

при любых кп+и -..Дп+j?» т- е- присоединение к основанию нулей
с любыми соответствующими им числами К4 не изменяет разложения.

1.32. Любое конечное множество конечнозначных разложений
может быть приведено к одному основанию, т. е. записано с по-

мощью одинаковых ек.
Доказательство. Достаточно провести рассуждение для двух

разложений.

Пусть #, у£Н, причём
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Положим е^жвв€/\е^ По 1.23 гл. III $е^ = ±. При этом по 1.17

На основании ассоциативного закона для соединений в булевской ал-

гебре A.24а) гл. III) отсюда сразу следует, что

Аналогично,

т. е. х и у приведены к одному основанию, ч. и тр. д.

Элементы из Н вида (. ) будем обозначать XI (при X = 1 будем

писать просто 1, и О при Х = 0).
1.33. Для того чтобы разложение единицы х было конечнознач-

ным, необходимо и достаточно, чтобы вся числовая ось —оо<Х< + °°

распадалась на конечное число промежутков постоянства функ-
ции х (X).

Доказательство. Пусть х£Н. Тогда

=*(;:)•
откуда, по определению соединения разложений и элементарного

разложения,

*W= S еи

т. е. дг(Х) остаётся постоянной в каждом из промежутков между

двумя соседними по величине Х^.
Обратно, пусть существуют такие числа Х^:—oo<X0<Xj<...

... <XtJ< -J- о°> что х(к) = const в каждом из промежутков

а именно,

0 при — со < X < Хо,
ei n X<_1<X<X< (i
1 - Хл<Х<+оо.

Тогда 0<в!<^<.. .<еп<1. Положим
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Разложение е] Л * (* — 1 > 2, ..., п -(-1) — элементарное, именно,

fr а по 1.17 * = §(*< Л*).
1.34. Укажем процесс построения функций элементов Н со-

ответствующим произвольным вещественным функциям. Пусть
F. (X, щ ...) — любая вещественная функция от конечного числа

вещественных аргументов, определённая при всех значениях X, р, ....

Пусть х>у, ...—такое же число произвольных элементов из Я,
поставленных во взаимно однозначное соответствие с X, р, . •. и при*
ведённых к одному основанию:

Положим

Таким образом, F (х, уу...) £#.
Покажем, что определение функции Т7 (л:, ^у, ...) не зависит от

способа представления аргументов л:, уу ... в виде соединения эле-

ментарных разложений.
Так как любые элементы из Н (в конечном числе) путём «дроб-

ления» можно привести к одному основанию, то достаточно рас-

смотреть случай, когда в одном представлении аргументов основание

«раздроблено более мелко», чем в другом. Итак, пусть

причём £f. = S*tf ПРИ каждом /. Тогда, если исходить из первого

представления для х, у, ...
,
мы получим:

а из второго

W

Ясно, что правые части обоих равенств совпадают (ср. 1.32), т. е,

определение функции F (х, у, ...) действительно не зависит от спо-
соба представления зргументов.
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1.36. а) Если F(X, |*, ...)== С (С—постоянная) при всех

А, у, ..., то F (х, у,...) = С1 при всех х, у, ... £#»
Доказательство.

Ь) Если *£(£, то элементы £'£(£, для которых ©<>'<>,
образуют булевскую алгебру (£', единицей которой является е. Мно*
жество Q (е) можно рассматривать как множество всех разложений
единицы алгебры (£'. Тогда функцию F(k, [x, ...) можно распро-

странить на множество конечнозначных разложений H(e)czQ(e).
Обозначим это распространение через Fe. Таким образом, если

то

Тогда для любых х, у,

Действительно, если

то

а отсюда

Для дальнейшего весьма важно следующее свойство функ-
ций F(x, y9 ...),

1.36. Теорема о сохранении соотношений в Я. Если

некоторое число соотношений вида

вещественных функций от вещественных аргументов влечёт

ещё одно соотношение такого же вида



§ 1} ПОСТРОЕНИЕ /С-ПРОСТРАНСТВА ПО ЗАДАННОЙ БАЗЕ 121

то то же имеет место при замене вещественных аргументов на

абстрактные х9 у>... £ И.

Доказательство. Будем опять считать, что элементы

х,У» ...£// во всех формулах приведены к одному основанию.

Пусть Ft (л:, у, ...) = F2 (х, у, .. .)> т. е.

Из этого равенства следует (по 1.31Ь)), что если £*>©, то

F\ ( **. Н-<» • • •) = /72 (*<» Iх*» • • •)• Аналогично Gt (\, ^, .. .) =
= O2(Xi, ji<, ..•)» ••• Таким образом, по условию, для всех /, при
которых et > О, Фг (At., {irf> .. .) = Ф2 (X,., у,, ...).
Но

Следовательно, «I^ (a:, j;, ...) = Ф2(х, у,...), ч. и тр. д.

Следствия. 1° Если Ft(k, [х, ...) = F2(X, ^, .. �) тождественно,

то и Fx (дг, у, ...) = /^(j:, j/, ...) тождественно.
2° Если F(k, I*,...)—сложная функция, т. е.

F(K m...) = O[?(Xf р, ...

то

Действительно, по определению сложной функции для чисел, из

Г, ,*',...) = *

следует

, |х, ...)==v.

Но тогда по доказанной теореме то же верно и для абстрактных
аргументов.

Следует отметить также, что если F(k) = \ для чисел, то ^(л:) = х

для х£Н.
1.37. Исходя из вещественных функций Х + [х, оА (а — веще-

ственное число), X V Н«> в Я можно определить методом, указанным
в 1.34, абстрактные функции х-\-у, <хх, х\/у, т. е. ввести в Я
понятие суммы, произведения на вещественное число, верхней грани.
На основании теоремы 1.36 (а также 1.35) все эти операции обла-

дают обычными свойствами, известными для чисел. В частности,
в Н будут выполнены все аксиомы линейного множества. Проверим,

например, ассоциативность сложения*
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Для вещественных чисел имеет место тождество (X + fi) + v

+ Тогда с помощью теоремы 1.36 и следствия 2°
о сложной функции мы сразу заключаем, что аналогичное тождество

(х-\-у)-\-г = х-\-(у-\-я) верно и для элементов множества //«
Так как #с2, то в нём определено упорядочение. При этом

ясно, что

х =

в том случае, если Х^ ^ ja$ при всех /, для которых е4 > О. Но тогда

определения верхней грани х V У в смысле упорядочения в струк-

туре S и через распространение функции вещественных аргументов

F(k, ja) = X V Р совпадают. Отсюда следует, что неравенству х^у
можно дать и такое определение:

•

х^у означает, что х \/ у = х (причём х V у понимается как рас-

пространённая функция). Таким образом, неравенство выражается
в виде равенства двух функций. А тогда при проверке свойств не-

равенства можно пользоваться теоремой 1.36. В частности, отсюда

следует, что Н есть /С-линеал.
1.38. Пусть х9 Н

Тогда соотношение р(л:, у) = г равносильно |Х€— ^|^в при всех г,
для которых ^>О, причём \\4— ^[ = 6 хоть при одном из этих L

Доказательство. Ясно, что сдвинутые разложения х±ш опре-
деляются таблицами

а неравенство х-*<^у^х* означает, что X, — £-<^<!^-]-£
(если £*>©). При этом если бы во всех этих неравенствах стоял

знак < , то мы имели бы р(х, у) < е.

Отметим, что условие р(ху ^)<s равносильно неравенству

\у
Будем называть разложение ш£2(г) ограниченным, если ш(Х)

отлична от О и от е только на конечном промежутке, т. е. суще-

ствуют >/ и к" такие, что ш(Х/) = О и а>(Х") = £.

1.39. Теорема о плотности Н в 2. Множество конечно-
знойных разложений Н плотно в Q в смысле почти равномерной
сходимости.

Доказательство» Пусть о>£2. Нужно доказать, что суще-

ствуют хп£Н такие, что лгп->ш почти равномерно.
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Пусть сначала a>£Q(£)— ограниченное разложение, т. е. суще-
ствуют X' и X" такие, что а>(Х') = © и а>(Х")=»е. Положим

= «(£ 1*4 )*) (я =1/2,...). (*)

Так как величина [п\] принимает лишь конечное число различных
значений в промежутке (X', X"), то по 1.33 хп— конечнозначное

разложение для е. Далее, из монотонности функции <d(X), очевидно,

следует, что

т. е.

А это означает, что

т. е. р(хп, «)^ —. Таким образом, хп-> ш равномерно.

Пусть теперь ш — произвольный элемент из 2. Возьмём счётное
со

множество попарно дизъюнктных ек £ (S такое, что S еи— 1 и

шд. = £& Л ш € £3 (**) отлично от О и от ^ft только на конечном про-

межутке значений X. В качестве набора элементов ек можно взять,

например, все элементы вида

a)(s-f I) — m(s) E = 0, ±1, ±2, ...)-

Тогда, по доказанному, для каждого к найдутся такие конечнозначные

хкп € 2 (ек)> что хы —* <»к равномерно.
П -> со

Теперь положим

-f- Z1— S ек\]
x S\Sx I )[\ < )[

\\к\<п \ О /J

(а:л — соединение конечного числа хкп и ещё одного элементарного

разложения). Ясно, что хп£Ни при этом если \ k\ ^ п,то ек /\ хп = хкпУ
следовательно, для каждого k, хп —► ш равномерно на ек. По опре-
делению это означает, что хп —► ш почти равномерно, что и тре-

буется доказать.
Замечание 1°. В первой части доказательства хп построены

так, что

1

*) fel — целая часть числа а,
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Тогда во второй части доказательства можно считать, что

L

Составляя хп с помощью соединений, получаем:

Положим е= S Ч- Тогда эти неравенства перепишутся так:

Последними неравенствами мы воспользуемся ниже A.47).
Замечание 2°. Если о>,а/£2 и при этом <о^;а/, то конечно-

значные разложения такие, что хп-> ш и -уи~>о/ почти равномерно,
можно построить с соблюдением неравенства хп^уп-

Действительно, прежде всего заменим <о'(Х) на разложение

эквивалентное ему. Действительно при любых )<г < а2 <

а потому osrsoO. Кроме того, из неравенства <й'(Ьг)^<й(Ь^ при

Хх < Х2 вытекает, что ш(Х)^ш(Х) при всех X.

Воспользуемся теперь доказательством теоремы 1.39. Если ш и

ш — ограниченные разложения, а хп и j^ построены для них так,

как это указано в первой части доказательства (см. формулу (*)), то

ясно, что

при всех л, т. е.

В общем случае нужно взять разложения хп, построенные для ш

в доказательстве теоремы 1.39, и аналогично определить уп для «>,

понимая под еь. общий набор единичных элементов, на которых

(йк
z=z ek Д в> и в)й = ^Лш ограничены. Существование такого об-

щего набора доказывается как в 1.24.

1.4. /Г-пространство разложений единицы. Начнём с распро-

странения непрерывных функций с Я на всё Q. Мы будем форму-
лировать наши результаты для функций двух аргументов, но их

общность для любого числа аргументов будет очевидна.
1.41. Лемма. Пусть F (л, »х) —непрерывная функция веще-

ственных аргументов, а Г (х, у) —распространение этой функ-
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ции на Н. Тогда, если последовательности {хп} и {уп} элементов

из Н почти равномерно сходятся в себе, то {F(xn,yn)} тоже

почти равномерно сходится в себе.

Доказательство. Пусть сначала {хп} и {уп} равномерно
сходятся в себе. Каждое хп и уПУ как конечнозначное разложение,

ограничено по модулю некоторым элементом вида al*), а тогда

из определения равномерной сходимости и 1.38 следует существо-
вание такой постоянной М, что

\хп\> \Уп\^М1 при всех п.

Теперь по заданному е > 0 подбираем модуль непрерывности 8 > О

функции Р(Кр) в квадрате—yWs^X, fis^M, т. е. выбираем 8 так,

чтобы из соотношений

следовало

Тогда no теореме о сохранении соотношений в Н A.36) для х', х",
у', /'£ Н из

\хг —х"\^Ы, |У

следует

Отсюда уже ясно, что [F (хп, уп)} равномерно сходится в себе

(см. 1.38).
Так как доказанный результат применим к любой алгебре Буля,

то легко видеть, что если {хп} и {уп} равномерно сходятся в себе на

некотором г£ (£, то и {F(xn, yn)} равномерно сходится в себе

на этом е (см. 1.35Ь)).
Пусть теперь {хп\ и {уп} сходятся в себе почти равномерно.

Тогда существуют попарно дизъюнктные ек £ 6 (k = 1, 2,...), S^a; = 1»
на которых обе последовательности сходятся равномерно A.24). По

уже доказанному последовательность {F(xn, yn)} равномерно схо-

дится на каждом еъ и, значит, сходится в себе почти равномерно.
На основании теоремы 1.39 о плотности Н в Q и доказанной

сейчас леммы мы можем распространить определение функции F(x,y)
(непрерывной) на всё 2. Именно, пусть x,y£Q. По теореме 1.39

существуют хп,уп£ Н такие, что хп-+ х и уп-+у почти равно-

мерно. Тогда по лемме {F(xn> yn)} сходится почти равномерно в себе,
а следовательно, на основании полноты 2 A.26) существует (единствен-

*) Если х = S (еА, то | х |< max | л, | • J.
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ное) а>£2 такое, что F (хп, уп) -» ш почти равномерно. Положим
iu = F (xt у) и это равенство примем за определение F на 2.

Если одновременно существуют другие последовательности х.п
и у'п (х'п* Уп£Н)> почти равномерно сходящиеся, соответственно,

к х и у, и F (х„, у'п)-*®', то образуя «смешанную» последователь-

ность, F(xvyx), F(x[, у[), F(xtI,y2),... мы сразу получим, что она

сходится благодаря единственности предела A.25, следствие), что

<i/ = o). Таким образом, определение функции F(x9y) однозначно.

Непосредственно из определения функций ясно, что 1.35а) сохра-
няется для любых x,y£Q. Проверим также, что и 1.35Ь) остаётся

верным в 2, а именно:

1.42. Если #£б, a Fe (x, у)—распространение вещественной

функции F (А, р.) на 2 (е), то для любых х, у £ 2

Fe(e/\x, eAy)=eAF(x,y).

Доказательство. Так как Н плотно в 2 (теорема 1.39), то

существуют хп, уп£Н такие, что хп-+х и уп->у почти равно-

мерно. А тогда по 1.27

почти равномерно. Тогда по определению функции Fe, используя еще

1,35 Ь), имеем

\\mFe(e /\xn, e/\уп) =

lime Л ^Un> .У«) = * Л

где предел понимается в смысле почти равномерной сходимости, ч.

и тр. д.
Следствие. Если l=*S*ft» mo

к

Это — прямое следствие из 1.42 и 1.17.

1.43. Теорема о сохранении соотношений в 2. Тео-

рема 1.36 о сохранении соотношений в Н остаётся верной для
любых х, y£Q, если функции Fjf Gj,..., Фj (J s=l, 2) непрерывны.

Доказательство. Пусть

Ft (xt у) = F2 (*, дО, Gt (х, у) = G2 (х, дО,... E)

(xby£Q). Допустим сначала, что можно подобрать хп, уп£Н так,
чтобы хп->х и уп-+у равномерно. Тогда \хп\9 \уп\^М1 при
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всех л. По условию из

F\ (X, fi) = F2 (X, p.), Gj (X, jx) = O2 (X, p,),...

следует Фг (X,|i) = Ф2(Х, [д.). В таком случае с помощью принципа
Больцано легко установить, что по любому е>0 можно подобрать
8е > 0 так, чтобы для точек квадрата —М^ X, [д. ^ М из

следовало

Отсюда, по теореме 1.36, из

будет следовать, что

По ходу доказательства леммы 1.41 мы установили, что при
наших предположениях последовательности

iFj(Xn>yJ}' {Oj(*«O^}.-•(/=!. 2)

сходятся равномерно. Тогда из E) следует, что

^1 {*тУп)— P*(Xwyn) -> О,

Ot (xnj уп)— G2 (д:п, ^я) -> О,

равномерно. Теперь уже ясно, что и Ф1(хп,уп) — Ф2(*
номерно, т. е. Ф\{х,у)^Ф^(х,у).

Переход к общему случаю производится так же, как в 1.41.

Именно, мы на основании доказанного уже легко получаем, что

существует такое разбиение S^= l> чт0 Ф1 (х,у) — Ф%(х,у) на

каждом еъ т. е.

** Л Ф1 (х,у) = ек Л Ф2 (хуу).

Но тогда из 1.17 сразу следует, что Ф, (х9 у) = Ф2 (х,у), ч. и тр. д.

Замечание. После того как теорема о сохранении соотношений

перенесена из Н в 2, в Q автоматически оказываются верными и оба

следствия из неё (см. 1.36). Действительно, эти следствия выводи-

лись из теоремы 1.36 без использования каких-либо специфических
свойств множества Я.

1.44. Так же, как это сделано выше для Н, мы можем теперь

через соответствующие функции ввести в Q понятия х-\-у, ах, х^у>
причём сохранятся все обычные свойства. Таким образом, Q будет
линеаризовано. Нулевым элементом будет О.
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Покажем, что новое определение неравенства х^у для элемен-

тов 2 (т. е. соотношение х\/у = х) равносильно прежнему A.12).
Пусть х^у в смысле старого определения. Подбираем хт уп£Н

и ек£ (S(S^ = 1) так, чтобы хп-*х, уп-*у равномерно на каж-

дом ек и чтобы при этом было хп^уп (см. замечание 2°к теореме 1.39),
т. е. хп = хп\/уп, благодаря совпадению в Н обоих определений

неравенства. Но тогда

хп = хп V уп ""* хУУ почти равномерно,

т. е. х \/у = х, а это означает, что х ^у в смысле нового опреде-
ления.

Обратно, если х^у в новом смысле, а конечнозначные элементы

хп~* х> Уп~*У почти равномерно, то

Но xn\Jуп^уп, где ;> можно понимать в обоих смыслах*). Тогда,
после предельного перехода в неравенстве (на основании 1.25), по-

лучаем х^у в старом смысле.

Доказав равносильность обоих определений неравенств, мы можем

при проверке свойств неравенств пользоваться теоремой 1.43 о со-

хранении соотношений.

Предлагаем читателю в качестве упражнения доказать, что x\Jy
(а также х /\у), определённое обычным способом и через функцию,
совпадают.

1.4Б. Теорема. Множество 2 разложений единицы с введён-
ными в нём линеаризацией и упорядочением является К-простран-
ством.

Доказательство. Нужно проверить, что Q удовлетворяет
пяти аксиомам /С-пространства. Аксиома I содержится в определении

неравенства *>©; аксиомы III и V проверены в 1.13. Проверим
аксиому II*

Из неравенств лг>-0 и у^О для чисел следует х-^-у^О. По

теореме о сохранении соотношений в 2 A.43) то же верно и для

элементов Q. Однако нужно показать, что если х>0 и у>0, то

невозможно х-\-у — О. Но, действительно, в противном случае мы

бы получили —у= х>0, т. е. у и —у одновременно >0. Тогда
по той же теореме 1.43 должно было бы быть^у —0(как для чисел),
что противоречит условию у>0.

Аксиома IV проверяется ещё проще. Если х>0 и а>0, то по

теореме 1.43 алг>-0, но знак равенства исключается по общим

свойствам линейного множества (см. гл. I 1.1, 10)).
Итак, 2 — /С-пространство.

*) Мы используем то, что в И уже доказано совпадение \/ в двух смы-
слах.
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1.46. Для любого х £2 сдвинутый элемент есть xh — x-\-hl%
т. е. операция сдвига имеет простой алгебраический смысл.

Доказательство. Для х£ Н это очевидно, так как

если х = S

Чтобы установить 1.46 для любого л:£ 2, достаточно заметить,

что если хп -* х почти равномерно, то х% -> хь в том же смысле.

Действительно для равномерной сходимости это следует из 1.22 d),
а тогда обычным путём это переносится и на почти равномерную
сходимость.

Теперь, если хп -> х (хп £ Н) почти равномерно, то х% = xn-\-hl -►

-*x-{-hl почти равномерно*), следовательно, благодаря единствен-
ности предела A.25, следствие), л:Л = х+ А1.

1,47, Для любого х £ 2 существуют такие конечнозначные хп £ //,
что хп-+х почти равномерно и

+ -jl)+ **).

Доказательство. Покажем, что требуемому условию удо-
влетворяют те хт которые построены при доказательстве теоремы
1.39 о плотности Яв 9,

В замечании 1° к этой теореме отмечено, что

~ JL

Но

(последнее—на основании 1.46). Аналогично

1—0 Л 0} > S кЛ(

1.5. База /^-пространства 2. В этом пункте мы установим основ-

ной результат настоящего параграфа, именно, мы докажем, что

/(-пространство 2 разложений единицы содержит единицу, а его база

изоморфна исходной алгебре Буля 6. Предварительно проведём не-

который анализ К-пространства 2.

*) Если хп-*х,уп-+у (xntyn6 Я), то хп +уп-> х +у по определению

суммы х +у.
**) Здесь + и _ обозначают, как обычно, положительную и отрицатель-

ную части элементов /(-пространства Q.
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Нулевым элементом 0 £ 2 является разложение { I, т. е.

_

ГОпри Х<0,
^ \l при X > 0.

Тогда согласно определению неравенства л:> О означает, что лг(Х)=а©
при всех Х<0 и л;(Х0)<1 хоть при одном Х0>0,

Выясним смысл дизъюнктности для положительных элементов про-

странства 2. Для л:;>0 введём элемент алгебры 6

и назовем его следом элемента х в алгебре (£.
1.51. а) xdy (лг, у^О) равносильно ехйеу.
Ъ) ех— наименьший из е£ 6, для которых возможно представ-

ление

Доказательство, а) следует из выражения для нижней грани:

(см. доказательство предложения 1.13 (*).
Действительно, соотношение х/\у = О при х, у ^ О равносильно

соотношению х(к)\/уA) = ± для Х>0, что в свою очередь равно-
сильно соотношению

(последнее легко проверяется с помощью дистрибутивности точных

граней. Но соотношение G) равносильно соотношению ех/\еу = О.

Ь) имеем:

/Се\ (О ПРИ ^< О,
w/v

ч/\0// [Се при X > 0.

Если е—любой элемент из (£, для которого выполнено F), то, по

определению соединения разложений, мы получаем для X > 0:

откуда Се^х{1) и, следовательно, C*<*(+0), или > (+)ш
С другой стороны, принимая во внимание, что С*в = х (+ 0)<[л:(Х)

при Х>0, мы аналогичным рассуждением проверяем, что F) выпол-

нено для е = е9.9
1.52. а) Пусть х— любой элемент из 2. Компонента Ош, порож-

даемая х или, что то же самое, порождаемая | х |, состоит из всех

элементов у£ 2, для которых е{у{Ке\х\-
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Ь) 1— единица в 2.

Доказательство, а) В дизъюнктное дополнение элемента х

входят все гу дизъюнктные с х, т. е. для которых e.g^ d e.xl A.51 а))
или *|fi^Ce|CB|. Но компонента Qx есть дизъюнктное дополнение

дизъюнктного дополнения элемента х (см. замечание в 2.11 гл. III).
Следовательно, у £ Qw в том и только в том случае, когда у дизъюнк-
тен каждому г, т. е. когда в\ . d Се. ., или е^ ^ е.

х..

Ь) Так как .1 (-|~0) = О*), то ej — ±; следовательно, по а),
2; = 2, т. е. 1 обладает свойством единицы в 2. В дальнейшем мы

и примем 1 за единицу в 2.

1.БЗ. Основная теорема. Для любой полной алгебры Буля &
база К-пространства 2, составленного из разложений единицы,
изоморфна S.

Доказательство. Пусть i£@. Обозначим через 2в множе-

ство всех *£2, для которых £,-!<>• В частности, в 2е входит раз-

(е
Се\'

1, причём е = е. Но тогда по 1.52а) 2е есть

компонента, порождаемая разложением х*. С другой стороны, так
как в /(-пространстве с единицей каждая компонента порождается

некоторым элементом C.13Ь) гл. III), то по тому же 1.52а) каждая

компонента пространства 2 совпадает с одним из 2е. При этом

если еЛ d* eOi то

следовательно, 2ei^fc2ei. Но если егфе2, то невозможно одновре-
менно ех <>2 и ^2^^i ина основании только что сказанного 2в1 ф 2в2»
Следовательно, соответствие 2е-<—►£ взаимно однозначное. При этом

из е1 <; е2 следует 2в1 <; 2вз и обратно. Таким образом, множество

компонент пространства 2 изоморфно алгебре (£. Отсюда вытекает,

вследствие изоморфизма между булевской алгеброй компонент и ба-

зой /С-пространства с единицей, что база пространства 2 изоморфна
алгебре 6, ч, и тр. д.

1.54. Выясним теперь смысл проектирования в 2. Пусть
Всякое *;> О {х £ 2) можно представить в виде х = S (yt z) —у V
где

О при Х<0,

[е Л х (X)] N/ Се при X> О,

О при А<0,

f e при Х>0.

(8)

*) По определению

/ оприХ<1,
1 (А) 5= { . _

t

II при Х>1.
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Действительно» ясно, что у, z£Q и при этом .у (-И0)> С*, т. е.

еу4^е% следовательно ^£2е. Аналогично z£Qce- Для проверки ра-
венства x—y\/z достаточно показать A.13), что при Х>0

Но, действительно, благодаря дистрибутивности,

Не Ах (к)] V Се} А {[Се Ах (к)] V е) » \х{\) \/ Се) А {х (I) V *}=

Теперь по теореме о единственности представления 2.25 гл. II

заключаем, что

у = Pt9x.

Таким образом, формула (8) позволяет находить проекцию эле-

мента х на любую компоненту.
В частности, из (8) простым подсчетом получается, что

(е
Се\

л л 1 • Проектор

о //э пеРеводящий ^ в ^е» будем обозначать Ре.

Если отождествить единичные элементы пространства Q с соответ-

ствующими им при изоморфизме элементами алгебры (£, то след еХ9
введённый в начале этого пункта (для л:^>0), совпадет со следом ех,

определённым в главе III C.4).
1.Б6. Если снова считать базу пространства Q отождествленной с

исходной алгебройб, то характеристикой (см. 4.1 гл. III) любого элемента

х£Q будет некоторое разложение единицы алгебры (£, т. е. опять

некоторый элемент из 9. Покажем, что семейство {ех}, где ех = ;с(Х),
является характеристикой элемента х, т. е. каждый элемент из Q
является своей собственной характеристикой с точностью до изомор-

физма базы пространсва Q с алгеброй 6.
В настоящем параграфе мы ограничимся случаем, когда *]>О,

а общий случай будет рассмотрен ниже (см. 2.19а)).
Пусть e^

= x(\i), у = Ре х, г = РЖ-е х = A—Ре )х. Тогда по

формуле (8)

Следовательно,

У

1

К Л х (к)]
если t*>-0:

W=

О

х(\)

1

V Се^

при /.<0,

при л>0.

при А<0

при 0 ^)

при X > и
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С другой стороны, ^=4
*°

q^i , т. е.

[ О
С

при КО,

^ при 0<Х

1 при

Таким образом,
(

при всех X, т. е. у = Ре х ^ р.^.
Аналогично проверяется, что z = Pt—e х^р(±—ej. Если

$

то е^ = О и оба неравенства тривиальны. Таким образом, семейство {е^}
является характеристикой для х (ср. гл. III).

§ 2. Расширение /Г-пространств

В настоящем параграфе мы выделим класс /f-гространств, так

называемых расширенных, и укажем процесс, которым каждое

/С-пространство может быть погружено в некоторое расширенное.
2.1. Погружение произвольного /^-пространства с единицей

в ^-пространство разложений единицы. Пусть X—произвольное
/С-пространство с единицей, б (Л*)— его база — полная алгебра
Буля, и 2(^Y) — /С-пространство разложений единицы алгебры Qt(X),
построенное в предыдущем параграфе. Каждому элементу х£Х со-

поставим его хаоактеристику cd£2(A), где <о(Х) = £?. Обозначим

подмножество пространства 2 (X), состоящее из всех характеристик,

через 2'. В дальнейшем мы докажем, что X и Q' изоморфны. Пред-
варительно мы установим некоторые вспомогательные предложения.

2.11. а) Если <o(X) = *f, a/(X) = *ff, где х, у£Х, и если х^у,
то со ^ со' (в том смысле, как это было определено в 2).

Ь) Если со(А) = г?, то шЛ(Х) = *?+м, т. е. е%-\-hi—характери-
стика элемента л;-|-А1.

Доказательство, а) Положим, как в гл. III D.1), для любого

т. е. et (х)— след элемента (XI — х)+. Тогда если х^уу то

еТ (у)-^ *£(*)• Теперь для произвольных Х1<Х8<Ха имеем благо-

даря монотонности характеристик и неравенству B) пункта 4.1 гл. III:

*» Су) < «£ (у) < 4 (х) <

т. е. ш<^ а/.

Ь) Очевидно, если учесть 1.46.
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2.12. Пусть *£(£, Хе— подпространство, порождённое элемен-

том е% х£Х> y-=t\e)x. Так как у£Хв, то для него можно опре-

делить характеристику в Хе, в котором е принято за единицу. Такая

характеристика е[(у) может быть определена по формуле

Доказательство. По 3.23с) гл. III элементы е /\е*£ЩХе).
Имеем (см. 2.32 d), 2.22 е) —f) и 3.23 а) гл. III):

{е Л е?)у = (е) (е?) х < (е) (X*f) = X (е Л О.

т. е. проектор (е /\ еу) удовлетворяет первому из неравенств A)
пункта 4.1 гл. III, определяющих характеристику. Аналогично про*
веряется и второе из неравенств.

2.13. (Обратное к 2.11а)). При тех же обозначениях, что в 2.11а),
из а>О' следует х^у.

Доказательство. Допустим, что х^у. По лемме 3.51 гл. III

существует такой го£б, что

По теореме 3.52 гл. III существуют е£О,(Хв) (е>0) и число

а > 0 такие, что х* >У -}- ае. Положим к" = (е) х% у" = (е)у. Тогда
по свойствам проекторов

Обозначим через <ов и <ов характеристики элементов х и у" (соот-
ветственно) в подпространстве Хе (в котором е принято за единицу).
Тогда по 2.11а)— b) o)e^-(o)e)a. Но из неравенства <о^а>' следует,
что шв<^а>в (см. 2.12 и определение неравенства для разложений).
Сопоставляя с предыдущим неравенством, мы получаем, что (<»в)аОв-

Пусть теперь Х2< Xj < Х2+ <*■ Тогда щ (^^(а'е)* (Х2 + а) = <&'е (Х2).
Отсюда следует, что <о'в (Х2) = о>е (Х2) и, следовательно, получаем, что

щ(к) = const (—оо<Х<оо), что невозможно.

Следствие. Соответствие между элементами пространства X и

их характеристиками
— взаимно однозначное, сохраняющее упорядо-

чение.

2.14. Если <о — характеристика элемента х, то <в+ = <о V О—харак-
теристика элемента д:+, а — ш.=шЛО—характеристика эле-

мента х_.

Доказательство. По определению символа V в Q,

0 приХ<0'

ш(Х) при Х>0.
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Для доказательства предложения 2.14 достаточно проверить неравен*
ства A) пункта 4.1 гл. III для Х>0, так как для Х<0 они оче-

видны. Обозначим через Рх проектор (ш+ (X)) == (со (X)). Тогда, по

определению характеристики элемента х, Рхх4^1а>(\) или

Но так как Pxx+dPxX~, то отсюда сразу следует, что

<Хш+(Х)*).
С другой стороны, )

или

B -Рх) х+-A-РО х. >X [1 _ш+ (X)]

и, опять благодаря дизъюнктности элементов в левой части,

A—Л)*+> И*—•+(*)]•

Аналогично проверяется второе из утверждений 2.14.
2.15. Назовём элемент х£Х конечнозначным, если он представим

п

в виде # = 2^Л> гДе *<€®(^0« ^Ри этом всегда можно предпола-
1

гать, что eidej при гф-j и S^=l. Характеристика такого конечно-

значного элемента эквивалентна конечнозначному разложению единицы

и, обратно, каждое конечнозначное разложение такого вида является
п

характеристикой единственного конечнозначного элемента х = 2^^
г

Таким образом, множество конечнозначных разложений единицы Яс9',
а соответствие между элементами х£Х и их характеристиками по-

рождает взаимно однозначное соответствие между множеством конечно-

значных элементов пространства X и множеством Н. При этом из

определения основных операций в Н сразу следует, что это соответ-

ствие— изоморфизм (см. 1.37).
2.16. Лемма. Пусть хп (п = 1, 2,...) —конечнозначные эле-

менты пространства X, ограниченные в совокупности в X,

о>л(Х)я=е^»—их характеристики и а>»-—*<o£Q(JQ почти равно-

мерно. Тогда существует такой элемент х£Х, что xnJ^Lx и

в>—характеристика для х*

*) Если .у—<г<ии>0 nydz, то проектируя обе части неравенства на

подпространство Хву, получим у < Рг и < и.



136 РАСШИРЕНИЕ ЛГ-ПРОСТРАНСТВ (ГЛ. IV

Доказательство. По определению почти равномерной схо-

димости существуют ек£(£ такие, что Sek — ± и дап—>ш равно-

мерно на каждом ек. Положим

х%=(ек)хп.
Это означает, что (см. 3.23а) гл. III)

если ^ =2Vb то *я = 2**(**Л*<)»
1 1

т. е. х*— конечнозначные элементы компоненты Хек> порождён-
ной элементом ек. Если ек принять за единицу в Хе , то характе-

ристика для Хп в Хе по 2.12 эквивалентна ек Л ^пМ- Тогда по 1.38

Вследствие полноты /(-пространства существует xW£Xe]t такой,

что х\ -^ *(*). Так как все хп в совокупности ограничены: \хп

то | xW | ^ (ек)у <!j;, т. е. xW тоже ограничены в совокупности, сле-

довательно, имеет смысл х = S*^ 6 X* При этом по признаку

сходимости 3.53 гл. III хп —* х.

С другой стороны, по определению элементов

где гм->0.

Это неравенство равносильно такому:

Пусть а/ — характеристика для х. Тогда ек/\(й' — характеристика
для xW в Хек. По 2.11а) неравенство между элементами переносится
на их характеристики, следовательно, B.11Ь) и 2.12)

Ч Л (вO)"*11 <^Л»«<*лЛ(<Otfb
т. е. с(е*Л<я>п» ^ Л ш/)<^ sw Тогда сом-v ш7 почти равномерно.
Вслепствие единственности предела в пространстве разложений отсюда

следует, что со' = со.

Таким образом, лемма показана.

2.17. Лемма, Для каждого х £ X существует последователь-*
(О)

ность таких конечнозначных элементов хп
—* х% что последова-

тельность их характеристик сходится почти равномерно
к характеристике элемента х. При этом хп можно выбрать так,

чт0 — х_ < хп < (х-f-i 1) ь,
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Доказательство. Пусть со — характеристика элемента х.

По теореме о плотности множества И в 2 существуют такие конечно-

значные шЛ £ Я, что о>я-*а> почти равномерно, и при этчм оЛ
можно считать ограниченными в совокупности A.47), точнее (оДО<

<<fl»<(a) +71)V°« Но (со + ^ ^) V О — характеристика

для (х-\ 1)+, а о Л О—характеристика для —дс_ B.lib) и

2.14); тогда конечнозначные элементы хл £ Ху характеристиками

которых служат <оЯ1 по 2.13 удовлетворяют неравенствам—лг_ ^

-^•Яц^ОН—1) + ^ (х +1)+» и> значит, ограничены в совокуп-

ности. По предыдущей лемме B.16) существует у=(о)-\\тхп и

ш— характеристика для у. Но вследствие взаимной однозначности
соответствия между элементами и их характеристиками^ = х, ч.и тр. д.

2.18. Теорема о погружении /(-пространства с еди-

ницей. Всякое К-пространство с единицей изоморфно норлпль-
ному подпространству 2' d 2 (X), причём 2' полно в Q(X) *).
Этот изоморфизм осуществляется сопоставлением каждому эле-

менту х £ X его характеристики.
Доказательство. Однозначность соответствия между X и Q"

и сохранение при этом упорядочения уже установлены в 2.13. Про-

верим соответствие линейных операций.

Пусть г = #4-.у» о) и со' — характеристики элементов хну
(соответственно), <о* = со -4- а/. По лемме 2.17 существуют конечно-

(о) (о)
значные элементы хп

—* ху уп
—> у такие, что их характеристики

соответственно аOг-*а), о/^-хо7 почти равномерно. Но вследствие

изоморфизма между Н и множеством конечнозначных элементов <х>п -j-
+ о>'п есть характеристика суммы хп-\-уп. По определению суммы
в Q(X), а>Л-|--о)/л"->а) + а)' почти равномерно; в то же время хп-\-

+ Уп "-* *• Тогда по лемме 2.16 со -j- ш' есть характеристика для z.

Аналогично проверяется, что при любом вещественном а разложе-
ние аш есть характеристика для ах. Таким образом, изоморфизм

между ^ и 2' доказан. Отсюда следует, что 2'—подпространство
пространства 2 (X). Докажем, что 2' — нормальное подпространство.

Пусть сначала 0<>'О, где о £ 2', со7 £ 2 (X). Покажем,
что а/ £ 2'. По теореме о плотности множества Н в 2 A.39) суще-

ствуют <оп, о>'п £ Н такие, что <ow -> a>, ш^ -> а/ почти равномерно, и

при этом по 1.47 а>'п можно считать ограниченными в совокупности,

именно, a^^a/ -f-l-O-J-i. Но % суть характеристики некоторых
конечнозначных элементов уп £ X, а <о—характеристика элемента

х £ А!'; следовательно, благодаря изоморфизму между характеристи-

'*) «Полно» в смысле определения 2.21 гл. II.
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ками и элементами, 0<#ул<д:+ 1. А тогда по лемме 2.16

Ун
~~*

У 6 X и со' — характеристика для у, т* е. а/ £ 2'.

Пусть теперь 0<|ш'|<|ш|, причём ш £ 2'. Это означает, что

со—характеристика некоторого je £ -Y. Но тогда по 2.14 |а>| = <0+4~
-}-<»-—характеристика для |л:| = *+4-#- (благодаря уже доказан-

ному изоморфизму между X и 2')> т. е. |<р| ([ 2'. Следовательно,

<о'| £ 2', тогда о)^, о>_1£ 9' (так как 0<ш|, <о1<|а>'|), и, значит,

г«'=о)|—а>1€2'.
Нормальность подпространства 2' доказана»

Так как единица 1 £ 2 (<Y) является характеристикой для 1 £ ЛГ,
то 1 £ 2', и, следовательно, в 2 (X) не может существовать ни

одного ш^Ь09 который был бы дизъюнктен 2'. Следовательно, 2'

полно в 2 {X).
2.19. а) Следствие 1. Если в К-пространстве 2, построен-

ном по заданной алгебре Буля 6, база 6 B) отождествлена с 6,
то любой элемент х £ 2 является своей характеристикой.

Доказательство. В 1.55 это уже доказано прямым подсчё-
том для #;>©. Пусть теперь х—произвольный элемент простран-

ства 2 и со— его характеристика. По изоморфизму между элемен-

тами и их характеристиками » = ш+
—

ш_, где ш+, о.—характе-

ристики элементов лг+, *_ (соответственно). По уже доказанному
в 1.55 а)+=л:+, со_=;с__, а тогда <а = х, ч. и тр. д.

Ь) Следствие % В любом К-пространстве X с единицей
среди характеристик его элементов встречаются всевозможные

ограниченные разложения единицы. При этом такие разложения

суть характеристики ограниченных элементов пространства X

C.6 гл. III).
Доказательство. Пусть 2'— образ пространства X в 2(X)

при установленном выше изоморфизме. Возьмём такое ш £ Q (X),
что <о(Х') = ©, a>(X")=s±. Тогда по определению неравенства в 2

Х710 <>/'!.

Но VI, Х"! £2' как характеристики элементов А/1 и Х ,а тогда

по нормальности подпространства 2' и <о£27, т. е. со — характери-
стика некоторого х£Х и при этом

2.2. Расширенные /f-пространства.
Определение, /(-пространство называется расширенным, «ели

оно есть пространство с единицей и среди характеристик его эле-

ментов встречаются все разложения его единицы.

Пространство 2, построенное в предыдущем параграфе по задан-

ной базе 6, является расширенным. Это следует сразу из 2.19а),
так как любой элемент из 2 является своей характеристикой с точ-
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ностью до изоморфизма базы пространства Q с 6, а среди элемен-
тов пространства 2 встречаются все разложения единицы. Теорема
о погружении 2.18 частично оправдывает название «расширенное»,
которое ниже будет обосновано полностью.

Если /(-пространство X—расширенное, то при погружении его

в Q(X) его образ 2' = 2 (Л). Таким образом, кажд^ расширенное
пространство изоморфно АГ-пространству, составленному по некото-

рой полной алгебре Буля из разложений ее единицы. Поэтому при

изучении расширенных /(-пространств можно ограничиться /^-про-
странствами типа 2.

Установим некоторые свойства расширенных пространств.
2.21. Если X и Y— расширенные К-пространства и их базы

изоморфны между собой, то и они сами тоже изоморфны. Изомор-
физм осуществляется, если сопоставить друг с другом элементы,

характеристики которых совпадают с точностью до изоморфизма баз

Ъ и @(У).
Действительно, при таком сопоставлении X изоморфно Q(X),

Q(X) изоморфно 2 (У), а 2 (К) изоморфно Y.

Отсюда, очевидно, вытекает, что подпространства ограниченных
элементов пространств X и Y изоморфны между собой.

2.22. Компонента расширенного /С-пространства тоже—расширен-
ное /(-пространство.

Доказательство. ПустьX1— компонента расширенного/С-про-
странства X, е = Ргх, 1; е примем за единицу в X'.

Пусть (о £ 2 {ё)у возьмём любое да' £ 2 A — е). Тогда да* =

= S((o,a)') £2, т.е. да* является характеристикой некоторого х£Х.
Но по 2.12 ш = ^Дш* будет характеристикой для Ртх'Х^Х' и

так как ш— произвольный элемент из 2(е), то X' — расширенное
/С-пространство.

2.23. Полное соединение расширенных tf-пространств есть рас-
ширенное /(-пространство.

Доказательство. Пусть X=SaXa, где Ха—расширенные

/(-пространства. Каждое Хл есть некоторое Qe, построенное по

базе (Sa. Пусть 6 = S©«— полное соединение алгебр (£в (см. 1. 3 гл. III).
Любое разложение ш (X) единицы алгебры E можно представить в виде

о = S^(leA<o), где 1в— единица алгебры (Sa, и, следовательно,

со £ S 2в = X. Таким образом, пространство X— расширенное.

2.24. Теоремаа(признак расширенности). Для того что-

бы К-пространство было расширенным, необходимо и достаточно,
чтобы любое множество его попарно дизъюнктных элементов было

ограничено.

Доказательство, а) Необходимость. Пусть А'— расши-
ренное /f-пространство; можно считать, что X есть некоторое Q,
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построенное по базе (§. Пусть ш^ £ Q E £ S) и a^dco, при £ :£ i\. He

ограничивая общности, можно считать, что ш.;> 0. Положим е'к = (ш^)!.
Тогда £*, как единичный элемент пространства Q, имеет вид

При этом *„ попарно дизъюнктны. Положим <оГ = ^ Л^ . Тогда

Теперь составим соединение

• = §{§<*. О*\,
где 0* —нулевой элемент из 2A— S^)- По построению (о

Покажем, что со^ш при всех $£S. Для этого достаточно установить,
что ш (X) ^ <о^ (X) при X > 0.

Так как Се^йт^ то A.51а)) след элемента Cel, равный Се^у
дизъюнктен с С^ (-{- 0), т. е.

«6( + 0)>О6. A)
Тогда, основываясь на неравенстве A) и монотонности т (X), имеем

при Х>0:

t) TJ

== S {«бЛ«еW, S [^ Л«ч Wl, 1 —S^ 1 <

^

b) Достаточность. Прежде всего покажем, что если в К про-
странстве X выполнено условие теоремы, то X содержит единицу.
Действительно, во всяком случае, X может быть разложено на под-

пространства Ха с единицей (теорема 3.31 гл. ЦТ). Пусть 1в—еди-

ница подпространства Ха. Так как все 1а попарно дизъюнктны, то

в X существует sup la. А так как система компонент Ха полна

в Х% то элемент 1 = sup ±a обладает свойством единицы в X.

Отобразим ^в 2(X) и покажем, что его образ исчерпывает все

Q(X).
Пусть о>—любое разложение 1. Положим

en = v(n)—ш(Л— 1) (л = 0, =Ы, ±2,...).

Тогда еп попарно дизъюнктны и S*»0!* Обозначим через Хп

компоненту пространства Х% порождённую элементом еп. Имеем

^ti — enA^£Q(en) и при этом шЛ(Х)=:О при \< п—1, (оп(к) = еп
при X > п. Следовательно B.19 Ь)), ш есть характеристика некото-
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рого хп£Хю вычисленная в Хп (где единицей служит еп). Но так

как хп попарно дизъюнктны, то в ^ существует элемент х = Sxn.
При этом очевидно, что характеристика этого элемента х равна

<§а)Л = <о, т. е. ю^Й'*).
Теорема полностью доказана.

Из доказанной теоремы сразу ясно, что пространстваS ns —рас-

ширенные, так как они, очевидно, удовлетворяют условию этой

теоремы.
2.25. Лемма. Пусть X—расширенное К-пространство, ком-

поненты Ха образуют его разложение, хп £Х, хп = $аХп, где

и А-»^^ х* при каждом а. Тогда

Доказательство. При каждом а последовательность {*£}
ограничена в Ха и ya = sup\xl\ попарно дизъюнктны. Тогда, по

теореме 2.24, существует у = S^« € X. При этом | хп \<^У ПРИ вс^х «•

По той же теореме существует x = Sx«.
По признаку сходимости C.53, гл. III) для каждого а существуют

такие *L,/4(*e = PrXal), что (<*,) |д^—^|<sl (при
При этом

Если положить ^ = Sei a.
т0 B.21 g) гл. Ш)

a

При этом

sup ^ = sup *
a
= sup ел

= 1,
я n, a a

а тогда, по тому же признаку сходимости, х„—•> х, ч. и тр. д.

2.26. В расширенных АГ-пространствах в условиях признаков

(о)-сходимости 3.53 и 4.18 гл. III можно опустить требование огра-
ниченности последовательности {хп}. Ограниченность будет следо-

вать из основного условия признаков.
В 3.53 достаточно рассмотреть случай, когда устанавливается

сходимость к нулю.

Пусть для некоторого е > 0 существуют единичные элементы

e%nf±, для которых

*) Действ дельно, (<ow(X))xrt<X»w(/) при всех л. Беря соединения по п,

получаем B.21 g) гл. Ill):

(<* (Ц) x**S {(«t (X)) х} = S {("n (^)) xn} < aS [сол (X)J = Хш (X).
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Положим еп = ешп—*• _, (л > 1), ег = е\. Тогда 1 — S*n- При
любом п и

Отсюда следует, так как элементов х1э,.., хПш1—конечное число,
что

По теореме 2.24 существует у = supj>e < + оо. Ясно, что

т. е. *Л ограничены в совокупности.
Так как теорема 4.18 гл. III сводится к теореме 3.53 той же

главы без использования ограниченности, то каше утверждение верно
и для 4.18.

2.3. О неограниченных множествах в расширенных пространствах.
Установим некоторые вспомогательные предложения, которыми мы восполь-

зуемся в дальнейлем.

2.31. Пусть <V—расширенное /С-пространство, ха£Х (а£А), и при этом

sup хл = + оо. Тогда существует единичный элемент е0 > О (е0 £ (£ (X)), для

которого при любом k

sup [(eQ) xa Д **о] =^о- B)

Доказательство. Пусть ша(Х) — характеристика элемента xat Ц)
= infa)a(X). Функция а) (А), очевидно, монотонна и ,

inf о> (X) = О. Если бы

supto(X) = l, то о> (X) было бы характеристикой некоторого д: С А'и при этом
выполнялось бы неравенство х«^.х при всех а, что противоречит неогра-
ниченности множества {*«}. Итак, sup со (X) = е <1. Положим е0 == 1—£
и покажем, что е$

— искомый единичный элемент.
Положим

Характеристика элемента х^ в подпространстве XeQt порождённомединич*

ным элементом е0 (если eQ принять за единицу в Хво), имеет вид о>^ = е0 Д a>a>
а характеристику о/ для 8ир(^ДА^в) легко определить через характери-

стики элементов х'а и fce . Именно, при Х<£,

J (X) = inf К (X) V *х (Ле0)] = inf К W V О] = Ш [е0 Д u»a (X)]»

= ^0Д inf <oa (X) = ^о Л »(^) < ^о Л A — ^о) » О>
a

т. е. ^(Х)^©. При Х>£ аналогично

a»7 (X)=x inf К (W*ol= По-

следовательно, <о'(Х) совпадает с характеристикой для ке& чем и доказы-

вается равенство B)«
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Замечание. Если все ха > о, то из B) вытекает более простое равен*
ство

Действительно, (^0)xa<j:a; поэтому

ke0 = sup [(*о) х* Л keo)< SUP

В /^-пространстве измеримых функций 5 предложение 2.31 означает три*
виальный факт, а именно: если множество функций xa(t) не имеет конечной
почти всюду верхней границы, то supAra(/;= -f-oo на множестве положи-

и

тельной меры, которое играет роль е0.
2.32. Пусть Л" и ха£Х удовлетворяют всем условиям предложения 2.31,

а е0 — единичный элемент, для которого выполнено B) при любом k. Пусть
у — любой элемент из X. Тогда при любом k

sup [(*о) (*<х —у) Л keQ\ = **о-
a

Доказательство. Допустим, что при некотором kQ

sup [(^о) (*a —У) Л ^o^ol < Vo— *> C)
a

где г?>0. При этом можно считать, что z^X6q9 так как в противном слу-

чае, z можно было бы заменить на (eo)z. По теореме 3.52 гл. III найдутся
^>О и y>0 такие, что т^О. Тогда *' б Хво, следовательно, е'*Се0.

Так как для характеристики е\ имеем вир(/Д^^) = ^ , то при неко-

тором ?i>0 еР = е'/\е%>0. Применяя проектор (е")\а обеим частям нера-
венства C) и пользуясь известными нам свойствами проекторов, получаем:

sup {[(*") ха— (е")у) ДV} <V

Отсюда, так как {е")у*^\е" (по определению характеристики) й

получаем:

sup {[(*") дга -
а

или, вынося — Ъе" из-под знака sup и Д:

а

Но B) предположено выполненным при любом k, А тогда

sup {(<>") дга Д (Ль + *) ^} = (*Ь + >0 ^
a

и из предыдущего неравенства получаем: koe"^{kQ — i)e", что прие">0
невозможно.

Замечание. Если j><*a при всех а, то в формулировке предложе-
ния 2.32 можно отбросить проектор (е0), т. е. можно утверждать» что

sup [(ха —у) Л keQ] = keo.
a

Проверяется так же, как замечание к 2.31.
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2.33. Пусть X и х^Х удовлетворяют тем же условиям, что и в 2,31.
Тогда существует единичный элемент е0>О, для которого

SUP [(^о) (*а— Х$) Л k4\ = ke0 D)
а

при любых р £ А и k.
Доказательство. Есл и е0

— элемент, существование которого дока-
зано в 2.31, то на основании 2.32 при каждом у = Хо он же удовлетворяет
условию D).

2.34. Если X—расширенное /(-пространство и д:,,/ + оо (хп£Х),то
существует е0 £ Gr (X), е0 > О, для которого

lim [(хп — хт) Д fce0] = ke0
П-»ОО

при любых т = 1, 2,... и к.
Доказательство. В 2.33 доказано существование е§ > О, для кото-

рого
sup \(е0) (*п —

при любых т и Л. Так как хп образуют монотонную последовательность,
то в левой части равенства sup можно заменить на sup; но тогда хп

—хт^О
п п^т

и оператор (е0), согласно замечанию к 2.32, можно отбросить. Таким обра-
зом, мы получим:

sup 1(хп—хт)/\кео] = кеОу

откуда сразу следует наше утверждение.

2*4. Расширение А'-пространств.
Определение. Пусть X и Y—два /(-пространства. Y назы-

вается расширением пространства Ху если X изоморфно нормаль-

ному подпространству Y'czY, полному в К.

2.41. Если X—/(-пространство с единицей, a Y—его расшире-

ние, то в К существует бесконечное множество элементов, обладаю-

щих свойством единицы. При этом, независимо от выбора единицы
в К, базы пространств X и Y изоморфны между собой.

Доказательство. По определению расширения, X изоморфно

нормальному подпространству Y' а К, полному в К. Пусть у = <р (д:) —
этот изоморфизм. Ясно, что 1г = ?Aх) обладает свойством еди-

ницы в Y'; таким образом, компонента пространства К', порожден-
ная элементом 1г, совпадает с К', а тогда, вследствие полноты

Y'bY4 ±t—единица в К.

Далее независимо от выбора единицы в Y булевские алгебры
компонент пространств X п Y' изоморфны между собой B.12 гл. III).
Каждая компонента пространства Y1 порождает компоненту про-
странства К, причём это соответствие между компонентами пространств
Yr и Y—изоморфизм. Но множество компонент /(-пространства
с единицей изоморфно его базе, и, таким образом, изоморфизм баз

пространств X и Y установлен.
2.42. Каждое /(-пространство X обладает расширением, являю-

щимся расширенным /(-пространством.
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Доказательство. Для случая, когда X есть ^-пространство
с единицей, это доказано в теореме о погружении 2.18. Пусть ЛТ—

произвольное /(-пространство. Разложим его на подпространства Хи
с единицей. Для каждого А'в построим расширенное пространство

Qa — Q(Xa). Их полное соединение 2 = 5^в> по 2*23> тоже— рас-

ширенное /(-пространство. Докажем, что оно является расширением

пространства X.

Каждый элемент х£Х имеет вид х=г$хаУ где ха£Ха. Пусть
ша
—характеристики для ха в Ха; тогда элементу х сопоставим раз-

ложение <o = Sa)a€^ Ясно, что это соответствие устанавливает

изоморфизм между X и некоторым множеством Q'czQ. Проверим,
что 2'—нормальное подпространство пространства 2. Для этого

достаточно проверить, что 2' удовлетворяет условию нормальности
1.25 гл. II.

Пустьо>£2, ш'£2' и |а>|<|«'|. Тогда ш = S<»e, <o' = S% (»e,
а/£2а) и при этом | <»в | <! | а£ |. То, что а/£2', означает, что каж-

дое «/ является характеристикой некоторого х'л£Ха% причём Sx'a€*.
Но образ Ха в 2в— нормальное подпространство пространства 2а,
поэтому ша входит в этот образ, т. е. сов— характеристика некото-

рого ха£Ха. При этом |^в|<[|^|; а тогда существует x=Sx*£X
и со — его образ в Q, т. е. ш£2/.

Проверим полноту 2' в 2. Пусть ш£2 и <od2'. Но (o^S^aJ

следовательно, каждое a>a дизъюнктно образу пространства Ха в Qa
и вследствие полноты этого образа a>a = 0. Отсюда и а> = 0.

2.43. Для любого АГ-пространства X существует такое расши-

ренное АГ-пространство, которое является расширением любого рас*

ширения пространства X (в частности, самого X).
Доказательство. Если X—/С-пространство с единицей, то

требуемым свойством обладает 2 (X). Действительно, если К—любое

расширение пространства -Y, то по 2.41 базы пространств X и )е

изоморфны, а тогда Q(X) является расширением для Y по теореме

о погружении B.18).
Если X—произвольное /^-пространство, то требуемым свойством

обладает /С-пространство 2, построенное при доказательстве предло-
жения 2.42. Действительно, пусть Y— расширение пространства X.

Для простоты отождествим между собой элементы проаранств X и

К, соответствующие друг лругу при изоморфизме между Хи Y'aY*
Обозначим через Ya наименьшую компоненту пространства К содер-
жащую Ха. Компоненты Ка образуют разложение пространства К,
а так как базы Хл и Yn изоморфны, то 2(Ka) = 2a. Следовательно,
по построению в 2.42 2—расширение пространства Y.

2.44. Если два расширенных /С-просгранства являются расширениями
одного и того же /(-пространства X, то они изоморфны между собой.
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Доказательство. Достаточно доказать, что всякое расши-

рение Y /С-пространства ЛГ, являющееся расширенным пространством,

изоморфно тому расширению пространства X, существование кото-

рого доказано в 2.43. Обозначим последнее через 2. По 2.43 2—

расширение пространства К, следовательно, по 2.41 базы у Г и 2

изоморфны между собой. Тогда изоморфизм пространств К и 2

вытекает из 2.21.

Определение. Расширение /С-пространства X, являющееся

расширенным пространством, называется максимальным расширением

пространства X.

Доказанное в 2.43 и 2.44 может быть теперь сформулировано
в виде следующей теоремы:

2.45. Теорема о максимальном расширении. Для любо*

го К-пространства X существует его максимальное расширение,

определяемое единственным образом с точностью до изоморфизма.
Это максимальное расширение является расширением любого рас-
ширения пространства X.

Если X содержит единицу, то его максимальным расширением
является К-пространство 2 (X), составленное из разложений еди-
ницы. При этом каждому элементу х в Q(X) сопоставляется

его характеристика.

§ 3. Непрерывные функции в /^-пространствах

3.1. Определение и (о)-непрерывность функций.
3.11. В § 1 мы показали, что в пространстве 2 разложений еди-

ницы алгебры Буля 6 можно считать определённой любую функцию
F(x,y, • • •)>если F(^> У-у • • .)"~"ве1Дественная непрерывная функция. По
теореме 2.45 любое /С-пространство X изоморфно подпространству fi'

некоторого 2. Пусть соответствие х <—>ш = х (х£Х, о> £ Q') осуще-
ствляет этот изоморфизм. Функцию F(x,yt ... ) естественно считать

определённой и в X, если положить F(x, у, . ..) равным тому эле-

менту х' £Х, для которого

Однако, если образ пространства X не исчерпывает всё 2, то функ-
ция F{x,y,...) при этом может быть определена не для всех

х, y,L.. Именно, F(x, у9 .. �) не будет иметь смысла в X, если

F(x,y,... ) £2 \2/. Если же X—расширенное /С-пространство,
то наше определение функции F(x9 у, ... ) имеет смысл для любых

значений аргументов.
Теорема 1.43 о сохранении соотношений в 2 остаётся верной

и в Ху если дополнительно предположить, что рассматриваемые
функции имеют смысл в X.

Погружение -Y в 2 вообще возможно осуществить разными спо-

собами; способ погружения зависит от способа разложения про-
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странства X на подпространства с единицей и от выбора единицы

в каждом из них. Каждому способу соответствует своё определение

функции F (я, у, ... ). В частностие для /С-пространства с единицей

определение функции зависит от выбора единицы, так как от выбора
единицы зависит характеристика любого элемента *).

Например, если 1 — единица в X, то элемент 1' = 21 имеет

характеристикой элементарное разложение I I. Следовательно, так

как FI I = ( . 1 , то F(l') « F B) 1. Если же за единицу при-

нять 1', то его характеристикой будет ( I, а отсюда F A')»

F(l)±' 2F(l)±) )
Ниже мы увидим, что определение однородных функций первой

степени не зависит от выбора единицы.

Для простоты дальнейшее изложение будем вести для функций
двух аргументов.

3.12. Пусть F(k, |х) — вещественная непрерывная функция, а

max

Тогда если | <о |< al, |С|<01 (», С62)» то

Доказательство. Мы знаем, что при проверке неравенств

можно пользоваться теоремой о сохранении соотношений в 9 A*44).
А тогда наше предложение

— прямое следствие этой теоремы.
3.13. Если X—/С-пространство с единицей, то функция F(x7y)

имеет смысл для любых ограниченных элементов. В частности, если

Доказательство. Из 3.12 следует, что если х%у
— ограни-

ченные элементы пространства X (а тогда л:, у
—

ограниченные эле-

менты пространства Q), то F_(x>у) — тоже ограниченный элемент

в Q. Но это означает, что F(x, у)—разложение, отличное от О и

"I только на конечном промежутке **), т. е. ограниченное разложение.
По 2.19Ь) такое разложение встречается^среди характеристик эле-

ментов пространства X, следовательно, F (х7 у) £ 2'. А тогда F (л:, у)
имеет смысл. Неравенство jF(хуу) |<MVtsi уже доказано в 3.12.

*) Мы всё время подразумеваем, что погружение /(-пространства X
с единицей в Q (X) осуществлено сопоставлением элементам их характе-

ристик.

**) Если |u>|<Att, то 0)(Х) = О при Х<—М и ш (X) = 1 при
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ЗЛ4. Пусть X—/^-пространство с единицей, e£Qi(X)9 Xe — ком-

понента, порожденная элементом е. Обозначим через Fe функцию,
определяемую вещественной функцией F (X, ja) в Хе как в самостоя-

тельном пространстве (с е в качестве единицы). Тогда если х,у таковы,
что F(x, у) принадлежит X, то

Доказательство. Функцию Fe можно рассматривать на всём

2(е); в частности, в Q (е) имеет смысл Fe[(e)xy (e)y] (как выше х

обозначает элемент 2, соответствующий х£Х). Нужно показать, что

характеристика элемента (e)[F(x,у)] в Хе совпадает с Fe[(e)x, (e)y].
Но по 2.12

а тогда требуемое равенство характеристик содержится в 1.42.
Следствие. Если 1=*S**, T0

к

F(x,y) = SFe l(ek)x,(ek)y).
к Ь

Вытекает сразу из доказанного предложения так как х =*${(ек)х]
для любого х£Х.

3.16. Теорема об (о)-непрерывности функций. Если

X—расширенное К-пространство, a F(x,y)—непрерывная функ-
ция, определённая в X, то из хп —► х, уп

—+ у следует, что

Доказательство. Последовательности \хп) и {уп} ограничены:

\хп\, \уя\<*€Х- Положим ek = el— el^x{k=\, 2,...)- Тогда

(eK)z*Ckek и, тем более,

I (ek) хп | < kek, | (ек)уп | < keh.

В таком случае, по 3.13,

хПУ (ек)уп] < Мь кск. E)

По е>0 и ^=1,2,... найдём модуль непрерывности о^'} функции
F(X, ji) в квадрате —k <;X, {а<А. Затем на основании признака

сходимости 3.53 гл. III найдём единичные элементы е*п /* ек, зави-
сящие от е и А, такие, что при т^п

*) Без индекса е эта формула не верна, а именно, имеет место равенство
F Не) х, (е)у] = (е) [F (х, у)) + F @,0) A— е).
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Тогда, по определению модуля непрерывности и по теореме о сохра-
нении соотношений, применённой к Хв*:

! /V Wn) xm, (e*n)ym]—Fe* Це"п) х, {е„)у\ | < ее*п.
П П

Иначе, используя 3.14 для X— Х&к и е = е*п, это неравенство можно

представить так:

(^п). Последнее вместе с E) означает, что для последователь-

ности значений функции [Fekl(ek)xn, (ек)Уп\) выполнены условия

упомянутого признака (о)-сходимости, т. е.

или

Но S^fc^l (так как •2Г>*®> то можно считать <>0==О). А тогда

заключение теоремы следует сразу из леммы 2.25.

3.16. Замечание. Если X—не расширенное пространство, то

теорема 3.15 остаётся верной при дополнительном предположении,

что {F(xn, yn)} ограничены в совокупности в X. Тогда F(x> у)
имеет смысл в X и

Действительно, пусть 2—максимальное расширение простран-
ства X, а 2'—образ Л' в 2. Во всяком случае, по доказанной тео-

реме, F(xn,yn)(^ F(x,y). Но по 1.27d) гл. II F(x,y)£Q' и

(о)-сходи.мость F (хп,уп) к F (х} у) имеет место и в 2', т. е. F(xn9yn) ^*

-»F(x,y) вХ.

3.2. Монотонные функции. Пусть F(l) — строго возрастающая непре-
рывная вещественная функция от вещественного аргумента и

Iim F(k)*=A, iim

Если А п В конечны, то соответствующая функция F(x) имеет смысл для

любого х £ X даже и в не расширенном /Г-простраистве с единицей, так как

по теореме о сохранении соотношений 1.43 А1 <; F (л?)<! ВI. при всех х.

Точнее, если А и В конечны, то для любого х £ X

Al<F(x)<B%.

Действительно, подберём единичные элементы еп/\ так, чтобы

*) За еп можно взять значение е\*] характеристики |дг|,
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Тогда, по следствию из 3.14,

F(x) » $Fen [<*„) А < S \F(n) en] <Bt.

Аналогично устанавливается, что F (х) > А1.
Так как из >-О следует F(l)^ Ffa), то по той же теореме 1.43 из

будет следовать F(x)^.F(y), т. е. монотонность сохраняется и для

Обозначим через /7~1(Х) обратную функцию; она имеет смысл на интер-
вале (А, В) и также непрерывна и возрастает. Пусть А < А\ < В\ < В, По-
ложим а\ = jp-1 (Л1), b = F'1 (B\) и введём функцию

&! при
—

Ьг при fij

Тогда для «1 <! X <; /)х имеем:

Отсюда следует, что для

т. е. функция Ф^1' Bl) играет роль обратной по отношению к F, но не во

всём пространстве X. Аналогично для Л1<<В

Далее будем для простоты считать X расширенным.
3^21. Если х = sup дга, то

/=■(*) = sup/7 (.*«).

Доказательство. Предположим сначала, что \ха\^М\ при всех а

Тогда |лг!<ЛТ1,

Положим у =. sup F(A:a). Вследствие монотонности нашей
Установим обратное неравенство.

Имеем F(xvXy. Пусть ^
— F(— ,M), ^яг/7^). Тогда при всех

< Ф(Л1' Bl)
(у).

Следовательно,

а отсюда

Пусть теперь {ха} — произвольное ограниченное сверху и снизу мно-

жество, дг = sup xo>z=s inf дга. Существуют попарно дизъюнктные еп £ @ (X)
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такие, что $*«»! и (еп)х, (еп) г — ограниченные элементы. Применяя уже
доказанный результат к каждому подпространству Хе » мы получим:

F«n К«п) х) = sup Fe Uen) xa].
ос **

Беря соединения, имеем (см. следствие из 3.14, а также 2.25 гл. III):

sup F(х«) = sup SFe Цеп) лга] = S sup Fe Цеп) лга] » S^e [(*„) *\=*F(*)�
а а

п п
п

e
п

п

В частности,

Наконец, если множество {ха} не ограничено снизу, то, обозначая через
л'* один из xv, имеем:

F(x) = Flsnp (хл\ух
*

)] » supF(xa\/jc*) = sup [F(x,) \/F(x*)]=*upF{x9),
a a a cr

ч. и тр. д.
Аналогично доказывается, что

3.22. Если хп ограничены в совокупности и

(о)
yn=*F{xJ+F(x),

то и хп -> х. (Аналог теоремы из классического анализа о непрерывности
функции, обратной к монотонной и непрерывной).

Доказательство. Если хп образуют монотонную последователь-

ность, например лгя\**, то по непрерывности и монотонности функции
F(xn)\F(x*)t т. е. F(x*) = F(x), а отсюда, по теореме о сохранении соот-

ношений, х* = х.

Для любых хп полагаем:

zn = sup (лг?4, хп+ь ...}, ип =r inf (xw хп+г),...);

тогда на основании 3.21

F{zn) = sup (у„, уп+ь ...), F (ип) = inf (yni уп+ь ...).

Следовательно,

Но так как zn и аЛ образуют монотонные последовательности, то, по уже
(о) (о) (о)

доказанному,^—>х и ип—► х% т. е. хп—>х> ч. и тр. д.

Укажем ещё одно вспомогательное предложение, в котором условие,
что X расширенное, существенно.

3.23. Если sup ха » + °°, то существует единичный элемент £0>О, для

которого
-

при любом m = I, 2, ... (В = lim ^(Х) < + оо),
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Доказательство. По 2*31 существует единичный элемент
для которого при любом к

Д ке0] =* ke0.

1 к
Ууножая на — и обозначая — снова через к, получим:

itt itt

suP|(*o)f—•
а |_ > т

Вычислим от обеих частей равенства функцию Fey применяя при этом 3.21

(и 3.14):

| *«)] Л F (k) eQ} .= sup

Таким образом,

sup | (вв) |>A дгв)] Д /t*) Ц = F(k) «о,

откуда

Так как.это верно при любом k, то

Но обратное неравенство очевидно, так как f(—xa)^Bl. Следовательно,

F) доказано.

Установленные здесь предложения будут использованы в следующей

главе для функции arctg лг. Для неё А = — -=-, Л = -~.

3.3. Умножение элементов в ^-пространствах. Пользуясь рас-

пространением непрерывных функций на ЛТ-пространства, можно ввести

в этих последних операцию умножения элемента на элемент. Таким

образом, к операции сложения, наличие которой входит в определе-

ние линейного множества, в /С-пространствах добавляется вторая
основная операция алгебры.

Определение. Пусть F(k> |x) = Xji. Тогда эта непрерывная
функция вещественных аргументов порождает абстрактную функцию
F (х, у) (х, у£Х, где X—произвольное ЛГ-пространство), которую
мы будем обозначать ху и называть произведением элементов х и у.
При этом в расширенном пространстве произведение ху имеет смысл

для любых х и у, а не в расширенном для некоторых пар х и у
произведение ху может оказаться не определённым.
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В дальнейшем считаем X расширенным /С-пространством.
8.31. Если е% ех £ (S (А), то \е *

рех = Xja (е Л ^i)-
Доказательство. Положим е2 = е/\си eut=*e\/ev Имеем

l = S(e2, е— г2, ^—е2, Се9). Характеристики для \е и ре1э при-

ведённые к общему основанию, имеют вид:

^""(хТ х,2' 'о,2> о8)'
^1—

\р, о, у, о /"

Из определения произведения в Q сразу следует, что

т. е. (Х^) (ja^j) = Xji (^ Л «i) •

Из теоремы о сохранении соотношений и свойств произведения
вещественных чисел сразу вытекает ряд свойств абстрактного произ-
ведения.

3.32. а) ху=ух;
b) (xy)z = x(yz);
c) (ах)у = а(ху) (а— число);

\)y y\
e) если х, у^Ъ, то у>;
f) если I^KI^I, 1ЛК1.У1, то | ,vbVi |< \ху |;
g) д:1=д:, д:О = О.

Отметим, что из d) следует

Ь) *($|Л)= S ^Л-.

3.33. Если д:м Л. *, ^Л -^1 Л то хпуп -^ ду.

Следует из теоремы 3.15 об (о)-непрерывности функции.
3.34. Применение проектора (е) (е £ 6 (Л*)) к любому х £ А' равно-

сильно умножению д: на <?, т. е. (е\х — хс.

п

Доказательство. Если х = 2 Х^—конечнозначныйэлемент,

то C.31 и 3.32 d), а также 3.23а) гл. III)

хс = 2 (^€) в - 2 К (г, Л с) = 2 ^ 1И сА = И[2 МJ = И ^.

Если л:— любой, то по лемме 2.17 существуют конечнозначные

элементы хп Ю. х. А тогда по 3.33 и по непрерывности проекторов

B.22е) гл. III)
хе =» (o)-lim хпе = (o)-1im (с) хп = (^) д:.
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Следствие. Если 1=$еПУ то х = Sxen>
3.35. Для того чтобы ху

= О, необходимо и достаточно, чтобы

было xdy.
Доказательство. Так как для чисел соотношения | X | /\ | ji j ==0

и Xji = 0 равносильны, то то же верно и для элементов X.

3.36. а) След произведения равен произведению следов, т, е.

еху — ехеу = ех А ег (Иначе говоря (ху) = (л:) (у)).
+у)++У++У

с) Если х ф О, то л:2 > О.
Доказательство, а) Так как A — ех)d л:, то х A— £#) = О

C.35), а тогда (ху) A— ет) = у [^A — е*)] = О, т. е. A—^) d ху.
Таким образом, компонента, порождённая ху, входит в компоненту,

порождённую еХУ т. е. еХу^ех- Аналогично, еху4^еу, следовательно,
еху^^Л^= £хеу Если допустить здесь строгое неравенство, то

е = ехеу
—

еху > О. При этом, так как edexy, то edxy, и тогда

C.34, 3.35) (ху)е = О. С другой стороны, е^еу, т. е. е не

дизъюнктно с уу а тогда уе
= (е)уф О. Но (^д/^А^сА^ . Следо-

вательно, (е)у не дизъюнктно с х, а тогда C.35) х(^)^£:О. Полу-
ченное противоречие и доказывает наше утверждение.

Ь) Имеем

Из 3.35 и 3.32 Ь) и d) следует, что элементы, стоящие в скобках,
дизъюнктны, а тогда остаётся применить 1.62 гл. I.

с) По а) ех* = ехф0у следовательно, х2ф0. С другой стороны
C.32е) и 3.35),

х* = (х+ —хJ(*+ — д:_) = х\ +xl> О,

откуда х2 > О.
3.37. Пусть д:^^(?^Е), Ar = supAr^ ^>-0— произвольный эле-

мент из X. Тогда

Аналогично для нижней грани.

Доказательство, Пусть сначала у
— конечнозначный, у =

S (^Л). Тогда C.32с), h), 3.34)

1 /
— S { ^ (^) [sup ^I

= S su

Для любого^ > О, очевидно, х^у < atj;. Следовательно, su

ху. По лемме 2.17 существуют кэнечнозначные уп -^ у> притом
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такие, что O^^^j/-]—1. Предположим сначала, что все х{^ О.

По уже доказанному

Хуп = SUp (Xzyn) < SUp Xt (у 4- ^1) < SUP (Xtf) +~ X.

При л-*оо получаем отсюда:

ху = {о) Aim хуп < sup (x&).

Таким образом, равенство sup (х$у) = ху доказано для положитель-
ных ЛГ£.

Если х$— любые, но г = Шх£> — оо, то х — ^ = sup(AT^— г),

причём все х^— г>-0. Тогда, по доказанному,

(х— г)у = sup [(*<: — z)y\ = sup (лу/) —zy.

Но (х —2)у = ху—zy, следовательно, a:j/ —sup(*ej/).
В частности, для любых элементов хи х%

(хх V x2)y = xtv V х^у.

Если же л^ не ограничены снизу, то рассуждаем, как в конце

доказательства 3.21. Именно, x = snp(x^\/ хг)у причём множество

{.*£ V *i} ограничено снизу. А тогда

ху = sup [(*{: V *i) у] = sup (xky V хху) = sup (х^у).

Следствие. Если лг5>0, ^>О(дге,
, то

Доказательство. По уже доказанному

sup хг уъ = sup sup x^
= sup (*&y) = ху.

5 5

Предложение для соединений, аналогичное 3.37, имеет более

простой вид.

3.38. При любом

Доказательство. Имеем

или на основании 3.37

) = fsuP Х?У+ + SUP Х1У\ — isuP ^+-V_ + sup xlyj. G)
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Но xgy входит в подпространство Ху^ C.36а)), а *1У_ в Ху_ч сле-

довательно A.65 гл. I)

Кроме того, х+у dx+y+, х^у dx~y при 1фг\. А тогда первая

скобка в G) равна (см. 3.36b))

S5S (x+y+t xly) = sup (х+у+ +х\у) = sup (х&)+.
Аналогично преобразуется вторая скобка в G), и мы получаем:

3.39. Пусть х% у^О. Тогда по теореме 3.55 гл. III об аппрок-
симации элементов конечнозначными

х— sup 2X«e*' У = sup

Но отсюда по 3,38

ху = sup 2

Замечание. Определение произведения, как и вообще определение
функции, зависит от выбора единицы в X. Можно доказать, что если еди-

ница уже выбрана, а в-Y определена функция F(x9y)t удовлетворяющая
условиям:

1) F(+)F( z) + F(y, z)9

3) x, у > О влечёт F(x9 у) > О,
то F(x% у) совпадает с произведением ху.

В /С-пространстве 5 умножение элементов соответствует обычному
умножению функций. Если же за единицу в S выбрать любую почти

всюду положительную функцию z(i)% то произведение ху будет изоб-

ражаться функцией jj—
х (t)y (/), т. е. получается произведение функ-

ций с некоторым «весом». Это легко следует, например, из 3.39.
Аналогично в s умножение элементов производится покоординатно.

3.4. Степень и корень. Если F(X) = Xn, то F(x) будем записывать

в виде хп (п — целое положительное). Из теоремы о сохранении соотноше-
ний следует, что хп есть произведение п сомножителей х, а также, что хп

можно определить индуктивно, как хп = хп-1х.
Так как для чисел из Х^ = 0 следует Х = 0. то то же верно и для эле-

ментов, т. е. х* =• О только при х = О. По З.Зба) ехп » ех% или (х*) » (*),
т. е. л» входит в подпространство, порождённое х B.32b) гл. III); поэтому
если xdy, то xndym при любых п% т.

Для любого х

*»-(*+)»+ (—1)»(.*_)« (8)

так как это верно для чисел).
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3.41. Теорема о существовании корня. Для всякого >
и натурального п существует единственный положительный элемент,

п
_

п

обозначаемый Yx, такой, что (Y~x)n~x*
Доказательство. Возьмём вещественную функцию

У X при Х>0,

О при X < Опри X < О

и через неё определим абстрактную функцию F(x). Значение этой функции
п

__

п

для х > О обозначим Yx- Тогда из тождества (Ух)***= X при X > О следует
п

T) при *>©.
Из равенства Xn = jj.w при X, |х>0 для чисел следует Х = ц. Тогда и для

элементов из хп ~уп и л:, ^> О следует х**у, т. е. единственность корня
доказана.

3.42. Если хи sst х и л — чётное, то х = ^, т. е. л* £ (£ (Л).
Доказательство. Так как aw>О при всяком чётном // (по фор*

муле (8)), то х > О. Имеем по 3.34

л: = (х) л: s= л*.

Следовательно, О = хп — х = хп — хех = х (л-»-1 — ^д.). Отсюда х d (л:^-1 —
— е^). Но это возможно лишь при xv-1 —. ех = О, так как jc»-1, ^ ^ Хж. А тогда

= 1^^ c=s ^д, (единичный элемент в любой степени равен самому себе — 3.31).
3.43. В нерасширенном пространстве степень хп может не существовать

для некоторых неограниченных элементов. Однако корень любой степени

существует для всякого дг>О в любом /^-пространстве с единицей.

Пусть Q — максимальное расширение пространства X, &' — образ X в £.
п

Для всякого л>о, ух (где 1с— характеристика элемента х) существует
п ')-=

в О. Так как для чисел |/Т < X + 1 (X > 0), то и у х < х +1 € (У. Вследс i вне

п
п

нормальности подпространства п', "|/ х £й', т. е. УЗс имеет смысл в X

3.5. Однородные функции. Теперь мы докажем, что однородная функ-
ция первой степени F(x,y) не зависит от выбора единицы в X Сначала

установим некоторые вспомогательные предложения.

Пусть в /^-пространстве X (как и выше, расширенном) компоненты об-

разуют булевскую алгебру (£. Тогда при любом выборе единицы в X егс

база изоморфна (£. Если базу пространства X отождествить с @, то харак-
теристика е\ для любого х £ X становится элементом /f-пространства О раз-
ложений единицы алгебры Й.

Пусть 1 и 1—два элемента, обладающие свойством единицы в X, лГ—

характеристика элемента х £ X при выборе 1 в качестве единицы в ЛГ, F—

то же при выборе 1. Произведение ху для любых л:, у £ X считается опре-
делённым jngn выборе 1 за единицу.

3.51 х1 = х.

Доказательство. Достаточно показать, что проекторы р£% опреде-
ляющие характеристику (см. доказательство предложения 4.11 гл. Ш) в обоих

случаях совпадают. Но для характеристики х
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а для хТ(см. 3.36 а) — Ь))

т. е. совпадение обоих проекторов Р* доказано.

3J5I2. Если 7= х, то_у = х 1.

Действительно, J"*= х~1, а элемент определяется по характеристике одно-
значно.

3.53. Если F(K у.) — однородная функция первой степени, a F(x, у)
получьна её распространением на X, в котором за единицу выбран 1, то при
любых х, у, г

F(xz,yz) = zF(x>y).

Это вытекает из тождества

на основании теоремы о сохранении соотношений.

3.54. Теорема об однородных функциях. Если F(Xда) — од-

нородная функция первой степени, то F(x, у) не зависит от выбора
единицы в Л.

Доказательство. Обозначим через F(х,у) (соответственно,F1 (х,у))
распространение функции F(l, р.) на X, где за единицу взят элемент 1

(соответственно X). Таким образом,

j при X > а,

Допустим сначала, что jfi>al, где а>0. Введём функцию

Ф(Х):
— при
а

распространим её на А (единица — 1) и положим 1" = ФA). Так как

из X > а следует ХФ (X) = 1, а 1 > а 1, то 1. Г = 1.

Теперь имеем с помощью 351

F(xl-K yl )= F(xJT\ уI )= F(x,y) = F1 (x, у).

Тогда по 3.52 и 3.53

F1 (х, y)*=lF(x 1~~1, у l~l) a F (х, у).

Если 1 — произвольная единица, то ХЛ = X, Qj = Q. Используя понятие

следа, введённое в 1.5 для элементов &, и предложение 1.52 а), мы заключаем,

что след любого элемента Qy в частности след характеристики 1, меньше

или равен следу 1. Таким образом, Cl( + O)<C./(-fO). Но 1( + 0) » О,
а потому и 1 (-Ь 0) = О, т. е, lim e* = О.

Положим
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Тогда §еп*в\, а 1п=(епI^ — е. По уже доказанному

п

По 3.14 это означает, что

{еп)ГЧх,У)^{еп)Р(х, у).

Беря соединения по л, мы получим:

F1(x,y) = F(x,y))
ч. н тр. д.

3.6. Интегральное представление функций. Введённый в предыдущей
главе интегральный аппарат для представления элементов может быть
обобщён и использован для представления функций /С-пространство X
опять считаем расширенным.

3.61. Пусть х, у £Х, е® и е\— их характеристики. Тогда по теореме 4.21

гл. III об интегральном представлении элементов

х = (о)-Нт 2 >.Л (% -ехх ) - (o)-lim S {\ (^ -^ )},
п

п п-\
п

п и-1

у - (о)-Нт 2 Н> («J[ -< _

) = (о)-Ы S fr, (< - el J.
р

1 л р 1 Р

По (о)-непрерывности функций (теорема 3.15) и nQ следствию из 3.34

F(х, у) = (o)-lim FI S {Xn (в? -в? ,)(«?-«? ,)>.

Отсюда,

/Ч*. у)

по следствию

э)-Ит S ^

Л, ?>

из

ж

•я

3.14,

ее V 2/

**> ^
р.

р-1*
К -

п-1

Теперь, применяя само предложение 3.14 и равенство F(kl,\*>l)
— F(kt

имеем:

пр>
п п~ $ Р 

Последнее соотношение записывается с помощью интеграла в виде

со со

Fix, У)- J J
—-00 —С»

Так же, как в главе III, при определении этого интеграла можно вместо

коэффициентов Ая и рр в интегральной сумме брать любые 1п и /я^, такие,
что

К-г< 1п< К> \>-р-\<тр< IV

Аналогично устанавливается интегральное представление дЛя функций
любого числа аргументов.
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Отметим одно простое свойство интегрального аредставления функций.
3.62. Сокращение индексов;

Действительно, так как (ef —el )d(e" — ef ) при пфр, то при
п п — \ р *р

— \

у
—

хп \in
— ).n из формулы (9) следует:

3.63, Из теореыы о сохранен»ш соотношений в X сразу вытекают неко-

торые свойства интегралов, не лишённые самостоятельного интереса:

а) если F(l% ^ ^)= G(l, \*.)H('), то

оо оо оо

—сзо —оо —оо —оо —-оо

b) если F(k, {л, v) = G(X, (x), то

оо оо оо оо оо

f J JF(k,v,*)de*de*de>= J J G (X, ji) def <U»,
—oo —oo —оо —со —oo

Действительно, а) означает равенство

F(x%y% г) = 0(х,у)Н(г),

a b) —равенство

F(xty. z) = G{x,y),

которые являются прямыми следствиям» теоремы о сохранении соотношений.

§ 4. Расширение А-линеала

В этом параграфе мы выясним, при каких условиях /(-линеал можно

дополнить новыми элементами до /(-пространства. В пространстве /?i веще-
ственных чисел /С-линеалом является, например, множество рациональных
чисел, а оно дополняется до 7?i с помощью введения иррациональных чисел.

Мы используем здесь тот же хорошо известный метод сечении, который
служит для определения иррациональных чисел; некоторые детали рассу-
ждений будут поэтому опущены.

4.1 Погружение /(-линеала в /(-пространство. Основную роль здесь

будет играть принцип Архимеда A.38 гл. I), который выполняется в любом

/(-пространстве, но не в любом /f-линеале A.86 гл. I).
4.11. Теорема о расширении К-л и н е а л а. Если в К-линеале X

выполняется принцип Архимеда, то X является линейным подмноже*
ством некоторого К-пространства У. При этом'первоначальное упо-
рядочение в X совпадает с тем, которое порождается в нём как в под-
множестве пространства У.
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Доказательство. Назовём классом каждое непустое ограниченное

сверху подмножество Х'сХ, удовлетворяющее следующему условию: если

х$Х и x^z для всякого z, являющегося верхней границей множества А7,
то х$Х'.

Примером класса может служить множество Ху, состоящее из всех

элементов х^у, где у
— заданный элемент пространства X. Такие классы

назовём собственными, а прочие
— несобственными. Множество всех классов

обозначим через К.

Теперь линеаризуем К. Пусть Х\ X" £ К Обозначим через X* множество
всех элементов вида х = х' + х"> где х* £ Х'9 х" £ X", Ясно, что X* огра-
ничено сверху. Действительно, пусть z^ и z2— верхние границы для X' и X"
соответственно. Тогда z = zi + z2— верхняя граница для X*. Но при этом X*-

может ещё не быть классом. Присоединим к X* все элементы х$Х, кото-

рые <; любой верхней границы множества X*. Тогда получится множество X,
которое будет классом и которое мы и примем по определению за сумму
Х* + Х«

Умножение класса на вещественное число а определим так: если X' £}
и а>0, то аХ' состоит из всех элементов вида ал7, где;с'£Л('. Если а = 0,
то аХ' = Хо, где Хо состоит из всех д:<0. Если а<0, то аХ' состоит из

всех элементов вида az, где z — верхняя граница для Х;. Легко видеть, что
во всех случаях аХ'— класс. Проверим это, например, для случая, когда

а<0.
Для любых х' £Х* и z имеем •*/•<£, следовательно az^ax\ т. е. аХг

ограничено сверху и все элементы вида ах' (х' £ X') суть его верхние гра-

ницы. Пусть *<алг' при любом х1£Х'\ тогда— х>х', т. е. — х есть

одно из z или х = а*. А тогда х £ аХ'.

При введённом определении сложения и умножения У становится линей-

ным множеством. Условия 1) — 7) пункта 1.1 гл. I проверяются без особого

труда. Проверим, например, ассоциативность сложения.

Пусть X', X" и Хш — классы. Обозначим через X* множество всех

элементов видаjc = х' + х" + х'" (xf £ X', х" с X", хш £ X'") и дополним

его до класса Л(__так, как это было сделано при определении сложения.

Покажем, что X=J^_+ Xrr) -(- Хт. Обозначим правую часть равенства

через Х\. Ясно, что XczXv С другой стороны, пусть х £ Х$ это означает,

что x^z, где г— любая верхняя граница множества {у-{-хт} {у^Х7 -\-Х",
хт С X1"). Так как у £ Х! -\- X", toj/<u, где и — любая верхняя граница
множества {х' + х"} (х'£Х'> х"£Х"). Пусть v — любая верхняя граница
множества ЛТ*, т. е. х* + х" + х"'< v. Считая хш фиксированным, мы видим,
что лгг-f .я" < и— х"\ т. е. v — хш— одно из возможных и. А тогда

^ — x"', или j + a:"'O, т. е. v есть одно из г; следовательно, л:О

$Х. Итак, Х
— Х\.

Нулевым элементом в Y является XOt
Действительно, пусть Х=*Х' + ( — X'). Если х*$Xf и у£( — X'), то

<!—у или хг +у •< О. Значит, все положительные элементы являются

верхними границами множества {х' +у}. Предположим, что среди верхних

границ этого множества есть элемент z ^ о. Тогда —2- =гДО<О также

является верхней границей, т. е. х'+у^—z_ для всех хг ^Хг ну€(~-Х'),
или x/-f-2_ <—у. Отсюда следует, что x-\-nz^ <—у при любом п, что

противоречит принципу Архимеда.
Введём упорядочение в У, а именно, положим ЛГ7>0 (X'£ У), если

среди х1 £ХГ есть д:'>0. Тогда выполнение аксиом I, II и IV /(-простран-
ства очевидно. При этом неравенство ХГ>Х" равносильно теоретико-мно-
жественному включению X'zdX" (при отсутствии равенства).
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Действительно, пусть Х'^Х". Это означает, что если z — верхняя гра-
ница множества {х1 —у"}, где хг £Х' и у" — верхняя граница для Х!\ то

*>и>О. Но все элементы уг — х" (У— верхняя граница для Х\ х" ^Х")
являются такими z, следовательно,^' — х"^и, или х"^.у' — и<_у', откуда
и следует, что х" £ X', т. е. X"cXf. Так как при этом X' — X" ф О, то

ХГ^Х" в теоретико-множественном смысле.

Пусть, обратно, X'zdX" и пусть хг — у" <г. Тогда yf/ + z есть одно

из у'. Но каждый у1 есть одновременно один из у", следовательно, у" + nz

при любом п является верхней границей для X", т. е.у + nz^x". Отсюда
nz ;> хп —у", т. е. nz- <; nz+ -\- (у" — х"). Но вследствие дизъюнктности

элементов 2_ и z+ отсюда следует, что nz-.-tCy"— х" и по принципу
Архимеда г- = о. Значит, X'— Л">©. Но равенство исключено, следова-

тельно, X' > X".

Проверяем аксиомы III и V. Пусть X' £У и пусть 2> О — верхняя гра-
ница для X'. Рассмотрим класс Xz (состоящий из всех *<г). Ясно, что

XgizX', т. е. XZ^X' и Кг>0. Таким образом, аксиома III выполнена.

Пусть Х'л£ Y и ^< Xf £ К при всех а£А, Тогда существуют 2 £ А*

такие, что если х £Х'а хоть при одном с, то jc<2. Обозначим через X*

теоретико-множественную сумму всех Ха и затем дополним X* до X так же,

как это сделано при определении сложения. Ясно, что Х'^^Х при всех а

и что ЛГ = sup х'ц, т. е. аксиома V выполнена.

Легко видеть, что если все операции, определённые для классов, при-
менить к собственным классам, то они будут полностью соответствовать

тем же операциям, применимым к наибольшим элементам этих классов.

А тогда достаточно отождествить собственные классы с их наибольшими

элементами и погружение X в У будет доказано.

Отметим, что грани конечного числа элементов х £ X, вычисленные в X

и в К, имеют один и тот же смысл.

Таким образом, принцип Архимеда является достаточным условием для

возможности погружения /С-линеала в /(-пространство. Но так как прин-

цип Архимеда выполнен во всяком /^-пространстве, то он выражает одно-

временно и необходимое условие для возможности указанного погружения.
4.12. Следствие. (Теорема о сохранении соотношений

в /С-линеале — А. И. Юдин.) Пусть все функции, входящие в форму-
лировку теоремы 1.43 о сохранении соотношений, получаются из аргу-
ментов с помощью конечного числа действий сложения, умножения на

вещественные числа и взятия sup и inf, а аргументы принадлежат
К-линеалу X, в котором выполнен принцип Архимеда. Тогда значения
этих функций тоже принадлежат X и для них справедлива теорема
о сохранении соотношений.

Действительно, погрузим X в /(Г-пространство К, построенное по ходу
доказательства теоремы 4.11. При этом все упомянутые выше действия,
применённые к элементам X, не выводят из X. Но в У теорема о сохране-
нии соотношений, как мы знаем, верна, а тогда она верна и в X.



ГЛАВА V

РЕГУЛЯРНЫЕ ^-ПРОСТРАНСТВА

Наиболее важным и интересным в приложениях классом /С-про-

странств является класс регулярных /(-пространств. Условия, нала-

гаемые на регулярные /("-пространства, формулируются исключительно

в терминах полуупорядочения без привлечения каких-либо понятий

метрического характера. Как будет показано в дальнейшем, суще-

ствует далеко идущая аналогия между свойствами регулярных К-про-
странств и множества вещественных чисел. Так, например, многие

основные свойства предела, не имеющие места в произвольных
/С-пространствах, выполняются в регулярных АГ-пространствах. Это

обстоятельство позволяет рассматривать элементы регулярного /С-про-

странства, как своего рода „обобщённые числа". Некоторые матема-

тические построения существенно обобщаются при замене, в надле-

жащих случаях, вещественных чисел элементами регулярного /С-про-

странства, причём методы доказательств и даже формулировки
результатов при этом изменяются мало. Примеры такого рода обобще-
ний будут приведены в дальнейшем.

§ 1. Основные свойства регулярных /Г-пространств

1.1. Аксиома регулярности. Определение. /С-пространство
X называется регулярным, если в нём выполняется следующая
аксиома:

Аксиома регулярности. Если {Ял}(/г=1,2, ...)— после-

довательность ограниченных сверху множеств элементов простран-

ства X и если существует (конечный или бесконечный) предел

lim [sup £„] = **),

то из каждого множества Еп можно выделить такое конечное под-

множество Еп что, как и прежде,

lim
П-»оо

*) В этой главе мы почти везде опускаем букву (о) в обозначении

(о)-предела.
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Отсюда вытекает и двойственное предложение, а именно:

1.11. Если {Еп} </*== 1, 2, ...) — последовательность ограниченных

снизу множеств элементов регулярного /С-пространства X и суще-
ствует (конечный или бесконечный) предел

lim finf£w] =xy
П -> оо

то из каждого множества Еп можно выделить такое конечное под-

множество Еп, что

lim [ШЕп]=х.
п -> оо

1.2. Свойства предела в регулярных /Г-пространствах. Следую-
щее предложение выражает основное свойство предела в регулярных

/С-пространствах.
1.21. Теорема о диагональной последовательности.

Если в регулярном К-пространстве X

lim х\ = xi и lim xi == х

(причём не исключено, что л: = оо\ то существует такая после-

довательность индексов kx < k2 < ... < fci < ..., что

lim xf<] = x.

*->oo

Доказательство. Введём в рассмотрение элементы

Очевидно, что y^^yf* > ... и z{P .< z(p < ...; далее,

к

Так как

lim х{ = л:,

то в силу 1.11 существуют конечные подмножества

Е{ = bf1*, y?\ • • •, ^г<>} (/,</,<••.</,.; 1=1,2,...)

такие, что

lim [inf Ei\ = х.

Но с увеличением индекса k элементы у\ монотонно убывают, по-

этому inf JS€ =^V и
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Аналогично, применяя аксиому регулярности, выделим последователь-

ность индексов {т4} так, чтобы

lim zW — x.
»oo

Подберём, наконец, индексы k4 так, чтобы кг > 1€ и kt > т{ (причём
можно предположить, что kt < &2 <...< ft* <...)• Тогда из не-

равенств

.следует, что

lim УV= lim zW= x

и вместе с тем

Замечание. В /(-пространствах общего вида теорема о диа-

гональной последовательности, вообще говоря, не имеет места. При-
ведём соответствующие примеры:

1) Пусть т—/С-пространство ограниченных последовательностей
вещественных чисел {^}, |^|<1С, /= 1, 2, ..., с естественной лине-

аризацией и полуупорядочением. Положим для всякого п= 1, 2, ...

1

Легко видеть, что л:п\О. Благодаря этому и kxn-*O при п -> оо

для всякого k= 1, 2, .... Однако при всяком выборе последователь-

ности индексов л1<я2< ..., последовательность {kxnjc} неограни-

чена в т и не может стремиться к нулю.

2) Пусть F—/С-пространство всевозможных вещественных функ-
ций, заданных в промежутке [я, Ь], с обычной линеаризацией и полу-

упорядочением A.22 гл. I). Как известно, соотношение хп-+х в F

означает, что xn(t)-±x(t) при всех /£[я, Ь\ B.35 гл. I).
Пусть хп (f) -> х (t) — последовательность функций первого класса

классификации Бэра, стремящаяся к предельной функции x(f) — вто-

рого класса. Найдутся последовательности непрерывных функций

x^ij) -> xn{t) при k -> оо.

Но ни при каком выборе последовательности индексов {kn} последо-

вательность непрерывных функций х{^ (t) не может иметь своим

пределом функцию второго класса х(О*)-

*) См,, пацример, И, П. Натансон [1], стр. 272,
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1.22. Теорема об устойчивости сходимости. Если

{хп} — последовательность элементов регулярного ^пространства
X и

lim л:л = О,
П->оо

то существует такая последовательность вещественных чисел {Хп},
что

lim Aw = -j-оо и lim knxn= 0.
п -> со п -> оо

В связи с этим говорят, что сходимость в регулярном /С-про-

странстве «устойчива».
Доказательство. Положим

тогда уп*\О. Рассмотрим последовательности

{kyn} <*«1, 2,...).
Так как при всяком фиксированном k

lim Ayn = O,

то по теореме о диагональной последовательности A.21) существует
такая последовательность индексов nt<Cn^<C ... <^< • •

•»
чт0

lim Ауя.= в.
к->оо

К

Положим теперь

ln = k при пк^п<пп+х)
тогда, очевидно,

lim л„= -f °°>
П-+СО

а вместе с тем

lim ^Л=Ит kyn =0
п -»оо А: -> оо

*

и тем более

Mm лллгп = ©.*)

1.23. Теорема об аннулирующей последователь-
ности. Какова бы ни была последовательность {хп} элементов

регулярного К-пространства X, найдётся такая последователь-
ность вещественных чисел {Хп}, что

lim ХЛд:п== О.

Доказательство. Для всякого п = 1, 2,...

lim -^ хп
= О

*) Из определения чисел ХЛ видно, что они образуют монотонную после-
довательность.
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и по теореме о диагональной последовательности существует такая

последовательность натуральных чисел &1<fe2< . . . <&П<С. • •
»
чт°

lim т— хп = О.

Теперь достаточно положить 1п = ^~,
и теорема доказана.

Можно сказать, что последовательность чисел {\п} «аннулирует»
последовательность элементов {хп}.

1.24. Теорема о сходимости с регулятором. Пусть

{хп} —последовательность элементов регулярного К-пгостран-
ства X. Для того чтобы имело место равенство

lim xn = x,
п->оо

необходимо и достаточно, чтобы существовал элемент г£Х—
«регулятор сходимости» последовательности {хп}—обладающий
следующим свойством:

каково бы ни было число з > 0, найдётся N9 такое, что

\хп— л:j<ег при п^Nt.

Иначе говоря, сходимость в регулярном /С-пространстве есть

«сходимость с регулятором».
Доказательство, а) Необходимость. Пусть

lim \хп— х |==0;
П->00

так как сходимость в X устойчива A.22), то найдётся монотонно

возрастающая до бесконечности последовательность положительных

чисел \п такая, что

lim лп \хп— х 1 = 0.

В таком случае последовательность

{\п\хп—х\} (л-1, 2,...)

ограничена сверху некоторым элементом г£ X. Этот элемент и

является искомым рэгулятором сходимости последовательности {хп\.
Действительно, пусть s > 0; найдётся число Nt такое, что при

.—*<s и, следовательно,

Ь) Достаточность. Пусть гп— наименьшее число, удовле-

творяющее неравенству
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по предположению,

Имеем:

0^ lim

откуда следует, что

\*п-

lim i

Я->00

lim .

w->co

ц-о.

lim \xn— х

хп= х.

| ^ lim
я->оо

Теорема 1.24 может быть существенно обобщена.
1.26. Теорема об общем регуляторе сходимости

для последовательности предельных переходов. Если

lim

т. е. дано счётное множество сходящихся последовательностей
элементов регулярного К-пространства X, то существует эле-

мент г£Х, — «общий регулятор сходимости для последователь-
ности предельных переходов»,—обладающий тем свойством, что

\хп)— хп\ <ег при

Доказательство. В силу 1.24 для каждого «=1, 2,...

существует такой регулятор сходимости гп% что

\х{п] — хп\<агп при £>#'(<*, п).

По теореме об аннулирующей последовательности 1.23, найдётся

последовательность чисел {Хп}, для которой

Ит

так что последовательность {^пгп} ограничена. Пусть

Хягп < г при всех п = 1, 2, ...

Тогда для любого е > 0, полагая a = Xwe, получим:

I х(п}— хп | < угп = elnrn < ar при k > К' (лпг, п) = АГ(е, л),

ч. и тр. д.

1.26. Теорема об устойчивости сходимости рядов.

Если *Л;>© а ряд^хп сходится, то существуют такие числа

Хп/*-\-оо,что ряд^Хпхп тоже сходится.

Доказательство. Пусть у*— регулятор сходимости к О

остатка 2 хп РяДа« Подберём рк (£=1, 2,,,.), Pic<Pu+v так,
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чтобы

а затем положим

Х„ = * при

Тогда, отбрасывая первые рх — 1 членов ряда 2 Кхп> имеем

оо оо Рк+1 оо+

2 *»• < S*»-*'*

1.27. Если лгп^*л:, то существует такая частичная последователь-

ность {хщ}, что 2 \хщ—хК + оо.

i

Доказательство. Зададим е€ > 0 так, чтобы 2 8< < + °°»
и подберём щ так, что |#^.— *|^s^*, где у* — регулятор сходи-

мости хп к х. Эти хщ и удовлетворят требуемому условию.

1.3. Соотношения между некоторыми свойствами предела. В на-

стоящем пункте рассматриваемые пространства не предполагаются

непременно регулярными. Однако в них могут иметь место те или

иные предложения, установленные в предыдущем пункте для регу-

лярных пространств. Между этими предложениями могут быть уста-
новлены некоторые связи.

1.31. Если (о)-сходимость в /С-пространстве X есть сходимость

с регулятором, то она устойчива, и обратно.
Доказательство. Пусть в X имеет место сходимость с регу-

лятором и Хц-*> О в X Если г—регулятор сходимости последова-

тельности {хп}у то при п^пк \хп\ <C-j r(fc=l, 2,.. .;«1</г2<...);
полагая Хя = £ при пк*^п<пк+и будем иметь:

lim Xn= +схэ и |Хйд:п|<г (л=1, 2,...).

Но в таком случае I У^пхп \ < гт?" г, откуда

lim |/Xnxn| = O и Иш

Так как УТп ~> + оо, то сходимость в X устойчива.
Заметим теперь, что, как видно из доказательства теоремы

о сходимости с регулятором A.24), последняя является следствием
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теоремы об устойчивости сходимости A.22). Таким образом, можно

сказать, что предложения 1.22 и 1.24 равносильны, разумея под этим,

что каждое из свойств (о)-сходимости, установленных в этих двух
предложениях, влечет за собой другое в произвольных /С-простран-
ствах.

1.32. Теорема об общем регуляторе сходимости для последова-

тельности предельных переходов A.25) вытекает из теорем о сходи-

мости с регулятором A.24) и об аннулирующей последователь-

ности A.23). Справедливо и обратное утверждение: из 1.25 следуют
1.24 и 1.23.

Первая часть утверждения явствует из доказательства теоремы
1.25. Докажем вторую.

Пусть {хп}—произвольная последовательность элементов /С-про-
странства X, в котором имеет место теорема 1.25. Так как

Нш 4*«=© (« = 1, 2,...),

то существует элемент г£Х—общий регулятор сходимости,—обла-
дающий свойством:

-£Хп <зг при &>/(e,w.

Зададимся убывающей до нуля последовательностью вещественных

чисел вп. Для каждого п найдётся натуральное число kn такое, что

отсюда следует

lini -г-|лг„| = О, и lini ~г—л;п=0.
и -> оо ^п п -> со Пп

Таким образом, установлено, что теоремы 1.23 и 1.24 в сово-

купности равносильны теореме 1.25.

1.33. Теорема о диагональной последовательности равносильна
теореме о существовании общего регулятора сходимости для после-

довательности предельных переходов.

В самом деле, доказательство теоремы 1.25 опирается только на

теорэмы 1.23 и 1.24, являющиеся следствиями теоремы о диагональ-

ной последовательности, так что и 1.25 является следствием той же

теоремы. Покажем теперь обратное, т. е., что из 1.25 следует 1.21.

Пусть

Ига х{® = xit lim x€ = .v (— со <; х < -L- со)
к -> от) г -> со

и г —общий регулятор сходимости последовательностей
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Зададимся убывающей до нуля последовательностью вещественных

чисел {г,}. Для каждого / = 1, 2, ... найдётся индекс k4 (кг <&><...)
такой, что

\x^~Xi\<4r.
Имеем

но — х\ -►О, a xt-^x при *->оо, поэтому

lim

и утверждение доказано.

1.34. Теоремы об устойчивости сходимости (или о сходимости

с регулятором) и об аннулирующей последовательности в совокуп-
ности равносильны теореме о диагональной последовательности.

Следует из 1.31, 1.32 и 1.33.
Отметим ещё одно полезное вспомогательное предложение.

1.36. Теорема о диагональной последовательности имеет место

в /С-пространстве X, если X удовлетворяет следующему условию:

Пусть лг^\О при £-»оои любом п; тогда существует такая

последовательность индексов кх < k2 <..., что х^ -► О при п-+со.

Иначе говоря, ослабленная в указанном смысле теорема о диаго-

нальной последовательности равносильна полной.

Справедливость утверждения следует из того, что теоремы об

устойчивости сходимости и об аннулирующей последовательности

(в совокупности равносильные теореме о диагональной последователь-

ности) были доказаны использованием теоремы о диагональной после-

довательности именно в том частном случае, когда л;^4*© при &—юо.

1.4. АГ-пространства счётного типа. Все установленные выше

свойства предела в регулярных /С-пространствах установлены только

с помощью теоремы о диагональной последовательности. Эта послед-
няя в свою очередь вытекает из аксиомы регулярности, применённой
к случаю, когда все множества Еп—счётные. Некоторые другие
свойства регулярных ^пространств не являются следствиями теоремы
о диагональной последовательности, и мы выведем их с использова-

нием аксиомы регулярности для несчётных множеств. Перейдём к их

рассмотрению.
1.41. Теорема. Если Е— ограниченное сверху множество

элементов регулярного К-пространства X, то существует такое

счётное подмножество Е'сЕ, что

supf7^ supE.

Доказательство. Применяя аксиому регулярности к случаю,
когда все Яп = £, выделим счётное множество {Е'п} таких конечных
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подмножеств множества Е, что

lim [sup Еп] = £.
Л->оо

Положим
00 f

Очевидно, £'— счётное подмножество множества Е и вместе с тем

sup £> sup Е = sup ( U £n) = sup {sup £„} > lim [sup £J = sup £,
w n n-*co

откуда следует, что

sup £* = sup £".

Справедливо и двойственное предложение:

1.42. Если Е— ограниченное снизу множество элементов регуляр-
ного К-пространства Ху то существует такое счётное подмножество

ЕпаЕ, что

Для случая, когда Е— ограниченное множество, из 1.41 и 1.42

следует существование такого счётного подмножества Я*с£, что

1,43. Теорема. Всякое вполне упорядоченное в порядке воз-

растания и ограниченное сверху множество элементов регуляр-
ного К-пространства X содержит не более счётного множества

различных элементов.

Доказательство. Пусть

— ограниченная сверху, монотонно возрастающая, упорядоченная по

типу Q последовательность элементов /("-пространства X (Q — наи-

меньшее порядковое число третьего класса). По предыдущей теореме
найдётся счётная подпоследовательность {хап), обладающая тем сбой-

ством, что

sup {*.„} = sup {*.}.

Если <х0—число, непосредственно следующее за всеми ccrt, то ao<Q*)
и при всех р!>

sup {*«} >*p>*et >sup {a:^} = sup {*,},

*) См. П, Cf А л е к с а н д р о э [2] стр. 88.
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откуда следует, что Хр = хвв. Таким образом, начиная с некоторого а0

первого или второго числового класса,

так что в последовательности {*«} не более счётного множества раз-

личных элементов.

Аналогичное предложение имеет место и для ограниченной снизу
монотонно убывающей последовательности элементов регулярного
/^-пространства X.

Введём следующее
Определение. Если в /С-пространстве X всякое ограниченное

множество различных попарно дизъюнктных элементов не более чем

счётно, то X называется /С-пространством счётного типа.

1.44. Теорема. Регулярное К-пространство X есть про-
странство счётного типа.

Доказательство. Пусть £=={д:а}—ограниченное множество

попарно дизъюнктных различных элементов пространства X. Так как

элементы /С-пространства дизъюнктны одновременно с своими абсо-

лютными величинами, то, не ограничивая общности доказательства,
можно предположить, что все #«>©�

По теореме 1.41 существует счётное подмножество Е'аЕ такое,
что sup Е7^ sup£. Если бы в множестве Е содержался элемент #во,
не принадлежащий Е\ то из дизъюнктности хч с множеством Е'
следовало бы, что

sup Е >- sup £/\/A;ae= sup Ef + хч > sup Ef

или sup£>sup£', что противоречит определению Е'. Итак, Е' — Е

и Е— счётное множество.

1.46. Предложения 1.41, 1.42 и 1.43 выполняются в любом /С-про-

странстве X счётного типа (а не только в регулярном).
Доказательство, а) Покажем, что в X имеет место 1.43.

Пусть сначала X—счётного типа с единицей и {ea}(a<2)— упо-
рядоченная по типу 9 последовательность единичных элементов из X.

Покажем, что, начиная с некоторого ао<2,

Рассмотрим с этой целью множество разностей

В силу известных свойств единичных элементов все элементы из Е

попарно дизъюнктны и, так как X—счётного типа, то £—не более
чем счётное множество, что возможно только в том случае, если,
начиная с некоторого ao<Q, ea+l

—гв=О или
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Пусть теперь {ха} (а<&)— монотонно возрастающая не обяза-

тельно ограниченная трансфинитная последовательность любых эле-

ментов АГ-пространства X счётного типа с единицей. Можно предпо-

ложить, что все ха^О (в противном случае можно было бы рас-

смотреть последовательность х2
—

хг <;хъ— хг <...)• Если {г4} —

совокупность всех рациональных чисел и ех(ха) — характеристика
элемента ха, то

^(^)<^r.(x2)<...<Cer.(xe)<...(a<Q, /=1, 2,...)*)

По доказанному, для каждого /==1, 2, ... найдется такое

число а$<2, что, начиная с него,

Сеч (ха{) = Сег. (*в,+1) = .. .

Пусть а* — первое порядковое число, следующее за всеми а4. Оче-

видно, а* < 2 и, начиная с него, одновременно для всех /«= 1, 2, .. .

Сеч (xa*) = Cer. (*в*+1) = ... и ег< (*«*) = ег<(^*+1)=- ..

Но из совпадения характеристик ек двух каких-либо элементов про-
странства X при всех рациональных г следует совпадение и самих

этих элементов D.22 гл. III); поэтому

ха* = xa*+i = ...

и в последовательности {ха} — не более счётного множества различ-

ных элементов.

Пусть, наконец, {л:в} (а<2)—ограниченная сверху монотонно

возрастающая последовательность элементов произвольного /(-про-
странства X счётного типа. Можно предположить, что все лгв>-0.
(в противном случае можно было бы рассмотреть последовательность

а2
— ^1<лг3—хх< ...). Если х* = sup {ха}, то подпространство ЛТ*,

порождённое элементом х*, содержит все элементы ха и, так как X*—

пространство с единицей (очевидно, также счётного типа), то в после-

довательности {л:а} — не более счётного множества различных элемен-

тов, ч. и тр. д.

Ь) Покажем, что в X имеет место 1.41. Пусть £ = {ха} (а < 8)—огра-
ниченное сверху множество элементов Л>пространства X счётного
типа. Полагая

*) Се означает, как и раньше, дополнение элемента е, т. е. Се =* 1— е.

Неравенство Се\(х)<Се\(у) вытекает из *<.у, если характеристику для

у определять по формуле

(Определение проектора Я+ —см. 4.11 в гл. III).
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получим монотонно возрастающую ограниченную сверху последова-
тельность элементов из X. В силу доказанного в а), найдётся число а

первого или второго числового класса, начиная с которого

Множество Е' = {х$} A <! р <; а) — не более чем счётное, содержится
в Е и, очевидно, sup£/ = sup£, так что в X имеет место 1.41.

Таким образом, в силу а) во всяком /(-пространстве счётного типа

выполняется 1.43, а в силу Ь) 1.43 влечет за собой 1.41, Так как

доказательство предложения 1.44 опирается только на 1.41, то отсюда

следует, что свойства АГ-пространств счётного типа, установленные
в 1.45, характеризуют этот класс пространств.

1.46. Замечание. В формулировках теорем 1.41— 1.43 речь идёт о

множествах, непременно ограниченных в том или ином смысле. Естественно

выделить класс пространств, для которых были бы верны предложения, ана-
логичные теоремам 1.41—1.43, без предположения ограниченности соответ-

ствующих множеств. Такой класс пространств будет рассмотрен в дальней-
шем (§ 3).

Возвращаясь к понятию регулярного /С-пространства, напомним,

что два его основных свойства—существование диагональной после-

довательности и принадлежность к счётному типу — вытекает из

аксиомы регулярности. Обратно, имеет место следующая теорема.
1.47. Теорема. К-пространство X счётного типа, в кото-

ром имеет место теорема о диагональной последовательности,

регулярно.
Доказательство. Пусть {Еп} — последовательность ограничен-

ных сверху множеств элементов пространства Хи существует (конеч-
ный или бесконечный) предел

Um[s\ipEn] = x.

Так как X—счётного типа, то, в силу 1.45, в каждом Еп можно

выделить такое счётное подмножество

что

Положим

у%) = 4°V*i"> V... V40 (л, * = 1, 2,

Очевидно,
lim.yW = sup E'n = sup En
7.'->oo

и так как, по условию,
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то по теореме о диагональной последовательности существует такая

последовательность индексов kx < k2 <.. ., что

Если теперь ввести в рассмотрение конечные множества

р (Jn) (n) in) у
Пп — \Xi , ДГ2 ,

. . ., Хкп)>

тоЕпсЕпи
sup Еп —У*«>,

так что

lim[supifw) = х

и X—регулярное /(-пространство.

1.48. Замечание. Постулируя гипотезу континуума, можно показать,
что /(-пространство, в котором имеет место теорема о диагональной после-

довательности, — счётного типа. Более того, если X— /(-пространство с устой»
чивой сходимостью, то А'— счётного типа.

Доказательство. Допустим, что в Xсодержится ограниченное мно*

жество Е = {ха} (а < Q) попарно дизъюнктных положительных элементов,
и пусть

Т ={(<>, т<«> <>....)>
— совокупность всевозможных монотонно возрастающих до бесконечности по-
следовательностей натуральных чисел (мощность совокупности Г, в силу гипо-
тезы континуума, предполагается равной tfi, поэтому Т может быть упоря-

дочено по типу Q). Положим

Очевидно, j/w<sup£ и yi>y%> ...>yn> ... > О. Покажем,
Действительно, если бы уп->у^>^9 то, так как

и для некоторого а = а0, (д:в())^>О, мы бы имели

*п

что невозможно, ибо /я^о)->оо. Итак, уп\О и, согласно предположению,

найдётся последовательность чисел 1п -> + оэ, для которой
lim lnyn = О.

Можно предположить, что {\п} — монотонно возрастающая до бесконеч-

ности последовательность натуральных чисел, так что в Т содержится после-
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довахельность {от}^}, совпадающая с последовательностью {кп}. Но югда

при всех п

что невозможно.

1.49. Простым и важным примером регулярного /<-пространства
является пространство 5 измеримых функций, заданных, например,
на отрезке [я, Ь). 5, очевидно, счётного типа; вместе с тем в 5

имеет место теорема Фреше, состоящая в том, что если

lim х\? (t) — xn{t)
Л-> со

И

lim xn(t) ~х (t) почти всюду в [я, £],
П -> ОО

то существует последовательность индексов А1<Аг2<... такая, что

(к )
lim xnn (t) sssх (t) почти всюду в [а, Ь).
П-+ ОО

Принимая во внимание, что (о)-сходимость в 5 есть сходимос
почти всюду в [а, £], заключаем, что в 5 имеет место теорема о

диагональной последовательности, так что по 1.47 5— регулярное

/(-пространство.
В таком случае в 5 имеют место все предложения, установлен-

ные выше для регулярных /(-пространств. В частности, если хп (/) -* х (О
почти всюду в [a, b] (xn, x£ S), то существует функция xQ£ S,
обладающая тем свойством, что

| хп (/) — х (t) | < axQ (t) при п > Na почти всюду в [а, д].

В этом состоит теорема о регуляторе сходимости для случая
/^-пространства измеримых функций.

Пусть теперь о^>0 и е>0—сколь угодно малые положитель-

ные числа. Найдётся число М такое, что

mes Q = mes S [x0(/) > М] < о, A)

Если Е~[а, d]\Q, то, полагая а = -^-, будем иметь вследствие A)

I хп @ — х (/) | < s для почти всех /£ Е и п^>Na,

т. е. последовательность {xn{t)\ на множестве Е, мера которого
сколь угодно близка к b — а, сходится равномерно к x(t). Это и

есть известная теорема Д. Ф. Егорова *), играющая большую роль
в теории функций вещественной переменной.

*) См., например, И. П. Натансон [1], стр. 89.
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Другим примером регулярного /(-пространства может служить
s—пространство всевозможных последовательностей вещественных
чисел. Легко видеть, что оно— счётного типа и что в нём также

имеет место теорема о диагональной последовательности, а тогда оно

регулярно в силу 1.47. Впрочем, регулярность пространства 5 будет
непосредственно вытекать из предложения 2.15 следующего параграфа.
Другие примеры и некоторые классы регулярных /(-пространств будут
даны в дальнейшем.

§ 2. Некоторые условия регулярности /(-пространств

В настоящем параграфе будут указаны некоторые условия регулярности
/С-пространства, его максимального расширения, соединений регулярных про-
странств и т. д. В частности, регулярным оказывается и расширенное /f-npo-
странство с устойчивой сходимостью (счётного типа, если не опираться на

гипотезу континуума).
2.1. Разложение и соединение регулярных /(-пространств.
2.11. Правильное подпространство Хо регулярного /(-пространства Х

есть регулярное /(-пространство.
Доказательство. Пусть {Еп}— последовательность ограниченных

сверху множеств элементов из Хо и существует

lim [sup £„]=.* в ^о-

Ввиду правильности подпространства Х^ $>прЕп в Хо совпадает с

в Л' и соотношение supEn-> х в Хо влечёт за собой supEn-> x в X,
Так как X—регулярное /(-пространство, то, по аксиоме регулярности,

существуют такие конечные подмножества Е*п с Еп, что

lim [sv\pE']=:x в X.
tt-»co

Но ввиду правильности подпространства Хо supE'n в X совпадает с supE^
в Хо и соотношение supЕ'п->х в Увлечёт за собой sup£^-> х в Хо , отку-

да и следует, что Хо—регулярное /(-пространство.
Заметим, что нормальное подпространство регулярного /С-пространства,

вообще говоря, не регулярно. Это будет следовать из примера, рассматривае-
мого ниже (см. ЗЛЗ).

Замечание. Из 2.11 также следует, что подпространство ХЕ регу-

лярного /(-пространства, порождённое каким-либо множеством ЕаХ (ком-
понента), регулярно. В частности, подпространство, порождённое любым
элементом из X, регулярно.

2.12. Для того чтобы /(-пространство X было регулярным, достаточно
(и необходимо), чтобы всякое его подпространство XF, порождённое (каким-
либо) счётным множеством ЕаХ, было регулярным.

Доказательство. Пусть X удовлетворяет условию предложения.
Покажем, что X—счётного типа. Действительно, если М—ограниченное
множество попарно дизъюнктных элементов из X (можно предположить, что
элементы множества М положительны), то подпространство пространства X,

порождённое элементом sup М, по условию регулярно, а так как М в нём

содержится, то М— не более чем счётное множество и, таким образом,
X—счётного типа.
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Пусть *^-> хп при £-*оо и хп-+х при л->оо (в Л"). Множество £

всех элементов {д:^} (л, Л= 1,2,...) — счётное и Х^ регулярно. Поэтому

найдётся последовательность индексов &i<#2<C'»» такая, что хп ->д:

в Х#. Но Я^—правильное подпространство пространства X, следовательно,

хпп ->х и в X Тем самым установлено, что в X имеет место теорема

о диагональной последовательности. Принимая во внимание 1.47, заключаем,
что X регулярно.

2.13. Пусть {Ха}(а € А) — произвольная система /^-пространств и X* —

их полное соединение. Элементами пространства X* служат всевозможные

функции <р (а), заданные на множестве А, со значениями в Ха B.41 гл. II).
Рассмотрим те из них, значения которых отличны от нуля не более чем

при счётном множестве значений а. Совокупность всех таких функций,
обозначим её через X, представляет собой нормальное подпространство
пространства X* и вместе с тем некоторое соединение пространств Х^
Назовём его счётным соединением системы /С-пространств Хл (а £ А).

Ясно, что счётное соединение счётной системы /^-пространств совпадает
с её полным соединением. Кроме того, из определения легко следует

2.14. Счётное соединение любой системы А'-пространств счётного типа
есть /f-пространство счётного типа.

Возвращаясь к вопросу о регулярных /(-пространствах, заметим, что

произвольное соединение таких пространств может не быть регулярным
пространством. Однако справедлива следующая теорема.

2.15. Теорема. Счётное соединение любой системы регулярных
К-пространств есть регулярное К-пространство.

Доказательство. 1) Пусть сначала X—счётное (и вместе с
тем полное) соединение счётного множества регулярных /(-пространств
Xi (I = 1,2,.. .)• Покажем, что в X имеет место теорема о диагональной
последовательности. В силу 1.35 эту теорему достаточно проверить в ослаб-

ленной форме.
Пусть л4Л)\О при £->оо; следует показать существование такой по-

следовательности индексов {kn}f что х^ -»© при п -> со.£Так как X = Sx(>
то система подпространств {^} (/«1, 2,...), где Х\ изоморфно Х4, обра-
зует разложение пространства X (см. первую теорему о соединениях /(-про-
странств, 2.44 гл. II). Если через Pt- обозначим операцию проектирования
в подпространство x'it то, принимая во внимание непрерывность и моно-

тонность операции проектирования, будем иметь Р4 (х^) \ О при k -> оо

(/=1, 2,...)-Так как значения операции Р< принадлежат подпростран-
ству Xrv являющемуся регулярным /(-пространством, то найдётся последо-

вательность индексов k^ < k^ < ... такая, что

при этом можно предполагать, что Л^ +1)>^, так как элементы х^
монотонно убывают с возрастанием k.

Рассмотрим теперь «диагональную» последовательность индексов

кЛ = *4n) (»SU...). Очевидно,

Iim P.(*<*n)) = e A = 1,2,...).
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Остается показан», что ***»»)-> О при л->оо. Но, в самом деле, допустим,

что

Urn х{кп) = хА > О.

Найдётся /а/0 такое, что Ло(дго)>°» а тогда

вопреки доказанному. Итак, дг0 = О и^»)->О.
Так как X— счётного типа B.14), то в силу теоремы 1.47 X—регуляр-

ное ДГ-пространство.
2) Пусть теперь А'—счётное соединение любой системы регулярных

АГ-пространств Ха (а £ А). Всякий элемент х £ X допускает не более счётного
множества составляющих *а£ Хй, отличных от нуля; поэтому если ЕаХ—

произвольное счётное множество, то найдутся пространства А^(п=1, 2,...)*
счётное соединение которых X* содержит Е. По доказанному, X*— регу-
лярное /С-пространство, а тогда и ХЕ — подпространство пространства X,

порождённое множеством Е, регулярно (см. замечание к 2.11). Применяя 2.12,
заключаем, что X—регулярное /^-пространство, и теорема доказана.

2.16. Пусть F—пространство всех вещественных функций x(t), задан-

ных на некотором множестве Г, удовлетворяющих условию: имеется не более

счётного множества значений x(t)t отличных от нуля. Легко видеть, что F изо-

морфно счётному соединению некоторого множества пространств веществен-
ных чисел (очевидно, регулярных). Из доказанной теоремы следует, что Z7—

регулярное /^-пространство.
2.17. Для того чтобы регулярное /(-пространство Х было пространством

с единицей, необходимо и достаточно, чтобы всякое (хотя бы и неограниченное)
множество попарно дизъюнктных элементов пространства X было не более

чем счётно.

Доказательство, а) Необходимость. Пусть Х-— регулярное
/С-пространство с единицей и Е = {ха} (а £ А, ха Ф 0)—какое-либо множество

его попарно дизъюнктных элементов. Для каждого а £ А найдутся единичный
элемент £«><* и число Аа>0 такие, что |дга|>Мв (см. 3.52 гл. III).
Так как элементы ха попарно дизъюнктны, то попарно дизъюнктными будут
и элементы еа. Но множество Ег = {еа} (а£Л) ограничено, а X—будучи
регулярным — есть /Г-пространство счётного типа; поэтому £' — не более

чем счётное множество. Таким же будет и множество Е, равномощное с Ег.

Ь) Достаточность. Пусть X—регулярное /f-пространство, удо-

влетворяющее условию предложения, и X = §Аа — его разложение на под-

пространства с единицей. Так как единицы подпространств Ха попарно
дизъюнктны, то множество {Ха} не более чем счётно (можно считать, что

а=1, 2...). По теореме об аннулирующей последовательности найдётся

такая последовательность чисел Xtt\0, что XaJt*-*-©, где д:а
— единица под-

пространства Ха. В таком случае существует элемент *0 такой, что Х« хл <лг0
для всех а £ А, и нетрудно проверить, что xQ обладает свойствами единицы
пространства X. ^

2.18. Теорема. Для того чтобы максимальное расширение X

регулярного К-пространства X было регулярным» необходимо и доста-
точно, чтобы X было пространством с единицей.

Доказательство, а) Необходимость. Пусть X— регулярное

/f-пространство. Как и всякое расширенное пространство, X содержит еди-
ницу. В таком случае, в силу 2.17, всякое множество попарно дизъюнктных

элементов пространства X не более чем счётно. Это же справедливо и отно-
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сительно X, так как X—нормальное подпространство пространства X Но
тогда, опять в силу 2.17, X—пространство с единицей.

Ь) Достаточность. Пусть регулярное /^-пространство X с едини-

цей. Легко видеть, что X—максимальное расширение пространства ЛГ—

счётного типа. Покажем теперь, что в X имеет место теорема о диагональной

последовательности. Для этого по 1.35 достаточно показать,что если х(^\0
при k -> oo, то найдётся такая последовательность индексов {kn}9 что

х(кп)-+о. Введём элементы

Так как при всяком

а единицы пространств X и X можно считать совпадающими, то эле-

менты yffl принадлежат Хи, по непрерывности arctg (теорема 3.15 гл. IV),

jyjf*-*© в X при £->оо. Ввиду регулярности пространства X найдётся

последовательность индексов {k }, для которой У*я* -> о в X и тем более

в X. Но тогда по 3.22 гл. IV хпп ->©. Остаётся заметить, что /f-простран-
ство счётного типа, в котором имеет место теорема о диагональной после-

довательности, регулярно A.47).
2.2. Некоторые условия регулярности /f-пространств с единицей.

Установим прежде всего одно свойство сходящейся последовательности
элементов АТ-пространства с единицей специального вида.

2.21. Если X— /С-пространство с единицей, для единичных элементов

которого справедлива теорема о диагональной последовательности, и *П\О
в X, то существует последовательность единичных элементов ек\О такая,
что при п^>щ

хп <-£ (*• — ек) + fa

Заметим, что признак (о)-сходимости, установленный в главе III (тео-

рема 3.53), слабее указанного сейчас, так как в нём проекторы Ргп зави-

сят от е.

Доказательство. Так как хп\О, то для их характеристик вх(хп)
имеем ег (хп)-*± при /г->оо и при всех &= 1, 2,... D.18 гл. III). По тео-

¥

реме о диагональной последовательности (имеющей место, по условию, для

единичных элементов пространства X) найдётся последовательность индек-
сов п\ < /*2 < • • • такая, что

или, полагая Се t (хп) = ек:

iim 7Л = О.

По свойствам характеристик и проекторов D.1 и 2.32 f) гл. III)

■^ /_т ч I s "V / ^.. _» it/1
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Если теперь я>я&, то хп^хПк и тем более

1 —

При замене^, превосходящим его единичным элементом неравенство не

нарушается *); поэтому, полагая ек = sup (еА, ^+1» • • •)»
будем иметь вДОи

хп < -j A
— ^) + (е*) X! (я > лл).

2.22. Следствие. Предложение, установленное в 2.21, имеет место

в регулярном /(-пространстве с единицей.
Действительно, в таком пространстве теорема о диагональной последова-

тельности выполняется в полном объёме и, в частности, для единичных эле-

ментов.

2.23. Если в расширенном /(-пространстве X для единичных элементов
имеет место теорема о диагональной последовательности, то, какова бы ни

была последовательность элементов хп £ X, найдётся последовательность
вещественных чисел Ая-*0 такая, что Хпд:я->0. Иначе говоря, в X имеет
место теорема об аннулирующей последовательности.

Доказательство. Рассмотрим последовательности

Так как при всяком фиксированном п и &->оо -j?xn->0, то по свойству

характеристик D.18 гл. III)

Iim ex (-^ | лгп | ) = 1 (n = 1,2,...).

По условию, существует последовательность индексов £i<&2<C ... такая,
что

lim ei(r\xn\ ) = *■• m

/»

Положим теперь Хп =^- и покажем, что Хплгп-> О. В самом деле, каково

бы ни было е>0, имеем при достаточно большом

Но тогда, благодаря соотношению A),

*) Действительно, пусть ек > ек. Так как

лгя = A — ^) хп + (ек) xni
то

1 — I

а <*л) хп < (efc) ЛГ1, так что

хп < -^ A
— ек) + (^А) .гп.
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lim

откуда по второму признаку сходимости (см. 2.26 гл. IV), благодаря про-
извольности е, и следует, что Хмлгп-*О.

2.24. Теорема. Расширенное К-пространство X счётного типа и

с устойчивой сходимостью —регулярно.
Доказательство. Покажем сначала, что для единичных элементов

пространства X имеет место теорема о диагональной последовательности.

Пусть е$\О при k->co и е^<е^г *) (е^ — единичные элементы

пространства X), Определим элементы хк, полагая

i = 1 ^

Разности £^-{-1 — еф (/ = 1,2,...) — попарно дизъюнктные единичные эле-

менты пространства X, так что это определение элементов хк имеет смысл.

Легко видеть, что хк -> О.

Действительно, в качестве возможных значений для характеристик эле-
ментов хк имеем:

п

следовательно, е 1 (хк) -> 1 при всяком фиксированном п и k -> оо.

Так как сходимость в X устойчива, то существует последовательность
чисел ХЛ->+оо такая, что ^д:д.->©. Для каждого натурального п подберём
индекс kn, полагая его равным такому значению k, для которого \к > п

(такое k непременно найдётся, так как 1к -> + сю). Очевидно,

Следовательно, в силу второго признака сходимости (см. 4.18 гл. III), при
любом е>0

Но
*

Отсюда ясно, что при

п

*) Если бы последнее соотношение не имело места, то можно было бы

вместо элементов е^ рассмотреть элементы е[^ = е^ V 4^ V- • -V ^•
**) Действительно,

ip(k) ч
r
_ Jft) , "vi" 1

(Лк) _
.(ЛК ^ 1 (Л) ^ _L
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поэтому

lim е<*п) = о,
П

так что в X для единичных элементов имеет место теорема о диагональ-
ной последовательности. В таком случае в силу 2.23 в X выполняется тео-

рема об аннулирующей последовательности, а так как сходимость в X

устойчива, то в X имеет место и теорема о диагональной последовательно-
сти (см. 1.34). Принимая во внимание, что X— счётного типа, заключаем,
что X— регулярное /С-пространство A.47). Теорема доказана.

Замечание. Ранее было установлено (с помощью гипотезы конти-

нуума), что устойчивость сходимости влечёт за собой принадлежность про-

странства к счётному типу. Таким образом, опираясь на гипотезу конти-

нуума, можно утверждать, что расширенное /(-пространство с устойчивой
сходимостью— регулярно.

2.25. Теорема. Расширенное К-пространство X счётного типа,
в котором имеет место теорема об аннулирующей последовательно-
сти, —регулярно.

Доказательство. 1) Снова докажем сначала, что для единичных эле-

ментов пространства X имеет место теорема о диагональной последователь-

ности. Пусть 4?\О ПРИ £->оо. Положим

Элементы е\р — 4? (k = 1,2,...) попарно дизъюнктны. Такими же будут
и элементы k(e{$— ^ft+1)) (^ = 1,2,...). Так как X— расширенное про-

странство, то хп — его конечные элементы (теорема 2.24 гл. IV). По условию,
в X имеет место теорема об аннулирующей последовательности, поэтому

найдутся числа ^п->0 такие, что Хялгп-»О. Можно предположить, что

\п=-г-, где kn—натуральные числа, монотонно возрастающие до беско-

нечности. Для характеристик имеем:

>, s

Ио из Ьпх1Ь->0 вытекает, что Сех (Ьпхп) -* О. Следовательно,

lim Л> = 0,
п

и наше утверждение доказано.

2) Покажем теперь, что сходимость в X есть сходимость с регулято-

ром. Пусть хп\О. В силу 1) и 2.21 существует последовательность еди-
ничных элементов е^ \ О такая, что при п > п^

*п<1A —*

Элементы <?^ = ^
—

ef+1 (/==1,2,...) попарно дизъюнктны, поэтому попарно

дизъюнктными будут и порождённые ими подпространства Л\- (/= 1,2,...).
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Но так как
со

то подпространства Л4- (i = k, k + 1, ...) образуют разложение компоненты

Xjz = Хед., а потому

@Л).*1 = S (С$Хг.

Положим

Элементы {е^х\ попарно дизъюнктны. Это же справедливо относительно

элементов i(e^)xb и так как X—расширенное пространство, то х0 <+оо.

Для п > п^ имеем:

<1> +^>*< S (<)*,<T

Отсюда следует, что х0
—

регулятор сходимости последовательности {хп}
и сходимость в X есть сходимость с регулятором. Вместе с тем X—счёт-
ного типа и в X имеет место теорема об аннулирующей последовательности.
В таком случае, в силу 1.34 и 1.47, X—регулярное /^-пространство.

Замечание. Если постулировать гипотезу континуума, то нет необхо-
димости предполагать, что X—счётного типа. Действительно, наличие регу-
лятора сходимости в X (что равносильно устойчивости сходимости в X) дока-
зана без использования этого предположения, а из устойчивости сходимости

следует и то, что X—счётного типа A.48). Таким образом, расширенное
/f-пространство, в котором имеет место теорема об аннулирующей после-
довательности, — регулярно.

В заключение настоящего параграфа заметим, что многие /Г-простран-
ства, не будучи регулярными, допускают регулярное расширение и потому
близки по своим свойствам к регулярным. Естественно поставить вопрос:
при каких условиях /^-пространство допускает регулярное расширение?
Можно показать, что

2.26. Для того чтобы /^-пространство X допускало регулярное расши-
рение, необходимо и достаточно, чтобы в X выполнялась следующая ослаб-
ленная аксиома регулярности:

Если {Еп} — последовательность ограниченных сверху множеств поло-

жительных элементов л существует предел

Hm [sup En] =s х,
>

то существуют такие конечные подмножества Е'п а Еп% что

lim [sup е'п] = х.
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§ 3. АГ+-пространства
Большую роль в теории операций и функционалов в /(-про-

странствах играют /^-пространства, являющиеся специальным слу-
чаем /f-пространств. В определение К+-пространства входит понятие

(о)-аннулируемого множества. В дальнейшем понадобится также более

общее понятие (^)-аннулируемого множества.

3.1. Основные определения.
3.11. Определение, а) Множество £ элементов /С-простран-

ства X называется (руаннуларуемым, если каковы бы ни были

последовательность \хп] элементов из £ и последовательность чи-

сел Хп—>0, непременно Хл#я-^0.
Ь) Множество £ элементов /С-пространства X называется (г)-анну-

лируемым, если каковы бы ни были последовательность [хп] элемен-

тов из Е и последовательность чисел ЛЛ —*0 непременно Хпл:л-^ О.

Очевидно, что всякое ограниченное множество элементов произ-
вольного /С-пространства (о)-аннулируемо (тем более и (£)-аннули-
руемо).

3.12. Введём понятие К+ -пространства.
Определение, /(-пространство X называется К+-простран-

ством, если всякое (о)-аннулируемое множество Е а X ограни-

чено в X.

3.13. Примером К+-пространства может служить М— /(-про-
странство почти всюду ограниченных измеримых функций, заданных

в промежутке [а, Ь].
Если EczM не ограничено, то для каждого натурального п найдётся

ограниченная измеримая функция xn(t)y принадлежащая Я, такая, что

mes$[\xn(t)\>n)>0.
t

В таком случае

и последовательность { —^x^f) \ не стремится в М к нулю
I Ул ]

при п -> оо в смысле (о)-сходимости в Л4 (так как она не

является даже ограниченной в М). Таким образом, множество Е не

является (о)-аннулируемым. Отсюда и следует, что М— /^-про-
странство.

В то же время, /(-пространство М не регулярно. Действительно,

если xn(t)— характеристическая функция интервала (а,а+-^=:^),
то хп-¥-+О при п->оо. Но элементы кпхп при любых Ап~>оо
в совокупности не ограничены, а потому последовательность {кпхп\
не может (о)-сходиться к О. Таким образом, (о)-сходимость в М не

устойчива и в силу теоремы 1.22 М не регулярно.
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/^•пространством является также и т—К-пространство ограни-
ченных последовательностей вещественных чисел. Читатель легко

проверит это самостоятельно.

Приведём одно достаточное условие для того, чтобы /^-простран-
ство было К+ -пространством.

3.14. Пусть в К-пространстве X выполняется условие: если

sup £Л= + со (ЕпаХ, л= 1, 2,.. .)> wo в каждом Еп можно вы-

делить конечное подмножество Еп так, чтобы

sup [supfn] = 4"°°-
п

Тогда X есть К*-пространство.
Доказательство. Пусть Е— (о)-аннулируемое множество

элементов из X; следует показать, что Е ограничено. Не уменьшая

общности, можно считать, что Е состоит из положительных элемен-

тов. Допустим, что sup£=-{-oo. Через Еп обозначим множество тех

элементов х £ X, для которых пх £ Е. Очевидно, sup Еп— -(- °°> и п0

условию найдутся такие конечные подмножества ЕпаЕп, что

sup {sup En} = Hm [sup E'n] = -j- со.

П П->ОО

Пусть

L]t=\X\ , X2 ,..., Xnk) (/2=1, ^,...;.
Положим

для 1 «^ 5 ^ nk. Тогда элементы хп и числа Хп определены для всех

д= 1, 2 ... Далее, так как х^ £ Еь, то все л;п£ Е; вместе с тем,

очевидно, Хп—>0. Но соотношение Anjcw—>0 не имеет места. Дей*

ствительно,

lim Kxn= Игп [sup(knXn, K

- lim

lim [sup EI] =
k -> oo

что приводит к противоречию с (о)-аннулируемостью множества Е.

Итак, £ ограничено и X— /С+ -пространство.
3.2. ДГ+-пространства счётного типа.

3.21. Теорема. Всякое несчётное множество Е попарно
дизъюнктных {отличных от нуля) элементов К+-пространства
X счётного типа содержит счётное неограниченное подмно-

жество.
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Доказательство. Допустим, что всякое счётное подмноже-

ство Е'аЕ, Е'={хп], ограничено. Тогда хп—► (), так как эле-

менты хп попарно дизъюнктны и ограничены в совокупности

D.14 гл. 1). В таком случае Е— (о)-аннулируемое множество и, в силу
определения А>-пространства,— ограничено, что невозможно, так как

X—счётного типа. Итак, среди счётных подмножеств множества Е

существует неограниченное.

3.22. Всякая вполне упорядоченная монотонно возрастающая по

следовательность элементов К+-пространства X счётного типа содер
жит не более счётного множества различных элементов.

Доказательство. Пусть

(можно предполагать, что все лга^>0). Представим X в виде соеди-

нения подпространств А"? с единицей

X= ^ Хо

и покажем, что не более счётного множества подпространств Ар не дизъ-

юнктны с последовательностью {лга}. Действительно, допустим против-
ное; тогда найдётся несчётное множество подпространств Ар и элемен-

тов Ха таких, что

Элементы у^ попарно дизъюнктны и образуют несчётное множество.

В силу 3.21 найдется счётное неограниченное подмножество {j>Yn}.
Пусть а0 — порядковое число, непосредственно следующее за

всеми аУя (/1=1, 2, ...). Тогда

что противоречит неограниченности множества {уи}. Итак, только

счётное множество подпространств Ар— пусть это будут Ар1Э
Ар,,, .. . —не дизъюнктны с последовательностью {ха}.

Пусть X* — наименьшая компонента К-пространства X, содер-
жащая все подпространства Х$п Так как каждое Х$п— счётного типа

и содержит единицу, то и X*—также счётного типа и содержит еди-

ницу (свойством единицы компоненты X* будет обладать, например,
соединение единиц подпространств Х?>п). При этом вся последова-

тельность {хл} принадлежит X*. Но, как было установлено по ходу
доказательства 1.45а) всякая, хотя бы и неограниченная сверху,
монотонно возрастающая последовательность элементов /Г-пространства
с единицей счётного типа содержит не более счётного множества

различных элементов; поэтому и последовательность [ха] содержит
не более счётного множества различных элементов.
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3.23. Во всяком несчётном множестве Е=*{хл} («<*>) элемен-

тов К+-пространства X счётного типа содержится такое счётное под-

множество/^, что

sup £' = sup Е.

Доказательство. Если Е ограничено сверху, то справедли-
вость утверждения следует из 1.45. Пусть Е не ограничено сверху,
а всякое счётное подмножество множества Е—ограничено сверху.
Методом трансфинитной индукции построим последовательность

элементов пространства X следующим образом. Положим y1
если элементы у^ для f < Р уже определены, то положим

jfp—sup[yT}

где ха —первый элемент последовательности £, обладающий тем

свойством, что

sup {.у } V*««>sup{j/}.

Такой элемент непременно найдётся, так как по предположению

sup {у }< + со,
Y<(*

в то время как sup Е = + со. Таким образом, в X построена несчёт-

ная возрастающая последовательность элементов, что противоречит
предложению 3.22. Противоречие является результатом допущения
того, что все счётные подмножества множества Е ограничены сверху.
Следовательно, найдётся такое счётное подмножество Е' с: Е9 что

sup Е' = sup E— + сю.

3.24. Замечание. Можно доказать, что для любого /(-пространства
свойства, сформулированные в 3.21, 3.22 и 3.23, равносильны.

3.3. Регулярные /^-пространства. Укажем некоторые достаточные
условия того, что регулярное /^-пространство есть ^-пространство.

3.31. Теорема. Расширенное регулярное К-пространство есть

/С+ -пространство.
Доказательство. Пусть X— расширенное регулярное /(-простран-

ство и £ = {*а} (а£ Л) — (о)-аннулируемое множество его элементов. Следует
показать, что оно ограничено. Допустим, что оно не ограничено сверху, и

рассмотрим множества

По свойству непрерывных монотонных функций в расширенных простран*
ствах C.23 гл. IV), найдётся единичный элемент е0 > О такой, что

sup |(*0) arctg —х* | = ~ е0 (п = 1, 2,... )<
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Пусть Xq—подпространство пространства X, порождённое элементом е0, и

£о = {.УД где уа
— проекция ха в Хо. Тогда

sup |arctg i-jfaj = ^0 (л = 1, 2, ...)

(см. 3.14 гл. IV). Очевидно, что Хо—регулярное /(-пространство B.11) и

Ео—его (о)-аннулируемое подмножество. В силу аксиомы регулярности

найдутся такие конечные множества

£;=={arctglyf>} (/=1,2, ...,*„, /7 = 1,2...),

что E'ncEQn
lim [sup£jje .1*0.

Отсюда заключаем, что

lim 'arctg f sup 1-у[п) 1 = ^. е0

C.21 гл. IV). Но тогда

иначе, если ^*< + аЭ|Мыбыимели~-ео<агс*£,у*» что невозможно C.2 гл. IV),
так как е0—единица подпространства Хо, Положим теперь

Элементы yi и числа Х$ определены, очевидно, для всех /= 1, 2, ..., причём
У% £Eq п У^-ь-О при г -> оо. Но ^у{ не стремится к нулю при i ->• оо, так как

sup {Х<Л} = sup |1 jrt») V-i^ V- • • V Ijjj } = оо.

Таким образом, множество Ео оказывается не (о)-аннулируемым, вопреки
предположению. Противоречие является результатом предположения о не-

ограниченности множества Е сверху. Следовательно, Е сверху ограничено.
Аналогично покажем, что Е ограничено и снизу. Теорема доказана.



ГЛАВА VI

/Г-ПРОСТРАНСТВА С МЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ
И НОРМИРОВАННЫЕ /Г-ПРОСТРАНСТВА

Все рассмотренные выше классы /С-пространств удовлетворяли
некоторым условиям, формулировавшимся только в терминах алгебры
и соотношений порядка. В настоящей главе на рассматриваемые
/(-пространства налагаются некоторые условия метрического харак-

тера: в /(-пространстве предполагается определённой некоторая «мет-

рическая функция», значения которой в наиболее простом и важном

случае — вещественные числа. Пространства этого вида регулярны
и обладают многими другими важными свойствами. При надлежащем

определении «расстояния» /(-пространство с метрической функцией
оказывается «метрическим пространством», (Q-сходимость в котором

равносильна сходимости по расстоянию. Частным случаем /f-npo-

странств с метрической функцией являются «нормированные» /(-про-
странства, имеющие весьма большое значение в приложениях функ-
ционального анализа.

§ 1. АГ-пространства с метрической функцией
1.1. Общие свойства /(-пространств с метрической функцией.
Определение, /(-пространство X называется пространством

с метрической функцией, если в нём для положительных элементов

дг^-О определена вещественная «метрическая функция» р(х), удо-
влетворяющая следующим условиям:

1) р(х)^0; р(л:) = О тогда и только тогда, когда * = ©;
2) если 0<д:<ву, то р(*)<р(у);
3) если хп-+х монотонно, то р(хп) -> р (дг);
4) если л:Му/-+-оо, то невозможно, чтобы

lim lim р(хп+р—хп) = 0.

Распространим определение функции р на всё пространство, пола-

гая для всякого х£Х р(х) = р(\х\).
1.11. Введём также понятие метрической функции группы эле-

ментов хи х2У ..., хп. С этой целью положим
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1.12. Метрическая функция \*{хг, л\>, ..., хп) есть (о)-непре-
рывная функция своих аргументов.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай одного аргу-

мента. Пусть х4-+х; тогда |^|->|х| и полагая, как обычно,

|Jfft+il, ...) и *fc =

будем иметь: ук\ | л: |, гЛ /" | х | и ^> | д:Л | > «гА. По условию 3

рЫ-^PW» р(**)-*Р(*) и п° условию 2 р(л)>р(ДГЛ)>р(^л)-
Отсюда и следует, что

Iim Р(**) = р(*).
ft-» 00

В случае группы из п элементов, если x^-tXt при £-»оо

(i = l, 2, .... л), то

Иш (|^|У|4Л)| V ... Vk'f'D^I^IVl^lV ••• VlJfJ
А->оо

и, по доказанному,

Iim р (х[к\ 44 . •
•, 4fc)) = Р (*i, хаэ . .

., хп).
7

Понятие метрической функции группы элементов позволяет дать

простой и удобный критерий сходимости последовательности элемен-

тов к нулю, именно:

1.13. Для того чтобы в пространстве X с метрической функцией
имело место соотношение лгп-*О, необходимо и достаточно, чтобы

Iim р(хл,хл+1, ..., *,л)=-0.
п, т -> оо

Доказательство, а) Необходимость. Пусть лгм-»О;
тогда | хп \ -» О и

Iim sup(|xj, |

По непрерывности метрической функции

Iim p[sup(|*w|, |л:я+1|, ...)] = О,
?t-»oo

так что для некоторого n — N

Принимая во внимание монотонность метрической функции (условие 2),
тем более будет:

при л, w>7V.
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Ь) Достаточность. Пусть

lim р(*я, ..., ^w) = 0.
п, т -> оо

Тогда при я, т >- /V

р (*я, . . .
, *w)< В.

Положим

Так как

l*il V ... Vl*n+*l<U*il V ... VKM-HI*,,| V

или

*пц>—*n<l*nl V ... V|
то ввиду монотонности функции p

lim lim p£cn+p — xn)< lim lim p(

откуда следует, если принять во внимание условие 4, что

sup(|^|, |хо|, ...)= lim ^«<+со.

Имеем при

| +i
т -> оо

и ввиду произвольной малости е

Hmp[sup(UJ,j ^я+1|...)] = 0. О)

С помощью условий 1 и 3 отсюда легко заключить, что

lim [sup(К!, |*Л+1|, ...)] = О. B)

Действительно, если бы

lim [sup(\xnl\xn+1\,...)]=y>0,
П -» ОО

ТО

lim p[sup(|.vn|, |^я+1|, ...)]=

вопреки только что установленному соотношению A).
Итак, справедливость соотношения B) доказана, а тогда

lim | хп | = О и lim хп = О.
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1.14* В /С-пространстве X с метрической функцией имеет место

теорема о диагональной последовательности A.21 гл. V).
Доказательство. Ввиду 1.35 гл. V достаточно показать,

что если л4А)\© при &->оо, то существует такая последователь-

ность индексов kx < k2 < ..., что хпп -» О, при п -> оо.

Пусть еп -» 0. Так как х^ -+ О, то найдется kx такое, что р (x{\l)) <
< е1# Далее, при &-*оо будет

Отсюда следует существование такого индекса &2» что

О [Xi , .Y2 J < £i и P (*2 j < S2-

Продолжая этот процесс, найдём такую последовательность индексоа

^i < ^2 < • • • < ^ < • • •»
что будут выполнены неравенства

Р (*L4 • •
м fe^) < ^ (* = 1> 2, ..., р~ 1, 2f . ..).

В таком случае в силу 1.13

ч. и тр. д.

1.16. Всякое несчётное множество попарно дизъюнктных (отлич-
ных от нуля) элементов АТ-пространства X с метрической функцией
содержит счётное неограниченное подмножество.

Доказательство. Пусть Е= {ха}—несчётное множество

попарно дизъюнктных элементов пространства X. Очевидно, сущест-

вует число s > 0 такое, что множество £е тех элементов из £", для

которых р (л:в) > е, несчётно. Выделим из Ег счётное подмножество

Е' = {уп}. Если бы Е' было ограниченным, то ввиду попарной дизъюн-
ктности его элементов мы имели бы уп->0 D.14 гл. I), что несо-

вместимо с неравенством р (уп) > г. Итак, Ег— счётное неограничен-
ное подмножество множества Е.

1.16. а) А*-пространство X с метрической функцией — счётного

типа.

Доказательство. Утверждение вытекает непосредственно

из предложения 1.15, на основании которого несчётное множество

попарно-дизъюнктных элементов не может быть ограничено.

Кроме того, для /^-пространства X с метрической функцией справедливы
следующие утверждения:

Ь) Всякое (хотя бы и неограниченное сверху множество ЕаХ содержит
такое счётное подмножество Е', что

sup Ef = sup £.
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с) Всякая вполне упорядоченная монотонная (хотя бы и неограниченная)
последовательность элементов из X содержит не более счётного множества

различных элементов.

Эти утверждения вытекают из доказанного только что предложения 1.15

и замечания 3.24 гл. V

Определение. /С-линеал X, в котором аксиома V выполнена
в ослабленной форме, а именно: всякое счётное ограниченное

сверху множество Е с X имеет верхнюю грань sup Е, называется

К" -пространством.
Как было отмечено в гл. I, в пространствах этого вида имеет

смысл введённое для К-пространств понятие предела и сохраняются

его обычные свойства.

1.17. Пусть X—К" -пространство, для положительных элементов

которого определена метрическая функция р, удовлетворяющая еле»

дующим условиям:

1) Если ©<*<.y, то p(x)<p(y);
2) Если хп / х% то р {хп) -» р (х).

Тогда аксиома V выполняется в X в полном объёме.

Доказательство. Пусть Е— произвольное ограниченное

сверху множество элементов из X и х* — его произвольная верхняя

граница. Не умаляя общности доказательства, можно предположить,

что Е содержит нулевой элемент пространства X (этого всегда

можно достичь переходом к разностям л; — х0, где х0
—фиксированный

элемент из £", а х—любой элемент из Е). Рассмотрим множество

всех элементов вида

^OV^V-KoV ...,V*« C)

где xi9 л:2, ..., хп— произвольные элементы из Е. Очевидно, всегда

у^х* и, следовательно, РОО <>?(•**)• Итак, множество чисел р(у)
ограничено сверху; пусть р0

— его верхняя грань.

Существует такая последовательность {уп}, что р(уп)-+р0; пРи

этом, очевидно, можно предположить, что ух <^ v2 -^ • • • • (В против-
ном случае данную последовательность можно было бы заменить на

уп=вух у у% V • • • Vуп-) Так как уп<£х*\ то существует предел

П->оо

В силу условия 2 p(y)s=p0. Покажем теперь, что y = sup£.
Пусть х— произвольный элемент из Е. Существует предел

lim (уп\/х)=/\/х,
W->00

и так как элемент уп\/х— вида C), то рО>п\/*Х^Ро и> следова-

тельно, р(У\/*)<Ро- С ДРУГОЙ СТ°Р°НЫ> /V*>/; при этом

знак неравенства исключается, так как в противном случае, в силу

условия 1, р O'V*) > Р СУ7) == Ро» что противоречит доказанному.

Итак, У\/х=у'у и л:<;у. Так как х — произвольный элемент из Е,
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то у'— верхняя граница для Е. Вместе с тем у'^.х*, так что

yf = sup Е, ч. и тр. д.

Замечание. Если X— /^-пространство, в котором определена метри-
ческая функция, удовлетворяющая только условию 1 этого пункта, то вся-

кая монотонная трансфинитная последовательность элементов из X содер-
жит не более счётного множества различных элементов.

В самом деле, если

*1<л-2< ... <*«< ... (a<Q)

(причём можно, не умаляя общности доказательства, предположить, что все

х„ > О), то в трансфинитной последовательности вещественных чисел

PW<PW< ... <?{х.)< ... (a<Q)

содержится не более счётного множества различных элементов, т. е. начиная
с некоторого числа а первого или второго числового класса

откуда ввиду условия 1

ч. и тр. д. Из доказанного следует, что в X имеют место все предложения
1.15 и 1.16 (ср. 3.24 гл. V).

Существенное значение имеет следующая теорема.
1.18. Теорема. К-пространство X с метрической функцией

регулярно.
Действительно, X—пространство счётного типа A.16а)) и вместе

с тем в нём имеет место теорема о диагональной последовательности

A.14). Остаётся применить теорему 1.47 гл. V.

Обратное предложение, вообще говоря, неверно. Так, например, счётное
соединение несчётного мкожест-ва /^-пространств с метрической функцией
представляет собой регулярное /^-пространство B.15 гл. V), между тем, как

счётное соединение несчётного множества пространств с метрической фун-
кцией не есть пространство с метрической функцией, так как в нём, как

нетрудно видеть, содержится несчётное множество попарно дизъюнктных
элементов, всякое счётное подмножество которого ограничено (ср. 1.15).
Однако имеет место следующее предложение.

1.19. Счётное соединение счётного множества /^-пространств с метри-
ческой функцией есть пространство с метрической функцией.

Действительно, пусть X—соединение пространств Хп (/!=!,2,...)
и рп
— метрическая функция в Хп. Положим для любого х£Х

со

[ Р?7 (Хп)

где

л*=8лгп> хп£Хп (л-1, 2, ...)•
п

Легко проверить, что р обладает всеми свойствами метрической функции
в X.
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1.2. АТИ-пространства.
1.21. Определение, /^-пространство X с метрической фун-

кцией р, удовлетворяющей помимо условий 1—4 (см. 1.1) добавоч-

ному условию:
5) Если х>0, -*»>© и р(л:Л)->0, то

называется КМ-пространством.
1.22. Теорема. В КМ-пространстве X соотношения хп —* О

# Р (хп) *-* 0 равносильны.
Доказательство. Из 1.13 легко следует, что соотношение

хп —► О влечёт за собой р(хп)~->0. Пусть теперь р (*„)-» 0 И ^Л-^0
(еп — положительные вещественные числа). Найдём такой индекс л1э
чтобы

Р (хп) < 8i-

Далее, найдём индекс я2 > л1э для которого

Р (*п8) < S2 и P(xns *п) < ei-

Последнее возможно, так как в силу условия 5

Продолжая этот процесс, мы подберём последовательность индексов

пх < я2 <... так, что будут выполняться неравенства

•••> х„щ)<е4 (;=1, 2, ..., г = 1, 2, ...).

Теперь, применяя 1.13, мы заключаем, что хп.->0 при i-+oo.

Таким же образом, из всякой подпоследовательности {хп }, при-

нимая во внимание, что р(^п.)->0, мы выделим частичную последо-

вательность хП] -> О. Отсюда и следует, что хп
—*- О. Теорема

доказана.

Следствие 1. В КМ-пространстве X для всякого s>0 най-

дется 8 > 0 такое, что из р (#)< о ^ р(у) < о следует р (at+^)<s.
Доказательство. Допустим противное; тогда для некоторого

г > 0 найдутся последовательности {д:„} и {j/n} такие, что

Р(^Х~,РЫ<|> а р (*„+>>„)> s (я=1,2, ...)•

Но в силу доказанной теоремы хп
—► О и ^^

—^ О, а тогда

хп"гУп
^ ° и P^n+^J-^O, что приводит к противоречию,

Утверждение доказано.
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Следствие 2. В КМ-пространстве X для всякого е > 0 най-
дётся 8 > 0 такое, что из р (лг)< 8, р (у) < 8 и р (г)< о следует
?(х+У+г)<У)

Доказательство. По следствию 1 рСк+^У +^Х г, если

Р(х+У)<% и р(г)<8. Подберём теперь о" так, чтобы из р(л:)<8"
и РО0< S" вытекало р(х +у) < 8'. Возьмём, наконец, 8 = min(8',8").
Тогда при р (д:)< 8, р(у)< 8 и р(г)< 8 имеем: р(*-{-.У+ *) < е,
ч. и тр. д.

1.23. Теорема о метрической по л ноте КМ-пр остран-
ства. В КМ-пространстве X имеет место принцип сходимости

Коти, т. е. для существования элемента х£Х такого, что

limp (хп— лг) = О,

необходимо и достаточно, чтобы

Hm
П, W->OO

Доказательство, а) Необходимость. Пусть о(хп
it) а\

тогда хп— х —* О A.22) и^-4^, Но

откуда

(О- Ит (хя —xJ—O и lim

Ь) Достаточность. Пусть {л:Л} — последовательность элемен-
тов из X, для которой

lim р(хя — лгш) = О.

Зададимся числом е1? 0<е1<1, и по нему подберём число о1 < et
так, чтобы p(Ar+^)<Sl при р(л:)<81 и рО)<81э что возможно

в силу следствия 1 из предыдущей теоремы. Найдётся индекс пх
такой, что

?(хп— д:1И)<81 при /z, /л>л1#

Пусть теперь индексы /^ и числа 8^ и е, для г<А уже определены.
Возьмём вЛ< minfS^j, -j-J и, как выше, по еЛ подберём соответ-

ствующее оЛ < еЛ. Далее, найдётся столь большой индекс пъ что

Р (хЛ— хт) < 8^ при л, т> /|Л,

Таким образом, при всех >fe=^lf 2, ..,
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Покажем теперь, что

+ +\ J)<** D)
В самом деле, это неравенство, очевидно, справедливо при s = 0 и

любом к. Допустим теперь, что оно верно при всех 5'<н произ-
вольном k; тогда

откуда и следует соотношение D).
Положим

Элементы гк монотонно возрастают и в силу D)

lim lim р (гк+8— гв) = 0,

откуда, по свойству 4 метрической функции, последовательность {zk)
оо

ограничена, так что ряд 2 \хщ— xnn+i I сходится D.1 гл. I). По-

ложим

Последний ряд также (о)-сходится D.12 гл. I); тогда хп —>х и
к

?(хп —х)->0. Отсюда легко заключить, что и о(хп— л:)-~>0,
ч. и тр. д.

1.24. Теорема о метризуемости КМ-п ространства.
Во всяком КМ-пространстве X можно определить «расстояние»

г(х,у) между любыми двумя его элементами х и yt удовлетво-
ряющее аксиомам:

1) г (х,у)^0; при этом г(дг>#у) = О тогда и только тогда,
когда х=у;

2) г(хуу) = г(ууХу>
3) г (л:, у) <;г(лг, г)-{-г (у, z) (аксиома треугольника),

причём так, что соотношение г (хп, х) -> 0 равносильно хп
~> х,

т. е. сходимость «по расстоянию* в X совпадет с (^-сходи-
мостью.

Доказательство. Зададимся числом е3 > О и подберём такое

число «2 > 0 (можно предположить, что е2 < ~Л что из р (х) < г2,

р (у) < ^2 и P(z) < Ч следует р (х +^+ z) < zv Существование
числа е2 вытекает из следствия 2 теоремы 1.22. Если
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г1> «2> • • •
* £n-i Уже определены, то выбираем число гп > О

так, чтобы из р (*)<гп, Р 00<еп и р (г)<еп следовало р ( , ^

< srt-1. Полученная таким образом последовательность чисел

Введем вспомогательною функцию

-у) в случае, когда зЛ.+ 1 <р 0)<гЛ.
1 если р (г) >- 6j
О если г —О

Ясно, что функция р'С?) определена для всех г£Х и что соот-

ношения г$-+0 и р'(^п)"^0—равносильны. Далее, очевидно, что

из р' (л:) < г, р' (у)<г и р' (г) < е следует р' (х -{-у -j- *)< 2s.

Определим теперь в jf расстояние между любыми двумя его

элементами, полагая

где (uQ, #!,..., ^Л)— любая цепочка элементов, вставленная между
л: и у, т. е. #0 = л:, ап=у, а йх, ...,ttw-J произвольны.

Нетрудно проверить, что расстояние в X обладает следующими
свойствами:

1) г(х,у)=*г(у,х);

3) r(jc +^y+ !
Покажем теперь, что

Отсюда будет следовать, что г{хп, х)—>0 равносильно ь'{хп—х)-+ О

илилг^-^д:, т. е. сходимость по расстоянию совпадает с топологиче-

ской сходимостью, и что для г(х,у) выполнена первая аксиома мет-

рического пространства.

Неравенство г(х,у)^.р'(х—у) следует из самого определения л

Остается показать, что г(х9у)^р' (х—у).
Для этого достаточно показать, что для любой цепочки (и0 = ху

.. +?{un,l—y)^±9(x—y).
Рассуждая по индукции, допустим, что это уже доказано для

любой цепочки (х = uQ, uu ..., ukwmV uk =y), где число звеньев k < //.

Затем подберём число h так, чтобы 0 <; h < n и

h h

A==J 7c = /4 + 2
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(если /г = 0 или А —я— 1, то одна из этих сумм будет пустой).
Тогда, по предположению индукции

откуда

?'(* — «л)</, p'(«*+i —jO<'-

Так как, кроме того, р' (uh — иЛ+1)</, то по свойствам функции р',

рЧ*—,У)<2/.

Теорема полностью доказана.

Замечание 1. Соотношение r(x-\-z,y-\-z) = г (х,у) означает, что мет-

рика, определенная в X, транзитивна.
Замечание 2. Если р {х) метрическая функция в /^^-пространстве X, то

функция

?iW= sup {p(y)} (x£X)

обладает свойствами 1—4 метрической функции и свойством 5 в усиленной
форме, именно:

(

Доказательство этого утверждения предоставляем читателю.

1.3. Условия ограниченности множества в /^-пространствах
с метрической функцией. Установим некоторые критерии ограни-
ченности множества в пространстве с метрической функцией.

1.31. Пусть X—К-пространство, в котором определена метри-
ческая функция р, удовлетворяющая условиям 1—3 из 1.1 и усилен-
ному условию 4:

4') Если *п/Ч-оо, то р (*„)/+со*).
Тогда необходимым и достаточным условием ограниченности мно-

жества Е cz X является ограниченность числового множества

Я={р(х1, xv ...,*„)} (

Доказательство, а) Необходимость. Пусть множе-

ство Е ограничено. Тогда ограниченным будет и множество модулей
элементов из Е. Если л:*—его верхняя граница, то для любых xv
jc2, ..., хп из Е будем иметь | хг \ < хs и

р (хи х2, ..., хп) = р (| х11 V | *91 V ... V I хп |)< р (х--),

так что р(**) является верхней границей множества Н.

Ь) Достаточность. Пусть множество Я ограничено. Дока-

жем, что множество Е также ограничено.

*•) Очевидно, что условие 4 вытекает из 4', так как, если *„/я + ос, то

т/»
— хп)/ + оо прир->оо н поэтому lim р(хп+р —хп) =: +оэ.
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Обозначим через Хе наименьшую компоненту /С-пространства X,

содержащую £, и покажем, что Хе — К-пространство с единицей.

Во всяком случае по теореме 3.31 гл. III Хе разлагается на компо-

ненты с единицей. Если этих компонент— конечное число, то ясно,

что соединение их единиц будет единицей /f-пространства Х.

Пусть разложение^ состоит из счётного множества компонент хп.

Обозначим через ±п единицу АГ-пространства Хп. По теореме об

аннулирующей последовательности A.23 гл. V)*) существуют такие

положительные числа Xw ~> 0, что Xnlw —► О. Положим х* — sup ХЯ1П.
п

Легко видеть, что jt* обладает свойством единицы в Хе.
Допустим теперь, что разложение Хе состоит из несчётного

множества компонент Ха(а£А). В этом случае для каждого <х£А
найдётся такой элемент ха £ Е, что

В силу 1.15 среди элементов уа найдётся счётное неограниченное
множество {уа }. Тем более

т. е. при п-+оо

Тогда по условию А'

р (x,t, . .., хап) = р ( | x9l | V ... V |*«J) -> со,

что противоречит ограниченности множества Н. Итак, наличие в раз-
ложении Хе несчётного множества компонент невозможно, следова-

тельно, по установленному выше, Хе — /(-пространство с единицей.

Пусть А = sup Я, 1 — единица /С-пространства Хе- Обозначим через

Еп (п = 1, 2, ...) множество элементов |л:|Л#1> где х£Е. Мно-
жества Еп ограничены. Положим уп = sup En. По теореме 1.41 гл. V

существует такое счётное множество элементов xffi £ £п, что

(к)

уп = SUp ХУп \
П

т. е.

VA) \/ \/ Y{1<) / V■хп V • • • V *п / Уп

при ^->оо. Но тогда по условию 3 для метрической функции

*) ^-пространство X регулярно по теореме 1.18,
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Так как каждый х^ имеет вид х%]— ^^l Л nl, где 3&Л)££, то

Р D? V-. • V *«fc))<P (*£}, .. .,*?>) < А,

откуда р (j/J < Л.
Положим у = supj/n. Так как^ /*у, то из неравенства р (^ .< Л

и условия 4' сразу следует, что у < -j- °°« С другой стороны, для

любого л:££
\х\ Vn±<Cy

при любом /г.

Но так как по определению характеристики

то (см. 2.22а), 2.24d) и 4.13Ь) гл. III)

откуда | л* | Л я1 у1 х при п -* оо, а потому | х \ ^у для любого

х£Е. Таким образом, ограниченность Е доказана.
1.32. При условиях предыдущего предложения X есть /(^-про-

странство.
Доказательство. Пусть supЕп = + оо(Епс:Х, п= 1, 2,...);

тогда в силу 1.31 найдутся конечные подмножества EnczEn,
Еп = {xf\..., л:^} такие, что

pDw),...,*g)>/* («=1, 2,...).
Положим

Множество Е' также в силу 1.31 не ограничено, так что

sup Я7 = sup [sup£nJ = -J- оо.

п

В таком случае, по теореме 3.14 гл. V, X—/^-пространство.
1.33. Пусть в /Ш-пространстве X метрическая функция р удо-

влетворяет добавочному условию:
существуют такие числа А и//, 1<А<!//<-]-оо, что

hp(*)<рBлг)<Яр(х) для всякого х£Х.

Тогда необходимым и достаточным условием (t)-аннулируемости
множества EczX C.11b) гл. V) является ограниченность множества

чисел {9(х))(х£Е).
Доказательство. Из добавочного условия, наложенного на

функцию р, следуют неравенства
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Допустим теперь, что множество {р(х)} (х£Е) ограничено,
а множество Е не (^-аннулируемо. В таком случае, найдутся после-

довательность {хп} элементов из Е и последовательность чисел

Ал->0, для которых соотношение 1пхп -ifl О не выполняется. Так
как в /СЖ-пространстве (^-сходимость совпадает с «метрической»
сходимостью, то р (кпхп) не стремится к нулю, и р (kn.xni) > з > 0

для бесконечного множества индексов щ. Подберём числа к{-+\со
так, чтобы

-J- > Кг ТогДа

откуда следует, что р(хщ)-> оэ и множество {р(х)} (х ££) не огра-

ничено, вопреки предположению. Итак, Е (^-аннулируемо.
Если предположить, что множество {р(*)} (х £Е) не ограничено,

то существует последовательность {хп) элементов из £, для которой
рС*п)->оо. Тогда найдётся такая последовательность чисел /п->оо,
что

lim £±-?- = -J- со.

Но вследствие добавочного свойства функции р,

lim р D- хп\ > Ип» fif2l =
\ 2» / + я

так что соотношение —— хп —*• О не выполняется и Е—не (/)-анну-
2гп

лируемое множество.

Предложение полностью доказано.

1.4. Некоторые конкретные УШ-пространства. К числу наиболее

интересных /Ш-пространств относятся некоторые /С-пространства,
элементами которых служат измеримые функции и числовые после-

довательности. Рассмотрим прежде всего К-пространство 5 всех

измеримых функций х (t), заданных на некотором множестве Е поло-

жительной меры C.1 гл. I).
1.41. S— /Ш-пространство.
Доказательство. Введём для положительных элементов х£S

метрическую функцию р, полагая

Не опираясь на рассуждения из главы I, мы можем ещё раз доказать,

что в 5 выполнены все аксиомы /С-пространства. Действительно,
аксиомы I—IV и ослабленная аксиома V (для счётных множеств)
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очевидны, т. е. 5—/^-пространство. Но так как метрическая функ-
ция р удовлетворяет условиям предложения 1.17, то согласно этому

предложению «S есть /С-пространство.
Теперь проверим, что 5—/Ш-пространство. Ясно, что р удо-

влетворяет условиям 1—3, налагаемым на метрическую функцию

(см. 1.1). Проверим выполнение условия 4. Пусть л:п// + оо, тогда

lim хп (t) = ~\- со на некотором множестве с положительной меры

и, очевидно,

Пш Р(хп+р-хп)= Игл

Отсюда

lim lim с {хп+р — хп) > mes e > 0,
П -> оо р -> uo

Ч. И Тр. Д.

Условие 5 (см. 1.21), как нетрудно видеть, выполняется в усилен-
ной форме, а именно:

Р (*i + *2

что следует из числового неравенства

а -\-Ь ^
а , Ь

так что 5 действительно представляет собой /ОИ-пространство.
Следствие. 5—регулярное /С-пространство.

Действительно, регулярность пространства 5 вытекает из тео-

ремы 1.18 (это же было установлено ранее другим путём, см. 1.49

гл. V).
Как мы знаем C.12 гл. I), топологическая сходимость в S совпа-

дает со сходимостью по мере. Этот результат легко следует и из

общей теории КМ-пространств.
Действительно, в таких пространствах (^-сходимость совпадает

с метрической A.22). Поэтому соотношение хп -^1 О равносильно

р(#я)->0, откуда на основании неравенства

заключаем, что л:я(/)->0 по мере. Наоборот, из сходимости xn{t) к О

по мере легко следует, что р (хп) -> 0.

1.42. S — /^-пространство.
Действительно, S— расширенное ЛГ-пространство (см. 2.24 гл. IV), и,

кроме того, оно регулярно (следует из 1.41). Отсюда в силу теоремы 3.31
гл. V и следует, что 5—/^-пространство. Впрочем, этот факт нетрудно
установить и непосредственно.
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1.43. /С-пространство s, элементами которого служат всевозможные

последовательности вещественных чисел (см. 3.3 гл. I) есть также

/СМ-пространство.
Достаточно положить

°°

6
( (* *) >«)

и р будет обладать всеми свойствами метрической функции в /(Ж-про-
странстве. Отсюда вытекает регулярность s.

Так же как и S, s — ^-пространство. Мы уже видели, что (/)-сходимость
в 5 совпадает с (о)-сходимостью C.31 гл. 1). Это, впрочем, имеет место во

всяком дискретном расширенном пространстве.

Среди подпространств пространства S следует выделить широкий
класс пространств типа Ьт.

1.44. Определение. Пусть Т (и)— вещественная функция
неотрицательного вещественного аргумента и, удовлетворяющая усло-
виям:

1) 7»>0 для и>0, Г@) = 0;
2) Т(и) непрерывна;
3) П«2) > Т{их) для и2 > иг;
4) существует постоянная А такая, что ТBи)^АТ(и). Через L?

обозначим множество элементов х £5, для которых

ж

Частным случаем множества Ьт является всё пространство изме-

римых функций 5. Действительно, полагая Т (и) = у-^—, будем для

всякого х CS иметь:

ж

Указанная для пространства S функция Т(и) ограничена. Легко

видеть, что и обратно: если Т(а) ограничена, то множество Ьт вклю-

чает все измеримые функции.
1.46. Теорема. Ьт—КМ-пространство.
Доказательство. Покажем сначала, что Ьт—нормальное

подпространство пространства 5.

Заметим, прежде всего, что из условия 4 следует, что

Если теперь х£Ьт и л— произвольное вещественное число, то

найдётся натуральное число п такое, что 2п > | X |, и тогда
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откуда следует, что рт(Ьх) <+оо и \х£Ь,г
Если х1 и х2—элементы из Ьт, то

Рт( \хг I V | *21) < рт{хг
Далее

следовательно, хх -\- х2 £ Lt* Таким образом, Z,^— линейное подмно-

жество пространства 5.

Если |хх|<л:, где л:£L^, то, очевидно, р^(xj <рт(*), и х1 £LTi
так что Ьт—нормальное подпространство пространства S.

Рассматривая рт как метрическую функцию, без труда проверим

выполнение в Lt первых четырёх свойств метрической функции,
причём, если функция Т(и) не ограничена, то свойство 4 выпол-

няется в усиленной форме:
4х) если *„/"-{-со, то рт (хп) -► -{- со.
Пятое свойство метрической функции (см. 1.21) вытекает из

неравенств

С
из которых явствует, что

рт(х, хп)-*рт(х), если рт(хп)->0.

Итак, Ьт—ЮИ-пространство. Теорема доказана.

Заметим также, что Ьт — /^-пространство. Действительно, если Т(и) не

ограничена, то в Lt свойство 4 метрической функции выполняется в усилен-

ной форме 4' (см. 1.31), а тогда 1т—/С+-пространство в силу 1.32. Если же

Т(и) ограничена, то как было отмечено выше, Lt совпадает с «S, a S — K+'
пространство (см. 1.42).

1.46. Так как Lt — нормальное подпространство пространства 5,

то соотношение хп
—> х в Lt означает, что xn(f)->x(t) почти всюду и

существует х0 £ Lt такой, что \xn(t)\^x0(f) почти всюду (л=1, 2,...).
Из регулярности /Ш-пространства следует, что в Lt имеет место,

в частности, теорема о диагональной последовательности: если
(И (О) t (О) t

Хп —> хп в Lt и хп
—* х в Ьт, то существует последовательность

индексов {kn} такая, что хпп —+ х в Lt-
Далее, сходимость в Lt есть сходимость с регулятором; поэтому,

(о)
если хп—► в Z,y, то найдётся регулятор сходимости t^Lt такой,

что | хп— х |< гг при п >> Afe. В таком случае

< е почти всюду (г (/) > 0)

и отношение
*

и\
"^ ^ равномерно почти всюду.
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1.47. Если функция Т наряду со свойствами 1 — 4 обладает допол-

нительным свойством:

5) Существует постоянная £>0 такая, что ТBи) > A -\-k)T(u),
то в Lt выполняется соотношение

(см. 1.33). В этом случае в Lt имеют место все предложения, уста-
новленные в 1.3.

Отметим, в частности, класс пространств Lp(p>0), для которых

Случай р^-1 будет особо рассмотрен в следующем параграфе,
посвященном нормированным пространствам.

§ 2. Нормированные А'-пространства

Рассмотрение конкретных функциональных пространств привело
С. С. Банаха к введению основного понятия функционального анализа—

понятия линейного нормированного пространства или пространства
Банаха.

Благодаря работам С. С. Банаха и ряда других математиков, в

особенности советских, общая теория линейных нормированных про-

странств выросла в самостоятельную далеко продвинутую и содер-

жательную математическую дисциплину, получившую разнообраз-
ные применения во многих вопросах классической математики.

Однако при конкретном рассмотрении важных для анализа про-

странств функций и последовательностей существенное значение имеют

понятия положительности, неравенства, положительной операции и др.,
не находящие себе места в теории нормированных пространств.
В связи с этим большой интерес представляет изучение /(-пространств,
являющихся одновременно нормированными пространствами. Среди
них особенно важны «/03-пространства», в которых норма и полу-

упорядочение согласованы между собой наилучшим образом.
Между содержанием настоящего и предыдущего параграфов суще-

ствует тесная связь, поскольку норма в /^-пространствах обладает
многими (а часто и всеми) свойствами метрической функции.

Сначала мы остановимся на понятии просто линейного нормиро-
ванного пространства.

2.1. Линейные нормированные пространства.

Определение. Линейное множество ^Y называется линейным

нормированным пространством, если всякому его элементу х отне-

сено вещественное число, — его норма, — обозначаемое \\x\\, так, что

выполняются следующие аксиомы:

*) il*II> 0; ПРИ этом 11*11 — ° тогда и только тогда, когда х = О;
2) ll*+^KII*ll + ILvll;
3) ||Хд:||=|Х|||л"|| (к— вещественное число).
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Понятие предела в нормированном пространстве X вводится еле»

дующим образом: элемент х называется (рупределом последователь-

ности {хп) (хп£Х)> если

П->00

Будем также говорить, что {хп} (Ь)-сходится к х или {хп} сходится
к х по норме, и обозначать это обстоятельство так:

(Ь)

хп—*х или х = {Ь)А\т хп.

Легко видеть, что у (£)«сходящейся последовательности может

быть только один предел.

Последовательность {хп} называется {byсходящейся в себе, если

для всякого е>0 существует такое Nty что \\хт — #J|<£ при

>в
Если всякая (£)-сходящаяся в себе последовательность элементов

пространства X имеет предел, то X называется полным пространством.
Полное линейное нормированное пространство называется простран-
ством типа (В) (пространством Банаха).

|2.11. В линейном нормированном пространстве X обычным обра-
зом вводится понятие сходящегося ряда; именно, ряд

называется (й)-сходящимся, если существует

(ЬуМт sn = (b)-lim (хг + х2+ ... + хп) = х.

п -> оо п -> со

Если X—полное пространство (типа (В)), то из сходимости ряда

норм

следует и сходимость ряда элементов

оо

Действительно,

и потому

Urn ||*n+, —sj|< Ит 2
n, p-+co n, jt)->ooft
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откуда благодаря полноте пространства X и следует существование
предела

2.12. Важными примерами пространств типа (В) являются:

а) Пространство С непрерывных функций x(t), заданных в про-

межутке [я, Ь], с нормой

Соотношение хп—+ х в С означает, что xn{t)—*x{t) равномерно
в промежутке [а, Ь].

Ь) Пространство Lp(p^\) функций x(t), суммируемых с р-й
степенью в промежутке [а, Ь]у с нормой

Соотношение хп —* х в Lp означает, что хп (t) -»д:(/) в среднем

р-го порядка.

с) Пространство F (Р^>\) последовательностей чисел
■^ = (?i, Z* •

•., Ьп> • • •)» Для которых ряд

сходится и норма элемента определяется так:

ни (Si 6» г£
1

d) Пространство V функций х (/) ограниченного изменения в про-

межутке [а, Ь] с нормой

Сходимость в V есть сходимость «по изменению».

Все приведённые выше пространства являются полными.

2.13. Замечание. Неполные линейные нормированные простран-
ства могут быть «пополнены» путём присоединения к ним новых

«идеальных» или «несобственных» элементов.

Пусть X— неполное линейное нормированное пространство. Если

\хп) — сходящаяся в себе последовательность элементов из X, не

имеющая предельного элемента в X, то отнесём ей «идеальный» эле-

мент х, который будем называть её «пределом». Дополним простран-
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ство X всеми такими пределами. Норму присоединённого элемента х

определим соотношением

11*11= И» ||*„||.

Два присоединённых элемента х и у отождествим, если \\хп—уп\\-*0
при я->оо, где х— предел хп, а у

—

предел уп.
Под суммой двух присоединённых элементов х и у будем пони-

мать присоединённый элемент, отвечающий сходящейся в себе после-

довательности {хп-\-уп}, где последовательности {хп} и {уп} имеют

своими «пределами» элементы х и соответственно у. Произведение
вещественного числа к на присоединённый элемент х определим как

«предел» сходящейся в себе последовательности {Х*п}, где последо-

вательность {хп} имеет своим «пределом» элемент х.

Можно показать, что с присоединением идеальных элементов про-

странство X превращается в новое пространство Хи являющееся

линейным нормированным и уже.полным пространством.

Так, например, если в множестве Ср непрерывных функций, задан-

ных в промежутке [a, b]% определить норму элемента х соотноше-

нием
Ь 1

н*||='

то Ср будет линейным нормированным и неполным пространством.

Пополнив Ср по методу, указанному выше, получим всё простран-

ство Lp.
2.2. ДО-линеал.
2.21. Определение. АГ-линеал X, представляющий собой одно-

временно линейное нормированное пространство, причём из неравен-
ства |^|<|^| следует ||д:|| <; \\y\\ (монотонность нормы), называется

КВ-ланеалом.

Заметим, что из монотонности нормы в /СВ-линеале непосред-
ственно следует, что ||дс|| = |||дг| ||.

Примером /С£-линеала может служить /(-линеал С, нормирован-
ный так, как указано выше.

Отметим некоторые свойства /СВ-линеала, используемые в даль-

нейшем.

2.22. х\/у и х/\у — (й)-непрерывные функции своих аргументов,
(Ь) (Ь)

т. е. из хп —► х и уп —> у вытекает, что

(Ь)
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Доказательство. Согласно формуле, выведенной в L57 гл. I,

I (*пУУп) — (*УУп) I + I (*пЛУп) —(*ЛУп) I — I*»—* 1>

Отсюда следует, что

I (*»ЧУ»)— (xVy) I < I (xnVyn)— (xVy„)I +1 (xVyn)—(
<!*»—x\+ \yn—y\t

а потому

Аналогично проводится доказательство и для нижней грани.
2.23. (£)-предельный переход в неравенстве. Если
(*) W

^ ^

*« -* ^, Уп
—^

У и *п<Уп> то ^<>
Доказательство. Имеем хп\/уп=уп—-у. С другой сто-

роны, по предыдущему B.22), хп\/уп —* х\/у. Следовательно,
хУУ=У* т. е. *О

/CS-линеал может, в частности, быть и ЛС-пространством. Тогда
в нём можно рассматривать три вида сходимости: (о)-сходимость,
(/)-сходимость и (^-сходимость. Один такой класс пространств бу-
дет рассмотрен в следующем пункте.

2.3. ^-пространства ограниченных элементов. В главе III C.6)
было введено понятие ограниченного элемента и отмечено, что во вся-

ком К- пространстве с единицей множество ограниченных элементов

представляет собой его нормальное подпространство. Рассмотрим
теперь /^-пространство X с единицей, все элементы которого— огра-

ниченные, т, е. для всякого х£Х имеется такое вещественное число X,
что

|*1<Х1. О)
Такое /С-пространство мы назовём К-пространством ограниченных
элементов.

Если наименьшее число X, удовлетворяющее неравенству A), при-
нять за норму элемента х и обозначить ||дг||, то, очевидно, будем
иметь:

2.31. Теорема* К-пространство ограниченных элементов X

есть пространство типа (В).
Доказательство. Для всякого х£Х ||*||;>0; при этом, если

\\x\\ =0, то в силу (Г) |х|=0 и, следовательно, х = О. Обратно,
если х == О, то |х[<;к 1 при всяком X > 0 и, по определению нормы,
1*|-0.

Далее,
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откуда ||Х*[К|Х|||*||. Заменим х на \х и X на -^ (предполагая

ХфО; для Х = 0 наше утверждение очевидно); тогда \\x\\ ^ттт
или ||Х*||!>|Х|||*||. Сопоставляя два неравенства, получаем:

Проверим выполнение третьей аксиомы нормы. Имеем:

откуда следует, что H*+j>||<|H|-HLy||.
Таким образом, X— линейное нормированное пространство. Остаётся

доказать, что пространство X—полное (в смысле (ft)-сходимости).
Пусть последовательность {д:Л} (^)-сходится в себе, т. е.

П,

Тогда для произвольного е > 0 найдётся N такое, что при п^N и

всех /7=1, 2,,..

11 *п+Р
—*пН< 8 и» следовательно, |хп+р—хп\ < el,

т. е. для последовательности {лг^} выполнено условие теоремы об

(о)-полноте /С-пространства B.21) гл. I. По этой теореме существует
(О)

такой х £ X, что хп —► х. Переходя в неравенстве

к пределу при р -> оо, получаем: \хп— хК el, откуда ||хп— х||<; е

(Ь)

(п >- N). Ввиду произвольности s это означает, что хп —►
х.

2.32. Если X—К-пространство ограниченных элементов, то:

Ю 11*11 = 111*111 Для всех*£*;
b) |*|<1.у1 влечёт Ц*|К||.у||; таким образом, X—/СВ-линеал;
c) Если *>О и j;>0, то ||*V.y||=niax(||*||, \\y\\).
Доказательство, а) следует из того, что элементы х н \х\

одновременно удовлетворяют или не удовлетворяют неравенству A)*)«
b) Имеем |*|<Ы<|Ы|1, откУда II^IKIIII
c) Так как

, то xVy<tnax(\\xh \\у\\)±,

откуда

\\xVy\)<m*x(\\x\\,\\y\\).

*) Впрочем, а) вытекает из Ь) (ср. 2.21).
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С другой стороны, принимая во внимание Ь), имеем |]х\Jy||>-||дг|
и || хуу || > Н^И, откуда

\\х\/у\\>тъх(\\х\\Лу\\)-
Сопоставление полученных неравенств доказывает наше утверждение.

2.33. Если X—/(-пространство ограниченных элементов, то
(Ь) .. (о)

a) хп "~* х влечет хп —* х;

b) ограниченность множества ЕаХ равносильна ограниченности
множества норм {||*||} его элементов;

c) ограниченность множества равносильна его (о)-аннулируемости
и его (О-аннулируемости;

d) X—К+-пространство.
Доказательство, а) Пусть \\хп— х\\ —► 0; так как

I v- Х\ <?\\х X111 ТО \ X г\ -—� О И У —-* X

b) Пусть Е={ха] (<х£А) — ограниченное множество элементов

пространства X; тогда | ха \ < х0 при всех а £ А и следовательно

|Ы<И*о11 (см. 2.32 Ь)). Обратно, если ||хв||<Ж(а ^А), то |д:в|<
^||л-а||1<;Л11э и множество Е ограничено.

c) Пусть Е— (о)-аннулируемое множество из X. Допустим, что

нормы элементов, составляющих £, не ограничены в совокупности;
тогда найдутся элементы хп£Е такие, что ||*п||-юо. Положим

Xw = ; очевидно, Хп —► 0 и, так как Е— (о)-аннулируемое
УII хп II

. (о)
множество, то лял:п —► Оэ так что последовательность \^пхп) огра-
ничена. Но

что противоречит доказанному утверждению Ь). Итак, нормы элемен-

тов множества Е в совокупности ограничены, и по b), E— ограни-
ченное множество. Обратное утверждение тривиально.

Так же просто доказывается равносильность (t)-аннулируемости
и ограниченности множества ЕаХ.

d) следует из с). Действительно, всякое (о)-аннулируемое мно-

жество ЕаХ ограничено, а это и означает, что X—/С+-пространство.
2.34. Важным примером /(-пространства ограниченных элементов

является пространство Му состоящее из почти всюду ограниченных
измеримых функций (см. 3.13 гл. V), Согласно определению нормы
в /(-пространстве ограниченных элементов,

||.*|| = vrai max | л:(/)|,

где через vrai max | x (t) \ обозначается наименьшее из чисел X, для

которых почти всюду | х (t) | <! X.
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Отметим, какой смысл имеют в М различные виды сходимости.
Именно:

хп
—* х (соответственно хп

—► х) означает, что хп (t) -► x (t)
почти всюду (соответственно, по мере) и почти всюду | хп (t) | <; С,

(&)
где С— некоторая постоянная; хп

—►
х означает, что хп (t) -> x (t)

равномерно почти всюду.

2.4. АБ-пространства. Наиболее интересным и важным классом

нормированных /С-пространств является класс /СВ-пространств.
2.41. Определение. Если в /С-пространстве X для элементов

*>- О определено вещественное число— нормах (обозначаемая ||*||),
удовлетворяющая аксиомам:

I. || х || >- 0 и || х || =0 тогда и только тогда, когда лг = О;
и. ||*+jMI<ll*imLyll;

III. ||Лх||»Л||х|| (Х>0);
IV. если х<у, то || х \\ < \\у ||;
V. если хп\О, то Нш ||^я|| = 0;

П->оо

VI. если хп/-\-оо, то lim ||j:w|| =+ oo,
W->oo

то X называется KB-пространством.
2.42. Если в /СВ-пространстве X для всякого х£Х поло-

жить ||*|| = ||| х |||, то х окажется линейным нормированным про-
странством,

В самом деле, так как х обращается в нуль одновременно с | х |,
то в X выполняется первое свойство нормы. Из неравенства

следует, что

Наконец, для любых Хил:

1И = 1411*11-

Более того, X—полное пространство (типа (В)), Это будет
вытекать из следующего предложения.

2.43. Теорема. Если в КВ-пространстве X определить ме-

трическую функцию р, полагая р (дг) = ||*||, то X обращается
в КМ-пространство.

Доказательство. Условия 1 и 2, налагаемые на метри-

ческую функцию, следуют из аксиом I и IV /ТВ-пространства. Из
аксиомы II легко вытекает неравенство

п>* монотонно, то в силу аксиомы V||#w^—*||->0, а тогда

по указанному сейчас неравенству ||*„||->||*||, так что р удовле-
творяет и условию 3 метрической функции. Из аксиомы VI вытекает

усиленное условие 4' (см. 1.31). Тем более верно условие 4.
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Наконец, условие 5 очевидным образом следует из аксиомы П.

Из доказанной сейчас теоремы следует, что /С£-пространство X

обладает всеми свойствами /С/И-пространства, в частности:

2.44. а) X—регулярное /С-пространство.
b) Всякое несчётное множество попарно дизъюнктных элементов

из X содержит счётное неограниченное подмножество.
c) Если для группы элементов xv дг2, •••» хп положить

il*i,** •
••• *JI«ll(l*ilVl*2|V ... V 1*1.1I1,

то соотношения хпЮ.О и

'lim \\xn% .
.., *л|| = 0

п, т -> со

равносильны.

d) xn¥l*x равносильно хпЮ.х, т. е. (/)-сходимость в X совпа-

дает со сходимостью по норме.

e) X полно относительно (б)-сходимости, т. е. X—пространство
типа (£).

Так как норма в X удовлетворяет аксиоме VI, то для X верны

предложения 1.31 и 1.32, а из равенства ||2дг|| = 2||д:[| вытекает

применимость к X предложения 1.33. Таким образом, для /СВ-про-

странств имеет место следующее предложение.
2.45. а) /ОВ-пространство есть К+-пространство A.32);
b) множество ЕсХ ограничено тогда и только тогда, когда

ограничено множество чисел

1\\хи...,хпЩ) (*<££);

c) множество ХсЕ (/)-аннулируемо тогда и только тогда, когда

ограничено множество чисел {||#||} (х£Е) (т. е. (/)-аннулируемость
равносильна ограниченности по норме).

2.46. Если множество ЕсХ состоит из элементов х>ви огра-
ничено, a x0ss=supE9 то

!|*0Ц = SUp ||*lf ..-, *п||.

Доказательство. С одной стороны, для любых *<££, по

определению нормы группы,

следовательно,

KI|oli. B)

С другой стороны, так как X регулярно, то существуют такие

£Е (l, 2, ...), что

х0 = sup х{ == (o)-lim (хх V . .. V хп)
i n -> со
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(см. 1.41 гл. V). А тогда

||лго||=Нт j|*j V ... Vxn\\=nm\\xv ..., лгя||,
п -> с» п -► оо

откуда следует, что в B) знак неравенства невозможен, ч. и тр. д.

Следствие. Если, дополнительно, Е удовлетворяет следую-
щему условию: для любых хи х2£Е найдётся такой х£Ел что

>! V-v* то

Доказательство. Из поставленного условия вытекает, что

для любой группы элементов xv ..., хп£Е существует элемент х ££*
для которого ^V ... V хп <£ ху следовательно,

и*1. ....*л<п*ц.

А тогда, по доказанному выше предложению,

П*о11

Но обратное неравенство очевидно; тем самым требуемое ра-
венство доказано.

2.47. Теорема. Пусть X—К-линеал и, вместе с тем, — про-

странство типа (В). Если норма в X удовлетворяет условиям:
1) 11*11-111*111;
2) если л;>© и ^>О, то ||*+J>|| = ||*|1 + |M| (m- €- норма

аддитивна для положительных слагаемых), то X—KB-простран-
ство.

Доказательство. Пусть х >у^>0. Тогда

т. е. норма строго монотонна, и, таким образом, X—АТ5-лииеал.
Отметим попутно, что для О

II*—.уИНИ-ИуН-

Покажем теперь, что если хп^О и образуют возрастающую
последовательность, причём |]хл||>< С< +°°> то существует

Действительно, благодаря монотонности нормы существует

HmJK||<C.
Но так как

II*»—*JHI*«IIHI*nli («>«)>
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т0 \\хш— л*п||->0, т. е. последовательность {хп} (б)-сходится в себе.

Благодаря (б)-полноте пространства X существ)ет такой элементх £ X,
что хп^1х.

Из неравенства хт^хп (при /я>/г), переходя к пределу при

т-»оо, мы получаем, что х^хп (см. 2.23). С другой стороны,
если хп^у при всех л, то, также переходя к пределу, полу-
чаем х^у. Следовательно, x — sup{xn].

п

Теперь докажем, что всякое счётное ограниченное сверху мно-

жество Е = {хп}сХ имеет верхнюю грань.

Можно считать, что хх = О, так как в противном случае мы

могли бы заменить хп на хп
—

х1.

Пусть все xn<.v*. Положим

Тогда х'п образуют монотонную последовательность, хп^>0 и

II хп II -^11 •**!!• По уже доказанному, отсюда следует существование

конечного supJAT?»}, но он одновременно будет и sup{;tn}.
п п

Таким образом, X есть /(""-пространство, а норма в нём строго
монотонна. Кроме того, если хп f х (хп ^> О), то ||*Л/*||#||. Дей-
ствительно, мы видели, что для монотонной последовательности

sup {хп} = (b)- lim лг„, а так как норма— (^-непрерывная функция *),
п п -^ оо

то ||х||= lim \\xn\\. Итак, X удовлетворяет условиям 1.17, а по-

П -> оо

тому X есть /(-пространство.
Легко видеть, что норма в X удовлетворяет всем аксиомам

/(В-пространства. Последние две проверяются так: Если хп\О,
то (—хп)У*О, или хх—xn/[xl {xl—xn^ О), поэтому || хх—хп || /■ || хг ||.
Но

Следовательно, ||*л||-»0. Если хп/-\-оо, то ограниченность норм

невозможна по доказанному выше.

Теорема полностью доказана.

2,6. F-пространства. Многие интересные сходимости в важных

конкретных пространствах не могут быть получены как сходимости

по норме. Однако, вводя более сложную нормировку, близкую
к нормировке Банаха и обладающую многими ее свойствами, мы

сможем изучить сходимости, отличающиеся от обычной сходимости

по норме.

2.61. Определение. Пусть X—линейное множество, каждому
конечному комплексу /(=(л;„ д:2,.... *v) элементов которого отне-

*) Если хп—+х, то
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сено неотрицательное вещественное число || К\\ — \\(хи.. .,#v)||—норма
комплекса, удовлетворяющее следующим условиям:

1. Если х( = х^ то

|| (хи- . .
, Xit. .

., Хр. .
., Х„)\\ =||(X1,. . ., Xi_v *i+i>» •

•, Xj, • • • ,-*O|| =

т. е. норма комплекса не меняется при выбрасывании из него одного

из двух рачиых элементов.

Через || л: f будем обозначать норму комплекса (х), состоящего из

единственного элемента х, и называть её будем просто нормой
элемента х.

2. ||*|| = 0 влечёт за собой лг = О.

3. Если Кг = (хи...9 *Vj), К2=(у1У..., j/vJ и

то

4, Если /^«в(хР ..., *Л #2==(.У1,-•., Л)# — ^ва комплекса

с равным числом элементов и /C==(x1 +^ц..., ^v+Л)» то

5, Для любого вещественного числа Л

Линейное множество X, в котором определена норма комплекса,

удовлетворяющая условиям 1—5, называется V-пространством.
Заметим, что из условия 5 следует, что норма нулевого элемента О

равна нулю.
Норма элемента || х |{ удовлетворяет всем аксиомам линейного

нормированного пространства, поэтому V-пространство Х предста-
вляет собой частный случай линейного нормированного пространства.

Отсюда, в частности, следует, что в X можно рассматривать сходи-

мость по норме. Но наряду с такой сходимостью можно ввести и

другую, а именно, дадим следующее определение,
2.62. Определение. Последовательность элементов { хп) К-про-

странства X (г>)-сходится к элементу х£Х (в обозначении: хп ^ х

или (v)A\mxn = x)t если каждому е>0 соответствует N такое, что

П -> оо

при всяких n^N и /?;>0

II (хп — х,..., хп+р х) |К г.

Легко показать, что (я)-предел обладает обычными свойствами

предела, например:

a) Если xJ^LxHyn(lLyt то хп+ун^
b) Если хп {-L* х и ап ~> а, то апхп (J^1> ax.
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2.63. Если X — /^-пространство или даже /CS-линеал, то по-

лагая норму комплекса равной норме группы элементов, составля-

ющей комплекс,

легко проверить, что X—^-пространство.
Действительно, если х^ = х^ то

Отсюда следует аксиома 1 V-пространства.
Из fl.*|| = 0 следует х = О, т. е. в X имеет место аксиома 2.
Аксиома 3 следуе!1 из неравенства

Так как

то в X имеет место и аксиома 4.

Наконец, аксиома 5 вытекает из соотношения

2.54. Пусть X— /^-пространство, в котором определена норма
комплекса как в 2.53. Тогда (v)-сходимость в X совпадает с

(о)-сходимостью. (Это вытекает из 2.44 с)).
2.6. Некоторые конкретные /^-пространства. В предыдущем

параграфе A.47) мы уже упоминали о пространствах Lp, элементами

которых являются функции, суммируемые с /?-й степенью. Сейчас мы

будем предполагать, что /?>-1. Если положить для x£Lp

то легко проверить, что \х\ удовлетворяет всем требованиям, накла-

дываемым на норму в /fS-пространстве. В частности, аксиома тре-
угольника является следствием известного неравенства
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Среди пространств числовых последовательностей аналогом If

являются пространства /^(/?;>1), определение которых дано в 2.12.

Здесь также, если для х « {&„ } положить

\P

норма будет удовлетворять всем аксиомам /^-пространства.
Отметим, что в L и / (мы отбрасываем индекс р в случае, когда

/?=1) норма аддитивна (см. 2.47).
2,61. Пространство V функций ограниченного

изменения. В главе I C.2) уже было показано, чго V—/(-про-
странство, но при этом проверка выполнения аксиомы V была не

особенно легкой. Сейчас мы легко убедимся в том, что V является

/ТВ-пространством, если норма в нём определена так, как указано
в 2.12:

Действительно, V, очевидно, — /(-линеал и в то же время — пол-

ное нормированное пространство. Для положительных элементов

||л:|| = *(£). Ясно, что ||л:|| удовлетворяет требованиям теоремы 2.47,

откуда и следует, что V—/СВ-пространство.
(t)-сходимость в V совпадает с (Ь)-сходимостью, т. е. со сходимо-

стью «по изменению»; (о)-сходимость может быть охарактеризована

как (и)-сходимость (см. 2.54) или как сходимость с регулятором

A.24 гл. V), т. е. xn{-L» х означает, что существует такой xo£V
(>°) чт0

^('i)JK«iil^e('i)^oD)l. I (

где t1 и t2 — любые, а &n\fi.
2.62. Пространство А абсолютно непрерывных

функций. Подмножество /СВ-пространствз V, состоящее из всех

абсолютно непрерывных функций х (t), для которых х (а) = О,
обозначим через Л. Каждая такая функция является неопределенным
интегралом некоторой фv нкции g (t) £ L (L предполагается построен-
ным на том же промежутке [а, д])9 т. е.

(z)dz. C)

При этом соответствие х <—► g C) между А и L взаимно однозначно
и линейно, т. е. из хх <—> gx и х2 <—► g2 вытекает, что
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*i*i + **** ч—> ^1^1 + ^2? a такж^ сохраняет упорядочение, т. е.

из х>>0 вытекает g*>-0 и обратно. Таким образом, Л и L изо-

морфны.
Из известной формулы

вытекает, что при изоморфизме, определяемом формулой C), сохра-
няется и норма, т. е. ||*|| в Л равна ||g-|| в I. Таким образом, Ли!
допускают полное отождествление и как /(-пространства и как нор-

мированные пространства. В частности, А есть /(В-пространство.
В то же время ясно, что если х, у£ V, \х\^\у\ ъ у (t) абсо-

лютно непрерывна, то и x{t) — абсолютно непрерывна; таким обра-
зом, Л удовлетворяет условию нормальности, следовательно, Л — нор-
мальное подпространство пространства V. Этот результат можно

усилить следующим образом.
2.63. Л есть компонента пространства V,

Доказательство. Нужно доказать, что Л — правильное под-

пространство пространства V. Пусть Е а Ау Е ограничено сверху
в V, и xQ = supE. Следует показать, что хо£Л. Для этого доста-

точно показать, что Е имеет хоть одну верхнюю границу в Л, так

как если х0 содержится между двумя элементами из Л, то вследствие

нормальности подпространства Л х0 сам должен принадлежать Л.

Допустим, что Е не ограничено сверху в Л. Тогда (см, 2.44 а),
2.45 а) гл. VI и 3.23 гл. V) существует такое счётное подмножество

{ хп } d Е (п = 1, 2,...), что sup { хп } = + °° в А. Положим

Тогда *w/ +со в Л (*;>©) и потому KII/ + 00- Ноxv
следовательно, ||х'п||<||xQ — xt||.

Полученное противоречие доказывает ограниченность сверху
множества Е в Л.

2.64. Множество 1/р(р>1). Отнесём к множеству Vp (р>\)
все функции x(t), заданные на промежутке [а, £], для которых

х (а) — 0 и при любом разбиении

отрезка [а, Ь] имеет место неравенство

* = 1
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(С—постоянная). Если точную верхнюю границу таких сумм обо-
JL

значить через М, то М * называется (р)-изменением функции x(t)
ь

на промежутке [а, Ь] и обозначается (p)-var x(i).
а

Покажем, что если х£ Vp при некотором р > 1, то х£А. Поль-

зуясь известным неравенством Гёльдера

is *<b

мы легко получаем для любой системы неналегающих промежутков

(tt, f.) (/-1,2,...,л):

отсюда и следует абсолютная непрерывность функции x(t).
2.66. Для того чтобы х £ Vp, необходимо и достаточно, чтобы

t

*(()=* J gb)*, C)
а

где g£Lp. При этом

ь
ь

-

/Л}*. D)

Доказательство, а) Необходимость. Пусть л: ^ V>. Раз-

делим промежуток [а, д] на /г равных частей точками а = tQ < ^ <...
<tn = b и определим функцию

(/=1,2,...,«).
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По известной теореме о дифференцировании неопределённого инте-

грала Лебега,

gn(t)-+g(f) почти всюду в [а, Ь].

Кроме того,
ь п

а

Но тогда и

E)

Ь) Достаточность.Пустьg£Lp. Тогда используя интегральное

неравенство, аналогичное уже применявшемуся выше неравенству
для сумм, имеем для любых tl < t2:

(где (-—=1, следовательно, —=р— 1J. Отсюда для любого

разбиения промежутка [а, Ь)

= Г \g®\*dt- F)

Таким образом, Jt^V**; сопоставляя E) и F), мы получаем D).
Теперь будем считать, что V^ линеаризовано и упорядочено как

подмножество пространства V. Норму в V^ определим по формуле
ь

Тогда имеет место следующее предложение.

2.66. Vp(p>l)— /СВ-пространство, изоморфное Lp.
Доказательство. Соотношение C) устанавливало изоморфизм

между А и L. При этом по 2.65 образом Lp будет V*. Благодаря

D) элементы из V* и Z/\ соответствующие друг другу, имеют рав-

ные нормы. А тогда, так как IP— /СВ-пространство, то и V^—тоже
/03-пространство.

Замечание. Так как L? прир > 1 —нормальное подпространство

пространства I, то Vp— нормальное подпространство пространства
А (но не компонента).
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Отметим некоторые свойства функций с ограниченным изменением,

используемые в дальнейшем.
2.67. Если x£Vp (р > 1), а

то у £ V9 и при этом

ь ь

(p)-vaty (/) = (р) -var x (/).

Доказательство. Известно, что

t

ъ
* А *

Г v

Так как хг £ Lv, то у £ У*. При этом по 2.65

* А *

{ Г | ж' (^) |р rfx}v = (p)-var
J a
a

Замечание. Ниже (в главе VIII) нам потребуется аналогичное

предложение для абстрактных функций. Приведённое только что

доказательство не сможет быть применено к абстрактным функциям,
так как оно использует предложение 2.65; поэтому наметим другое
доказательство, не опирающееся на предложение 2.65.

Очевидно,
ь ъ

Подберём такое разбиение отрезка [а, £], для которого

; ь

Для каждого из промежутков [*,, ti+1] подберём разбиение ^ = *Jf
... < т(^ =sti для которого сумма

2|

достаточно близка к Aj/(^), например, так, чтобы

^ [S iд*^ О'Р >wtw~2s-
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Оценивая внутреннюю сумму, легко получить, что

12' -w |]'< 2$Р?B«Г' - 2$^
Следовательно,

(p)-var .v (<) > (/?)-var.y (/) — 2«,
а а

откуда и вытекает равенство (/?)-изменений.
2.68. Пусть х £ Д, а —10 < tx < ... < tn = Ь, г y(t) — кусочно-

линейная функция, для которой

(т. е. графиком функции у (f) служит ломаная, вписанная в график
функции х (t)). Если тах(Д^)->0, то

vaxlx(f)—y(t)]-+O.
а

Доказательство. Пусть сначала х (t) удовлетворяет условию
Липшица с постоянной С. Тогда |*'(/)|^£ почти всюду. Из опре-

+1

'(t)dt при
1 г+1

деления функции у (f) следует, что У(*) = ^- x'(t)dt
*

U
< t < ti+l, откуда \yr (t) | ^ С почти всюду, причём yr (t) -^ х' (/)
почти всюду при max (Д^) —► 0,

Следовательно,

b
с

var [х (t) -у (/)] = J | *' (/) —^' @ | dt -+ 0.

а

В общем случае по произвольно заданному е > 0 подберём С так,
чтобы

е

Теперь положим

где e = S

1аД]\е [а,#]Г)е

Тогда xi(t) удовлетворяет условию Липшица, a var x2(f) <e.
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Всякую вписанную в х (t) кусочно-линейную функцию у (/) можно
представить в виде

где ух (t) и y2(t)— кусочно-линейные функции, вписанные в хх (/)
и x2(t). Тогда

а по доказанному для функций, удовлетворяющих условию Липшица,
ъ

var [x1 (t) —yi(t)] -> 0 при max (Д^) -^ 0.
а

Так как

var [х @ —у (/)] < var [xx (t) —yt (t)] + var [*2 (/) —y2 (t)],
a a a

a e произвольно, то ясно, что

ь

var[*(/)—^@]-^° ПРИ max (д^)->0-
а

2.69. Если дополнительно к условиям предложения 2.68 x£Vp
(р>1)э то

(p)-var [x (t)—y @] -► 0 при max Ш4) -^ 0.
а

Доказательство. Так же, как и выше, заключаем, что

у' (/) -> х' (t) почти всюду при max (Д^)-^О. С другой стороны,

очевидно, что

ь ь

(p)-vaty (t) < (p)-var x (/),

тогда

\\у'

Отсюда, по известной теореме о предельном переходе под знаком

интеграла Лебега,
ь ъ I

(p)-var [х (t) —у (/)] = | J | х'(t) —у' (t) \р <и}р -+ 0

а

при max (Д^) —>- 0.



ЧАСТЬ II

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ
В ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

ГЛАВА VII

АДДИТИВНЫЕ ОПЕРАЦИИ

Предметом настоящей главы является изучение некоторых классов

операций, переводящих одно пространство в другое. Отдельные при-

меры операций, преобразующих /(-пространство в себя, мы уже имели

выше— операция проектирования (гл. II и III), функции от элемен-

тов (гл. IV).
Здесь мы будем рассматривать только аддитивные операции, и

в большинстве случаев непрерывные в том или ином смысле. Суще-
ственную роль играет также понятие положительной операции. Основ-

ное содержание главы — это определение нескольких важных, есте-

ственно возникающих классов таких операций, изучение взаимоотно-

шений между этими классами, а также свойств самих операций,
образующих эти классы. Некоторые понятия будут вводиться не

только для /(-пространства, но и для более общего случая — АГ-ли-
неала или /(-группы.

§ 1. Регулярные операции

1.1. Общие определения. Пусть X и Y—два /(-линеала и пусть
для каждого х £ X определена однозначная функция y = U (x)t зна-

чения которой суть элементы из Y. Такая функция называется опе-

рацией, отображающей X в Y.
Если Y—пространство вещественных чисел, то операция у = U(x)

называется функционалом.
Операция у = U{x) называется:

аддитивной, если для любых х{> х$£Х
U( + + U(); A)

однородной, если для любого х£Х и любого числа а

U(*x) = aU(x); B)

положительной, если U(x)^0 для любого х>-0.
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Отметим некоторые простые свойства операций.
1.11. Если U(х) аддитивна, то

a) £/(О) = О;
b) U(rx) = rU(x) для любого рационального числа г.

c) Аддитивная операция вполне определяется своими значениями

для положительных х, т. е. если Ut (x) и U2 (x) аддитивны и Ux (x) =
= U2(x) для *>-©, то Ux {х) = U2 (х) для всех х.

Доказательство, а) Из определения аддитивности сразу сле-

дует:

U(x) = !/(* + ©) = */(*)+ *У (О),

т. е. {/(©) = ©.

Ь) Если п — целое положительное, то

U(nx) = U{x) -f . >. + U(x) = nU (x).
п слагаемых

При г = —
, используем равенство U{х) = U\n • — хЛ = пи(— х\

откуда u(— a:j =
— U(x).

Если г = —, где р и q
—

натуральные числа, то, по уже дока-

занному,

Наконец, если г — отрицательное рациональное число, то

откуда U(rx) = —-1 /■ | £/(*) в г U (х).
Если г = 0, то Ь) очевидно,

с) следует из того, что для любого х

1.12. Пусть для л:>-© определена операция U(x)% удовлетворяю-
щая условию аддитивности A) для любых xv x2^0. Положим для
любого х ^ X

Определённая таким образом во всем X операция U (х) аддитивна.

Доказательство. Сначала покажем, что если х=у— z> где

у, *>0, то U(x) )
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Так как х+— наименьший положительный элемент, который
больше или равен х> то х+^у, следовательно, у = х+ -\-v, где

v^-O. Но тогда

Отсюда

Следовательно,

U

Используя доказанное равенство, имеем для любых х9 у £ X:

= U(x+ +у+ —х_ -у.) = U{x
ч. и тр. д. *).

1.13. Если операция U(х) положительна и аддитивна, то:

a) из хг^х2 следует U(xx) > U(x2);
b) U{x) однородна;

c) \U(x)\<CU(\x\).
Доказательство, а) следует из равенства

так как U(xx—х2) >- О.

Ь) По 1.11b) U(x) удовлетворяет условию однородности B)
для рациональных а. Для любого а и х^О подбираем такие рацио-

нальные гг и г2, чтобы г1<а<г2. Тогда rtx < ах < г2лг, следо-

вательно,

в то же время rxU(x) ^aU(x)^ r2U(x), так как (/(*);>©. Но

/*j и г2 могут быть сколь угодно близки друг к другу, а потому
ясно, что

Если х — произвольный, то

U(ax)=

с) Имеем

* Из 1.11с) вытекает, что распространение операции с множества поло-

жительных элементов на всё X с сохранением свойства аддитивности возможно

единственным способом.
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1.2. Регулярные операции.
Определение. Операция U(x) называется регулярной, если

она представима в виде

и(х) = иг(х)-и2(х), C)
где U^x) и U2 (х)—положительные аддитивные операции.

Ясно, что регулярная операция аддитивна, а из 1.13 сразу сле-

дует, что регулярная операция однородна.
Регулярные операции можно охарактеризовать иначе. Для этого

введём ещё одно

Определение. Положительная аддитивная операция у
= Ut (x)

называется мажорантой для операции у= U (л:), если £/х (л:) >- U{x)
для любого jc^>0.

1.21. Для того чтобы аддитивная операция была регулярна, необ-
ходимо и достаточно, чтобы она имела мажоранту.

Доказательство. Если U(x) имеет мажоранту Ux(x), то

представление

U{x) = Ux (х) - [Ux {х) -U(x)]

показывает, что U{x) регулярна, так как их{х) и Ux(x)— U{x) —
положительные аддитивные операции.

Обратно, если U{x) регулярна, т. е. представима в виде C),
где Ux{x) и U2(x) положительны и аддитивны, то их(х), очевидно,
является мажорантой для U{x).

Замечание. Если аддитивная операция U(x) имеет регулярную
«мажоранту» Ux(x), т. е. Ut (x) регулярна и Ux {x) ^ U (х) для

*><©, то U(x) регулярна.

Действительно, Ux {x) имеет положительную мажоранту, а тогда

эта мажоранта будет мажорантой и для £/(лг).
1.22. Пусть теперь К—АГ-пространство, а X попрежнему

— любой

/С-линеал. Множество всех регулярных операций у = U (л:), отобра-
жающих X в V, обозначим Нг. В дальнейшем мы часто будем называть

регулярную операцию операцией класса Нг.
Линеаризуем Нг. Если Uu U2£Hr, то сумму U= Ui -f- U2 опре-

делим как операцию, для которой при всех х

Если их£Нг, а а — число, то произведение U=aUl определим по

формуле
U(x) = aUx(x) для любого х.

Ясно, что в обоих случаях U£Hr и что Нг становится линейным

множеством. Нулевым элементом в Иг будет операция U(x) =0 *).
Положительными элементами в Hr (f/^>0) будем считать операции,

положительные в смысле определения, данного в 1.1. При этом будем
называть U существенно положительной ({/>©), если £/]>© и

*) Нулевой элемент множества Нг мы будем обозначать, как обычно О.
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ф. Легко видеть, что если (/>©, то существует х > О, для

которого U (х) > О. Действительно, если бы U (х) = О для всех

х^>Оу то, по аддитивности, мы имели бы U(x)=O.
Теперь мы докажем основную теорему о множестве Нг.
1.23. Теорема об Нг. Множество Нг регулярных опера-

ций, отображающих К-линеал X в К-пространство Y, является

/(-пространством.
Доказательство. Выполнение в Нг аксиом I, II и IV /С-про-

странства очевидно. Аксиома III выполняется благодаря существова-
нию мажоранты. Остаётся проверить выполнение аксиомы V.

Пусть Щ £ Нг (£ £ Е) и £/$ < £/0 £ Нг при всех 6. Положим для

*>©
U (х) = sup [Uk (xx) +... + U^ (*„)], D)

х++хх

где верхняя грань берётся относительно всех конечных систем xv ..., хп
и Ец .--^п» удовлетворяющих поставленным условиям.

С одной стороны,

Uh (хх) + ... + Щп{хп) < UQ (хг) + ... + Uo(хп) = Uo (х),

откуда U(x)<CU0(x). С другой стороны, беря я=1, jc1=jc, £1=*%
(произвольному S^ S), получаем U {х) >- Щ (х) при всех S^S.

Проверим аддитивность операции U{x) для положительных х.

Пусть х =у-\-г, где;/, г>0, и пусть ^ =^+ . • • +ymiz = zi +
4- ... -Ь-г'п, где все уь Zj^O. Тогда по определению,

b (Ух) +...+U^ (ут)] +Щ (гг

выбраны произвольно). Переходя в каждой из скобок,
независимо от другой, к верхней грани, получим:

U(x)>U(y) + U(z). E)

Пусть, наоборот, x = xt-\- ... +xw, где все л:>0 и, кроме

того, x=y-\-z {у, г>-0). Тогда благодаря возможности двойного

разбиения элементов A.42 гл.1) существуют такие yu...f уПУ

Отсюда

«/«, (*!> 4- • • • + и*п (*«) = I^ (Л)
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Переходя к верхней грани в левой части, получим:

£/(*)< tf00+ </(*).
а это вместе с E) и даёт требуемое равенство.

Благодаря 1.12 операция U (х) распространяется на всё X с со-

хранением аддитивности. Так как U(x) <C U0(x) при х^>0, то U(x)
имеет регулярную мажоранту, следовательно, U£ Hr (см. замечание

к 1.21).
В качестве Uo могла быть взята любая верхняя граница множе-

ства {£/$}, и попрежнему U^^U^U0] следовательно, U= sup и$.
Теорема доказана.

Замечание. Из проведённого доказательства аддитивности опе-

рации U(x) следует, что если U^(x) аддитивны, а операция U{x)>
определённая для х^О по формуле D), оказывается конечной

(U(х) < +оо) для каждого х, то U(x) аддитивна.

Действительно, в этой части рассуждения принадлежность Щ
классу Нг не использована, а существование £/0 использовано только

для заключения, что U (х) < + оо.

Так как Нг— /^-пространство, то для каждого U £ Нг имеют

смысл £/+, f/_, \U\. Выясним их значение как операций.
1.24. Так как U+ = U N/ О, то по формуле D) имеем для х^ О:

= sup f/(^) F)

Аналогично U_ = ( — £/) V ®> следовательно, для

sup [_f/(jcO] = - inf U{x'). G)

Наконец, |^7| = f/V( — ^) и по той же формуле D) для

= sup [f/C^-f/C^)]. (8)
+

1.25. Если U£ Hn то для любого х

\U(x)\<\U\(\x\Y>

при этом \U\ — наименьшая из операций U* ^ //г, для которых при

всех х

\U(x)\4£U*(\x\). (9)
Доказательство. Если дг^-О, то, так как £/^|£/| и

— i/<|t/|, имеем:

U{xL£\U\(x), —U(x)<C\U\(x),
Следовательно, | f/(>:)K| U\(x). Для любого х
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С другой стороны, если U* £ Нг— любая операция, для которой
выполнено (9), то для х >- О | U {х) К U* (х), следовательно,
*/(*)<*/*(*) и — £/(*)<£/*(*)> т. е. £/<£/*, — £/<£/*.
А тогда |£/|=£/V (-(/)<(/*.

Вместо формулы (8) для операции |£/| можно дать и другое

выражение.
1.26. Для любого *>-©

/У|(*)= sup U(x') = sup | £/(*')!•
|'1 | osr I <a?

Доказательство. Прежде всего

Sllp t/(x') = sup [£/(*') V £/( —*')] =
I ж' l <ж I ж' I <a?

= sup {£/(*') V[— £/(*')]} =

а из 1.25 следует, что эта верхняя грань имеет конечное значение

) ^ I U\ (х)* Докажем обратное неравенство.

Пусть * = *!-|-*2> где -^1» Х2^-®* Тогда \хг — лг2|<л: и

Отсюда по формуле (8) | U\ {х) ^ V (х). Таким образом, V (х) =
= \U\ (х), ч. и тр. д.

1.27. Теорема. (Признак регулярности). Для того

чтобы аддитивная операция U(x) была регулярной, необходимо

и достаточно, чтобы для всякого ограниченного множества Е а X

его образ U(E) был ограничен в Y. Это условие равносильно выпол-

нению для любого х^>0 неравенства

a) sup \U(x')\= sup г/(У)< + со

| ж'К ж |ж'|<ж

или выполнению {для любого х ^> О) более слабого неравенства
b) sup и{х')<-\-оо.

Доказательство. Равносильность первой формулировки тео-

ремы и выполнения неравенства а) очевидна. Необходимость выпол-

нения неравенства а) для любого х^О доказана в 1.26. Докажем
достаточность выполнения неравенства Ь).

Положим для х ^ О

V(x)= sup U{x').
О < х' < х

По условию V (х)<-\-оо. Но V(х) совпадает с операцией, опре-
деляемой по формуле D) для множества, состоящего из U и О

(О— нуль/Г-пространстваЯ,.), и по замечанию к 1.23, раз V{x)<C -f- oo,

то она аддитивна. Согласно 1.12 V(x) распространяется на всё X

с сохранением аддитивности. Кроме того, ясно, что при
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V (х) > U (О) =0 и V (х) > U (х). Таким образом, U (х) имеет

мажоранту, значит, £/£ НГУ ч. и тр. д.

1.28. Если f/=inf U$ (Ц€ ЯД то, исходя из формулы D) и

соотношения £/ =— sup(—U$> мы легко получим для лг>-0 ана-

логичную формулу

U(x) = , inf [^(ж,) + ... -f Щп (*»)!•

Мы не будем в этой главе полностью выяснять смысл понятия

дизъюнктности в Нг и ограничимся лишь одним достаточным призна-
ком.

1.29. Пусть X разлагается на два /(-линеала Хг и Х2, т. е.

Хг и Х2— два дизъюнктных линейных нормальных подмножества

из X и при этом любой х£ X представим в вице x = S(xx x2) =

~xi4rx& гДе xi£Xv х2^ЛГ2*)- Если Ux {х) = О при лг^^2,
а £/2(л:) = © при дг€ ^ (£/1э U2£Hr), то £/х d f/2.

Доказательство. Из формулы (8) сразу вытекает, что

| t/j | (лг) = О при х £ Х2 и | U21 (л:) = О при х £ ^. Л теперь по

формуле A0), для U=\UX\ /\\U2\ и *>-© имеем:

£/(*)= inf U^K^+ ltfel (**)].
жл ж, > О

В частности, если хг£Х2, х2£Хх, то | f/t | (xt) = \ U2\ (х2) = О,
следовательно, f/(jc) = O. Таким образом, £/—©, т. е. их&и%.

1.3. (о)-сходимость в /^-пространстве регулярных операций.
В НГ9 как во всяком К-пространстве, имеет смысл понятие (/^-схо-
димости. При этом соотношение и„ —► U в общем случае не равно-

сильно точечной сходимости, означающей, что Un(x) —* £/(х) для

всех х£Х (см. 3.12 гл. VIII). Сейчас мы займёмся выяснением связи

между этими двумя сходимостями. Отметим сначала одно вспомога-

тельное предложение.

1.31. Если Un(x)—аддитивные операции со значениями в одном

и том же К-пространстве Y и если при каждом х £ X существует
конечный (o)-lim Un{x) (или (t)-\\mUn(x))> обозначаемый U{x), то

U(x)—аддитивная операция.
Это вытекает непосредственно из общих свойств предела:

11(хг + х2) = lim Un(xy + х9) + lim Щ„ (.v,)+ Un(x2)) =

= Hm Un (л-,) + lim U,} (jra) = U(xt) + U (x2).

Если X—/^-пространство, то Х\ и Х<> — его компоненты.
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1.32. Из (о)-сходимости в Нг вытекает точечная (о)-сходимость
последовательности операций, т. е. если Un£Hr (я=1, 2,...),

r
и Un -2* U, то при всех х

Unit) ^ Щх).
Доказательство. Пусть сначала Un\ U. Тогда при каждом

х ^> О существует такой элемент V (х) £ F, что

Un(x)\V(x)>U(x).
Но если существует lim Un(x) при всех лг^-О, то, по аддитивности

операций Un(x), он существует и для прочих х. Таким образом,

V(x) имеет смысл для всех х, Un(x) ^ V(x) при всех х и 1/(л:)
аддитивна A.31). Так как V<£/n£tfr, то V£Hr; кроме того,

V>*7
С другой стороны, так как К< Un при всех /г, то V <; £/= inf £/и,

следовательно V= £/.
Аналогично доказывается наше предложение и для возрастающей

последовательности £/„ (при *>-©).
В общем случае если f/w —* Ц, то существуют такие 1/?г\^/ и

И^п/71 f/, что Vn^- Un^> Wn. Тогда, по уже доказанному, при х^>0
имеем:

Vn(x)\U(x), Wn(x)/U(x),

а так как Vn(x) > Un (л:)> 1Гл(л:), то и £/я (л:) ^ f/(jc). Но от-

сюда уже следует то же соотношение и для всех х, ч. и тр. д.

Обратное заключение верно в общем случае только для монотон-

ных последовательностей, а именно:

1.33. Если Un£Hn причём Un образуют монотонную последо-

вательность, и если существует конечный (о)-lim Un(x)= U(x) для

каждого х£Х*), то U£Hr и Un ^ U.

Доказательство. Пусть, например, Un+x^Un при всех /г.

Тогда при лг>-0

Un(x)\U(x),

Следовательно, U^Un и потому U£Hr. Но тогда существует
конечный (o)-lim£/n= V и по 1.32 Un{x) — V(x)y т. е. V=U.

1.4. Уточнение типа /С-пространства Нг в одном частном случае.
Если Y принадлежит какому-нибудь специальному классу /^-пространств,
например Y регулярно, то Иг не обязательно будет /^-пространством того

же типа (см. 3.12 гл. VIII). Однако в одном случае мы можем установить

предложение о принадлежности Нг к тому же классу, что и К, а именно:

*) Достаточно — для х ;> о. Тогда U (х) автоматически распространяется
на всё X с сохранением предельного соотношения.
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1.41. Теорема. Если У—К+-пространство, то и Нг—К^-про-
странство.

Доказательство. Пусть Е = {щ} (£ £ 2) — (о)-аннулируемое мно-

жество из Hrt т. е. при любых Zn £ S и \п -> о

п *п

(см. 3,11 гл. V). Нужно доказать, что Е ограничено.
Предположим сначала, что все Ц > О. Не уменьшая общности, можно

считать, что в Е входят верхние грани всех его конечных подмножеств.

Действительно, если это не так, то присоединим их к £ и покажем, что

свойство (о)-аннулируемости множества Е при этом не нарушается. Пусть

где u(i>SE (/= 1, 2, ...;;= 1

а \(->0. Тогда также и последовательность

ki раз ^2 Раз

Следовательно, благодаря (о)-аннулируемости множества Е последователь-
ность

,^ Х2, i/D..., U2|
Но

а тогда ясно, что Хг-^ -I О. Свойство (о)-аннулируемости сохранилось и

после дополнения множества £.
Из 1.32 и (о)-аннулируемости множества Е следует, что для любого

х$Х

Таким образом, множество {^(л:)} (о)-аннулируемо, а так как У—/^-про-
странство, то Ц (л:) ограничены в совокупности для каждого х £ X.

Теперь введём операцию U (х), определяемую для х > О по формуле D).
Согласно замечанию к 1.23 достаточно доказать, что U (х) < -f oo, и отсюда

уже будет следовать, что U (х) аддитивна, а так как, кроме того U (х) > О

для *>©, то£/£#г;при этом Ц<£/ для всех &£S. Но если х = х1 +

+ ... +хп, где хъ ...,-rw>0, и если gx, ..., £л£2, а

то

откуда и следует, что

U* &п) = [/* (х) < sup

U(x) <sup

Ограниченность множества £ доказана.
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В общем случае, из (о)-аннулируемости множества £" = {Ц} очевидно

следует (о)-аннулируемость множества /:* = {] Ц|}. Но, по доказанному,
£* ограничено, а тогда и Е ограничено.

Понятия аддитивной, положительной и регулярной операции имеют

смысл и в случае, если значения аргумента операции принадлежат
не АГ-линеалу, а /(-группе. В этом случае остаются в силе все

результаты, установленные в настоящем параграфе, за исключением

только однородности положительной операции, (а также 1.11b)).
В частности, множество регулярных операций Нг остаётся /С-про-
странством. Понятие однородности теряет смысл, так как в /С-групае
нет умножения на число.

§ 2. Линейные операции

2.1. Классы непрерывных операций. Теперь мы будем предпола-

гать, что X, так же как и К, —АГ-пространство. Используя (о)- и

(/)-сходимости в X и в F, можно определить различные виды непре-
рывности операций.

Определение. Операция у = U(х) называется (оо)-непре-
рывной (соответственно: (#)-, (to)- или (ot)-n епрерывной),
если

D х следует U(xn) % U{x)

х следует U(xn) % U(x),

х следует U(xn) (Д U(x)9

х следует U (хп) (Х £/(*).)

Следующее предложение устанавливает связь между различными
типами непрерывности.

2.11. а) (/о>непрерывность операции влечёт её (оо)-непрерывность.
b) (оо)-непрерывность влечёт (#)-непрерывцость,
c) (^-непрерывность совпадает с (о/)-непрерывностью»
Доказательство, а) очевидно. Докажем сначала с).
Очевидно, из (^-непрерывности вытекает (о£)-непрерывность.

Остаётся показать обратное. Пусть U(x) (о/)-непрерывна и пусть

хп %х. Из произвольной подпоследовательности индексов {щ} можно

выделить такую частичную {nik)y что

а тогда вследствие (о/>непрерывности

(соответственно:

из

из

из

из

хп

*п
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Таким образом, {U(xn)} сходится к U(x) в смысле (-х-)-сходимости
по отношению к (/)-сходимости B.3 гл. I). Но такая (^)-сходимость
совпадает с (t)-сходимостью, т. е.

Таким образом, U(x) (^-непрерывна.
Теперь Ь) легко выводится из с), так как (оо)-непрерывность

очевидно влечёт (of)-непрерывность.
Итак, в дальнейшем мы будем рассматривать в /С-пространствах

общего типа три класса непрерывных операций.
2Л2. Если в /С-пространстве У (которому принадлежат значения

операции) (/)-сходимость совпадает с (о)-сходимостью, то все три

класса непрерывных операций совпадают. Это очевидно, так как
в данном случае (to) -непрерывность по определению совпадает

с (^-непрерывностью.
В частности, сформулированное предложение имеет место для

функционалов.
Определение. Если аддитивная операция непрерывна водном

из указанных выше смыслов, то она называется линейной. При этом

класс (/^-непрерывных линейных операций обозначается Н\\ анало-

гично два другие класса обозначаются Н°о и Н°*). По 2.11 Н*0 = н\
а для остальных классов

H°t cH°ocz Hft.
Так как в пространстве вещественных чисел (о)-сходимость совпадает

с (/)-сходимостью, то для функционалов классы Н°> Н% и н\ со-

впадают; функционал, линейный в смысле этих определений, назы-

вается (о)-линейным. В общем же случае перечисленные три класса

не совпадают, как это будет видно из примеров, рассматриваемых

ниже, в главе VIII.

2.13. Если аддитивная операция U(x) непрерывна в смысле

какого-нибудь из данных выше определений в некоторой точке х0 £ Ху
то она линейна в том же смысле.

Доказательство. Пусть, например, из х'п ^К- х0 следует

U (х'п) -^ U (х0) и пусть хп
-^ х. Тогда хп

— х-\-х0 -^
х0, а зна-

чит,

Отсюда

U{xn) = V(*n— x+ xJ + U(x)-U(x0) ^ U(x\
ч. и тр. д.

*) Эти три класса операций могут быть определены ив /Г- группах.
Достаточно лишь потребовать, чтобы в последних выполнялась аксиома V

для счётных множеств.



240 АДДИТИВНЫЕ ОПЕРАЦИИ [ГЛ. VII

Благодаря доказанному предложению в дальнейшем при проверке
линейности аддитивной операции мы часто будем ограничиваться про-
веркой непрерывности при х = О.

2.14. Всякая операция U (х) класса и\ (а следовательно, и клас-

сов И°о и H°t) однородна.
Доказательство. Равенство U(гх) — rU{x) доказано в 1.11b)

для любой аддитивной операции и рациональных г. Если а ирра-

ционально, то существуют рациональные гп->а. Тогда

гпх
—*■ axt rnU (х) —* ol(J(x).

Следовательно, благодаря непрерывности операции U

aU(х) = (o)-lim rnU(x) = (o)-lim U{rnx) =

2.2. Класс Н*. В регулярных /^-пространствах можно установить

некоторые специальные критерии для операций класса Н$.
2.21. Теорема. (Признак принадлежности операции

классу Н*,) Если аддитивная операция y=U(x) отображает регу-

лярное К-пространство X в произвольное К-пространство Y, то

для того чтобы U£Ht> необходимо и достаточно, чтобы образ
U(E) всякого (^-аннулируемого множества Е с X, был тоже

(^-аннулируемым множеством*).
Доказательство, а) Необходимость. Пусть U£Hi

и множество Е cz X (/)-аннулируемо. Возьмём уп £ U(E) и Ап->0.
Существуют такие хп£Е9 что уп= U(x^). Так как Е (^-аннули-

руемо, то knxn—> О. Но тогда по (^-непрерывности

т. е. U(E) (/)-аннулируемо. Отметим, что необходимость доказана
без использования регулярности пространства X.

Ъ) Достаточность. Пусть U(х)— аддитивная операция

и условие теоремы выполнено. Пусть хп—► О и {п$}—произволь-
ная возрастающая подпоследовательность индексов. Тогда существу-

ет такая частичная последовательность [ni }, что хп —► О. Благо-

даря устойчивости сходимости в регулярном К-пространстве (тео-
рема 1.22 гл. V) существуют такие натуральные Хл->4~°°э что

^кхщ —* ®- Значит, множество {hx?ii } ограничено и, следова-

тельно, (о)- и (/)-аннулируемо. А тогда по условию и множество

*) Достаточно предположить Y /С-лннеалом с аксиомой V для счётных
множеств (К- -пространством).
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{UfrkXnik)) (О-аниулируемо. Но £/(Х*хя^)- Х*£/(х^) A.11b)),

и так как *—► 0, то из (^-аннулируемости следует» что

Вследствие произвольности выбора ni отсюда вытекает, что и

^O, т. е.

2.22. Замечание. Если Х— /ОМ-пространство, то оно регулярно
A.18 гл. VI), следовательно, к нему применим предыдущий критерий. Если
же метрическая функция р (л:) в X удовлетворяет дополнительному условию,
указанному в 1.33 гл. VI, а именно: существуют такие числа h и Н, что

1<Л<Я<со и

Лр (*)< р B*)< Яр (х)

при всяком х € Х,то (/)-аннулируемость множества EczX равносильна ограни-
ченности множества чисел р (л:) (л: £ Е) A.33 гл. VI). Поэтому, если К— /^-про-
странство с таким же дополнительным условием для метрической функции,
то условию теоремы 2.21 можно придать следующую равносильную форму:
для любой сферы конечного радиуса из X ее образ содержится в сфере
конечного радиуса в Y, т. е. для любого /?

sup ?[U(x)]<-\-co

легко видеть, что последнее условие благодаря дополнительному требованию,
наложенному на метрическую функцию, равносильно ограниченности метри-
ческой функции для образа единичной сферы, т. е. условию

sup р [*/(*)]<+ со.

Доказательство этого утверждения мы предоставляем читателю.

2.23. Перейдем теперь к /СВ-пространствам. Как мы знаем, в них

(*)-сходимость совпадает с (£)-сходимостью l2.44d) гл. VI), а поэтому
класс Ht совпадает с классом Hi линейных операций, непрерывных
по норме, т. е. таких, что

(Ъ) (Ь)
из хй

—* х следует U(xn) —► U(x).

Таким образом, в /09-пространствах Н\ = НЪЬ.
Для принадлежности аддитивной операции к классу ti\ в любых

линейных нормированных пространствах имеет место следующий кри-
терий.

2.24. Теорема. Если X и Y—линейные нормированные про-
странства, a y = U(x)— аддитивная операция, то для того

чтобы U£Hb, необходимо и достаточно, чтобы

С= sup \\U{x)\\< +oo. A)
11а11<1
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Доказательство, а) Необходимость. Предположим,
что условие теоремы не выполнено, т. е. С== -}- сю. Тогда существуют
хп£X с нормой ||хп||< 1, для которых |] U(хп)||>п (п = 1, 2,.. .)ч.

Но тогда —*„<;--, следовательно,—хп—► О, а в то же время

благодаря однородности аддитивной операции по отношению к рацио-

нальным множителям *)

/1 \ (Ь)

т. е. Ш—#*)-/*■ ®j что противоречит непрерывности операции U.

Ь) Достаточность. Достаточно проверить непрерывность
2

надлежности операции классу н\ вытекает её однородность. А тогда

О

)
U(x) при х = О. Так же, как в 2.14, устанавливается, что из при-

надлежности операции классу н\
для любого х£Х(хфО) имеем:

\и(х)\\ =1
так как fljp-r =*1). Следовательно, если л:Л~>0, то и £/(л:п)-*©,

\ II! I x НИ
ч. и тр. д.

Замечание. Очевидно, условие доказанной теоремы равно-
сильно существованию такой постоянной Ж, что для всех х £ X

причём постоянная С из формулы A)— наименьшая из всех возмож-

ных М. Постоянная С называется (Ь)-нормой операции U и обозна-
чается ||£/||&-

Признак, установленный в доказанной сейчас теореме, может

применяться, в частности, и к /ОВ-пространствам для проверки при-

надлежности аддитивной операции к классу Н\. Также имеет смысл

в этом случае и понятие (й)-нормы. Однако в AjB-пространствах, и

даже в /СВ-линеалах (й)-норма для положительной операции может

быть определена через значения U(x) только на положительной

части единичной сферы, а именно:

2.26. Если X и Y— KB*линеалы, операция U положительна и

то

sup \\U{x)\\.

Доказательство. Для любого х по 1.13с) |()| (||),
следовательно, благодаря монотонности нормы, || U(x)||<;||U(|х \)||.
Так как при этом || х || == || | х \ ||, то наше утверждение доказано.

*) Это доказано в 1.11b) для операций, заданных на любых линейных

множествах, так как упорядочение не используется в доказательстве.
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2.3. Класс Н°о. Повторяя почти дословно доказательство при-

знака принадлежности операции классу Н\ (теорема1 2.21) с заменой

(/)-аннулируемости и (/)-сходимости на (о)-аннулируемость и ^-схо-
димость, мы получим аналогичную теорему.

2.31. Теорема. (Признак принадлежности опера-

ции классу Hq.) Если аддитивная операция y=U(x) преоб-
разует регулярное К-пространство X в произвольное К-про-
странство Y, то для того чтобы U£H%, необходимо и доста-

точно, чтобы образ U (Е) веяного (о)-аннулируемого множества

ЕаХ был тоже (о)-аннулируемым множеством.

Замечание. Из доказательства теорем 2.21 и 2.31 следует,
что в условии обеих теорем достаточно потребовать, чтобы образ
каждого ограниченного множества был аннулируем в соответствую-

щем смысле.

Так же, как в 2.21, при доказательстве необходимости условия
теоремы 2.31 регулярность пространства X не используется.

Так как в /("^-пространствах (о)-аннулируемость равносильна

ограниченности, то имеет место следующая теорема.
2.32. Теорема. Если X регулярно, a Y— К*-пространство,

то для того чтобы аддитивная операция у*=* U(x) принадлежала
классу Н°о, необходимо и достаточно, чтобы образ U(E) всякого

ограниченного множества ЕаХ был ограничен в Y.

Доказательство. Необходимость этого условия вытекает

сразу из теоремы 2.31, а достаточность
— из замечания к ней. Впро-

чем, достаточность легко устанавливается прямым путём.
(О)

Пусть л:я-»О. Благодаря устойчивости (о)-сходимости в Л'A.22
(о)

гл. V), существуют такие натуральные kn-*-{-ooy что knxn-+Q.
Тогда множество {knxn) ограничено, следовательно, по условию, и

множество \U(knxn)} ограничено, т. е. | U(knxn) \^у0 < -j-oo. Но

1 (О)

(о)

поэтому U(xn)-*O, т. е.

2.33. Замечание. Если X—/f-пространство с метрической функцией,
причём хп7^-\-оо влечёт р (хп) f+ оо, и Y—/('-пространство того же типа,

то X и Y—регулярные ЛГ+-пространства (см. 1.18 и 1.32 гл. VI), в кото-

рых действует признак ограниченности множества, установленный в пункте

1.31 гл. VI. Тогда из 2.32 следует, что для принадлежности аддитивной опера-

ции у = U (х) классу Н°о необходимо и достаточно, чтобы для любого /? > О

sup ?\и(хг), ...,£/(игп)]< + се.
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2.4. Соотношения между классами Н°о и Нг. Прежде всего от-

метим следующую фундаментальною теорему.

2.41. Теорема о совпадении Н°о с Нг. Если X регулярно,

a Y—К*-пространство, то Н°О = НГ.
Эта теорема вытекает из совпадения условий в теоремах 1.27

(признак регулярности операции) и 2.32 (признак принадлежности

кН°0).
В частности, теорема 2.41 имеет место для функционалов, т. е.

в любом регулярном К-пространстве класс (о)-линейных функ-
ционалов совпадает с классом регулярных функционалов.

Однако существуют примеры регулярных функционалов, которые не

будут (о)-линейными. Например, в /f-пространстве т ограниченных после-

довательностей обобщённый предел Банаха (см. гл. IX, 1.51) является поло-

жительным аддитивным функционалом. В то же время для

имеем:

(о)

/(*„)= Ига 5^=1 (/1 = 1,2,...).

Равенство в теореме 2.41 переходит во включения разного смысла,
если ослабить условие, накладываемое на одно из пространств X

или Y.

2.42. Теорема. Если Xрегулярно, a Y— произвольное К-про-

странство, то НгаН^.
Доказательство. Пусть U£Hr. Согласно замечанию к тео-

реме 2.31 достаточно проверить, что если множество ЕаХ ограни-

чено, то его образ U(E)— ^о)-аннулируемое множество. Но в тео-

реме 1.27 (признак регулярности) доказано, что U(E) даже огра-

ничено.

2.43. Теорема. Если X—произвольное К-пространство, а К—

К*-пространство, то Н°оаНг. В частности, это верно для функ-
ционалов в любом К-пространстве.

Доказательство. Пусть U£H°0 и Е— ограниченное множе-

ство из X. По теореме 1.27 достаточно проверить, что U(E) тоже

ограничено, а так как Y—К+-пространство, то ограниченность
множества U(Е) равносильна его (о)-аннулируемости. Но мы уже
отмечали выше, что в доказательстве необходимости условия теоремы
2.31 регулярность пространства X не используется; следовательно,
в части необходимости эта теорема верна и для нашего случая,
а тогда сразу получается, что U (Е) (о)-аннулируемо.

Сопоставляя теоремы 2.42 и 2.43, мы опять приходим к теореме
2.41 о совпадении классов hf0 и Нг.
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2.44. Если Щх)— положительная аддитивная операция и если

из хп\О следует, что U(xn)\O, то U£H°0. (X и Y—любые

/^-пространства.)
Доказательство. Из поставленного условия сразу следует,

что если xW//O, то U(xn)/*O, так как U(xn)=—U(— хп)
п\ @)

Пусть теперь хп-+О любым способом. Тогда существуют такие

монотонные последовательности л^\О и 4/0» что х/п'^
Вследствие положительности операции (/, U(x'n) ^ U (хп) ^ и

а так как U(x'n)\0 и U(x'n)/*0, то £/(л;Л)-^0, ч. и тр. д.

Используя это предложение, мы сможем доказать ещё один

критерий принадлежности операции классу //£•
2.45. Теорема. (Признак принадлежности положи-

тельной операции классу #£.) Пусть y=U(x)— адди-

тивная положительная операция (X и У—любые К-простран-

ства). Для того чтобы U^H°Oy необходимо и достаточно, чтобы
для любой последовательности попарно дизъюнктных элементов

л:п>0, ограниченных в совокупности

" (S **)jn^©. B)

Доказательство, а) Необходимость. Если х попарно
оо

дизъюнктны и ограничены в совокупности, то ряд ^хп сходится D.14
1

гл. I), а тогда

оо оо

S **= 2 **=£?*©.
к = п кг*=п

Следовательно, так как U£H°0, соотношение B) должно быть вы-

полнено.

Ь) Достаточность. Благодаря 2.44 достаточно установить,
что U (хп) \ О для х\ О.

Если лг\О, то G(дгп)^=0 и образуют монотонную последова-

тельность. Следовательно, существует такой y^z О, что £/(*п)\.У-
Нужно доказать, что у = О.

Обозначим через Хг компоненту пространства X, порождённую
элементом xv Как мы знаем, хх играет роль единицы в Х{ C.12 гл. III);
мы обозначим его через 1. Так как Хг— подпространство простран-
ства ^, то хп\0 и в Xv

Пусть целое число &>0 выбрано произвольно, а еп
— след эле-

мента A — &*^)+ B Хг. Тогда еп/*1 (см. 4.19 гл. III); монотонность
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последовательности еп вытекает из монотонности последователь-

ности хп. Положим для л=1, 2, ...

(при этом считаем £0=О). Тогда еп попарно дизъюнктны, а

п

Каждый хп можно представить в виде

ПО
/

S **)*» =
n+i

»+ S <*')*» C)

(см. 2.31 f) и 2.21 g) гл. 111). По определению следа (еп) A — kxn) =
= A—fexrn)+ (ср. также 2.31 d) гл. III), откуда (еп)A —*лгя)>©
или

Следовательно, благодаря положительности и аддитивности операции U,

С другой стороны, в силу условий теоремы

u{ S V

Тогда из C) сразу следует, что для у = (o)-lim U(xn)

Так как это верно при любом k= 1, 2, ..., то отсюда следует, что

^ = 0, и доказательство теоремы завершено.

Перейдем к исследованию пересечения Н°о и Нп которая в общем

случае может не совпадать ни с tfo> ни с Нг.
2.46. Лемма. Пусть £/е £ Н°о П Hr (£ ^ S) (X и Y— произвольные

К-пространства), и пусть множество {£/*} ограничено сверху в Нг.
Тогда

U= sup Us£H%.

Доказательство. Пусть сначала U> О. Воспользуемся пре-
дыдущим критерием и будем рассуждать от противного. Пусть
хп > О попарно дизъюнктны и в совокупности ограничены, но
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,
со

Положим хп = S *к- Тогда

со оо п—1

— хп = ^ л^— 2и х^= i -

т. е. *i = S(*i— *я> #»)» и отсюда по теореме о единственности

представления
' '

i D)

Таким образом, если х[ принять за единицу в подпространстве Xv
порождённом элементом л:1,тол:', — единичные элементы простран-

ства Xv
Положим для любого Х

V(x)= (о)- Urn Ul(xn)x].
П->СО

V(x) существует для любого а;>Ои при этом О<; V(x)< +00
вследствие монотонности последовательности проекторов (хп) и по-

ложительности операции U. Но тогда, по аддитивности операции U

и проекторов, V(x) существует и для любого х£Х. При этом

V(x) аддитивна A.31), следовательно, V£Hr и V>- О. Кроме того,

с помощью D) получаем:

!/(*;> = (о)- lim Ul{xn)xi] = {oy lim U(x'n)*=y>0
п -> оо Л -> оо

и, таким образом, V > О.

Покажем теперь, что при всех 5 £ Е

U^U— V,

что будет противоречить равенству f/
Так как £/$ <; i/, то для любого х ]> О

)х]. E)
По свойствам проекторов

а тогда в силу 3.43 гл. III,

Л0. F)

Теперь переходим в неравенстве E) к пределу при л'-* оо. Поль-

зуясь непрерывностью операции £Д и .соотношением F), получаем:
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Итак, U^^U—V, т. е. противоречие получено. Следовательно,

Перейдём теперь к общему случаю, т. е. не будем предполагать»
что £/>О. Так как £/+ = U V © = sup (£Д V °)> то по Уже дока-

занному U+£H%.
Пусть xni!l© и *„>©. Тогда

Так как Щ^Н°0 и U+£H°0, то Ц(д:я)Ло и £/+(л^Яо. А тогда

и и(хп)ЩО. Если же лгп->0, но хп
— любые, то (jcn)+i2i.O,

Тем самым

2.47. Теорема. £<:ли и£Н%()Нг, то \U\, U+ и

(X и Y —любые К-пространства).
Доказательство. Так как

то доказываемая теорема вытекает сразу из леммы 2.46.
Замечание. Легко видеть, что доказательства теоремы 2.45 и

леммы 2.46 дословно переносятся на случай, когда X—/С-группа,
удовлетворяющая аксиоме V для счётных множеств *). Следовательно,
в этом случае верна и теорема 2.47. Этим обстоятельством мы су-
щественно воспользуемся в следующей главе.

2.48. Теорема. Для любых К-пространств X и Y пересече-

ние Но Л Нг есть компонента пространства Нг. Если Y—

К{ -пространство, то само Но есть компонента простран-
ства Яг. В частности, последнее верно для функционалов.

Доказательство. Ясно, что Н°опНг— линейное подмноже-

ство пространства //,.. Правильность этого подмножества доказана

в лемме 2.46. Остаётся доказать его нормальность.

Пусть U£H°onHri V£Hr и |К|<|£/. По теореме 2.47 \U\^H°0.
Для хп\О имеем О< V+ (*J< | У|(*я)<| U\(xn)\O, сле-

довательно, по 2.44 V+ £Н%; аналогично, V_ £ lf0, а тогда и 1/==
°

V+ V_£H0.
Вторая часть теоремы вытекает из 2.43.

Замечание. Доказанная теорема означает, что Нг разлагается
на две компоненты: Н°О{\НГ и её дизъюнктное дополнение, т. е.

*) Как мы отмечали в главе I, в такой АЧруппе имеет смысл понятие

(о)-сходимости, следовательно, можно рассматривать непрерывные операции.
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всякая операция U£Hr единственным образом представима в виде

U=S(UV £/2)= Цг + U» где Ux£H°0{\Hr, a U2 d H°0(\Hr.
2.49. Если U£H\ и £/>-О, то U^H°Oi т. е. всякая положитель-

ная операция класса н\ входит одновременно и в Н°о.
Доказательство. Если *П\О, то U(xn) J-lO; но так как

V(xn) образуют монотонную последовательность, то из (^-сходи-
мости вытекает, что U(xn)\O, и U£H°0 по 2.44.

2.5. Некоторые дополнения к предыдущим теоремам. Предло-
жение 2.44 можно для функционалов значительно усилить, а именно:

2.61. Если для аддитивного функционала / из хп\О следует,
что /(л;п)->0, то функционал f(x) регулярен и (о)-линеен (т. е.

/£#2= /4= #?). Это предложение справедливо и в случае, если

X—/(-группа, в которой аксиома V выполнена по крайней мере для

счётных множеств. Попутно будет доказано, что и |/| (о)-линеен.

Доказательство. Сначала докажем, что /6 #г Предположим, что /
не регулярен. Тогда для него не выполняется условие признака регуляр-
ности 1.27, т. е. существует *о>©, для которого

SUp /W-+CXD*). G)

Но тогда существует такой х, что О <[ х <] дг0, а / (х) !> |/ (л*0) | + 1. Так как

любой х, заключённый между О и х0, представим в виде х = хг + х'\ где

Т, 0<аг//<^о~ х~ A.42), гл. I, то из G) следует, что

либо sup f (х) = + °°, либо sup f(x) = + оо.

Обозначим через х± тот из элементов х, х0 — х, для которого

sup /(*)-= +ее.

При этом, так как / (х) > |/(лг0) I + t,

/(i> 1. Продолжая этот процесс, мы построим последовательность {хп}.
для которой *п>л:Л+1>0> a f(xn)^n. Но тогда f(xn)-*>oo. С другой
стороны, существует такой х> что хп\х или хп— дг\о. Отсюда, по пред-
положению, должно следовать, что f{xn—x) ->0 или f(xn) ->f(x), что противо-
речит стремлению f(xn) к оо. Регулярность функционала / доказана.

Теперь докажем непрерывность функционала /. Достаточно доказать

непрерывность функционалов /+ и /_; мы проведём рассуждение для /+.
Для проверки непрерывности функционала /+ достаточно на основании 2.44

доказать, что из хп\О следует /+ (хп)\0.

*) Достаточно проверить ограниченность f(x) для любого ограничен-
ного множества положительных элементов.
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Допустим, что это не так, т. е. существуют хп\о, для которых
/+ (*я)\€>0. Подберём tn\0 так, чтобы

Переходя в случае надобности к подпоследовательности, можно считать,

что при всех п

/+ (*п) < е + «п» / (хп) < Ьг

Так как по формуле F) 1.24

/+ (хп)» sup f(x'),
0<аК<*я

то найдется лгп, для которого

О < Хп< жй. / (*„) >/+ (хя)
-

еп. (8)

Покажем, что

1/К1^п-**1ХЗеЛ + 2еЛ (п>Л). (9)

Действительно, благодаря (8) получаем:

хI )</- (х'п + ^*) = /+ (*'п + x'k)—f (х'п + хк)<

Так как |/| =/++/_, то (9) доказано.
Положим теперь

хп
= ^ Л • • • Л -V

Тогда л:я\О. Но

1^
По 1.25 и с помощью (9) имеем:

П1

n—-l n—l

-IK. 00)

Следовательно,

/ (д:^) !>/ (д^) — 3 2 ek
~~ Bл—

l

откуда, по (8),
n—1 w

ГОл 94 с S^ ЯV i> 0nz ^g Lae-i
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Таким образом, хп\ О, а / (л:*) > -|-, что опять противоречит условию нашего

предложения. Полученное противоречие и завершает доказательство.

Приведём ещё одно обобщение теоремы 2.41 (о совпадении Н% с И).

2.52. Пусть X—/С-линеал. Будем говорить, что хп-^-+х, если существует
такой г £ X (регулятор сходимости), что

\хп — Х К гГ ПРИ « > We-

Тогда можно рассмотреть класс Н°о аддитивных и (ао)-непрерывных операций,
отображающих X в /(-пространство Y. При этом может быть доказано

следующее предложение.
2.53. Если У— /("^-пространство, то Н° = Ну.
Из этого предложения сразу вытекает теорема 2.41, так как если

X — регулярное /(-пространство, то (с)-сходимость совпадает с (о)-сходи-
мостью (теорема 1.24, гл. V).

2.54. Введём в рассмотрение ещё один класс непрерывных операций: Щ.
К этому классу мы причислим аддитивные и (бо)-непрерывные операции
yz= U(x), отображающие линейное нормированное пространство X в /(-про-
странство К. (бо)-непрерывность согласно уже принятым нами обозначениям

означает, что из хп—*х следует U (хп) -?-» U (х).
В частности, класс Щможно рассматривать, если X—/СВ-линеал. В КВ-лн-

неале (с)-сходимость влечёт сходимость по норме, поэтому из 2.53 вытекает,

что Hi с #г, если У— /С+-пространство.
В пространствах С, М B.12, 2.34 гл. VI) (а)-сходимость, очевидно, совпа-

дает с (б)-сходимостью; поэтому, также по 2.53, если X есть С или Af.

а У—/Г^-пространство, то Н% = Нг.
Приведём одну теорему, используемую в дальнейшем.

2.55. Теорема о разложении элемента /С-группы.
Пусть X—К-группа, удовлетворяющая аксиоме V для счётных

множеств, и f—(о)-линейный функционал в X. Тогда любой поло-

жительный х£Х(х~^-О)можно представить в виде л: = aTj-{-*2,
где xv х2^О9 так, что /+ (х2) =/_ C*i) = 0 (регулярность функ-
ционала f следует из 2.51).

Доказательство. Пусть /+ (х) = а. Из определения /+ (дг) A.24)

следует существование таких zn£X9 что 0<2:п<дг, а
£

(п = 1, 2,...). Положим

Xi = lim zn.

Тогда О<д:!<д:. Из равенства

= (*п V **+l) + (*п Л ^n+l)

(см. 1.41 гл. I) следует, что

2п 2W
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По индукции получаем, что для любого т > п

f(zn\f...Vzm)>a-±-...-L.

Переходя к пределу при /л->со и учитывая непрерывность функционала/,
имеем:

/ [sup (*я, *Л+1, ...)]> а - —j.

Переходя ещё раз к пределу при п -*- со, получаем:

Но, с другой стороны,

sup
0<а?' <

а потому

Тогда /+ (JCi)<!/+ (x) =f(xi). Однако знак < здесь невозможен, значит,

/+ C*i) =/(*i)» следовательно, /_ (х{) == 0.

Теперь положим дг2 = л: — х\. Тогда

чем и завершается доказательство теоремы.

2.6. Операции класса Н°о в АГЯ-пространствах. Если X и Y—

/(^-пространства, то они являются регулярными /^-пространствами
B.44—2.45 гл. VI). Следовательно, к ним применима теорема 2.41,
по которой Н1 = НГ. Для операций этого класса в /СВ-простран-
ствах можно установить признак, основанный на использовании нормы

группы элементов (см. 2.44с) гл. VI).
2.61. Теорема. Для того чтобы аддитивная операция

у = U(x) принадлежала классу Н°о, необходимо и достаточно суще-
ствование такой постоянной М, что

W{x1)>...*U{xf^*ZM\\xx%...,xn\\ A1)
для любых х^ .. ,,хп£Х. При этом наименьшая из возможных

постоянных М равна \\\U\\\b.
Доказательство, а) Необходимость. Пусть U£H°0. Тогда

для любых х19 ..., хп £ X

\\U(x,\ ..., U(xn)\\ - \\\U(xt) I V... V | U{xn) (И ^
i I V . •. V |**| )||

T* e* lil^lllb является одной из возможных постоянных М.

Ь) Достаточность. Пусть существует некоторая постоянная Ж,
для которой условие теоремы выполнено. Для любого х^гО мно-

жество
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ограничено по признаку 2.45Ь) гл. VI, так как, если i*i|, • •
^ |хя|<

£х, то

Но тогда по признаку 2.32

Теперь вследствие предложения 1.26 и регулярности пространства Y

существуют такие xw что \хп\^х (я = 1, 2, ...) и

Вследствие непрерывности нормы как частного случая метрической

функции A.12 гл. VI)

Щ£/|(х)||«Нп1 II U(x1),...,U(xn)\\

откуда || | U11| ъ ^ М. Значит, || | U \ || ь — минимальная постоянная

в A1), и теорема полностью доказана.
Так как в АГВ-пространствах (о)-сходимость совпадает с (^-схо-

димостью B.54 гл. VI), то класс Н°о совпадает с классом Й1—
аддитивных (от)-непрерывных операций. Вследствие этого наимень-

шую постоянную в формулировке теоремы 2.61 мы назовём (v)-HopMOu
операции U(x) и обозначим \\U\\V. Таким образом,

Легко видеть, что (г^-норма может быть определена и так:

\\U\\V= sup \\U(x1),...,U(xn)\\*).

2.62. Если норма в X удовлетворяет дополнительному условию
аддитивности, а именно:

то Ho = Hf и для любой операции

\\u\\v=\\u\\b.

Доказательство. Возьмём U£Ht~Hl и? докажем, что

U £ Н°о и что нормы совпадают. Положим для х &? О

У(х)аш sup l\U{xd\+...+\U(xJ\] A2)

и докажем, что V (х) < -|- со*

�) Верно также замечание, аналогичное 2.25*
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п

Обозначим через Е множество всех элементов у = 21 U (xi) I >

входящих в правую часть формулы A2). Тогда для любого у£Е,
благодаря аддитивности нормы

ILvll ^2 П */(*<) II *£ i№2 11**11 = \\Щь \\xb 03)
* = 1 4=1

Покажем, что если Уц.ш.,уп£Е, то найдётся такой у
что уг V. �. VУп^У*- Достаточно проверить это для п = 2.

Итак, пусть уг, у^Е. Это означает, что

где х[+... +х'п = atJ 4- • • • +-^р = л:, а все ^, jpj> О. Посред-

ством двойного разбиения элементов A.42 гл. I), проведённого
индуктивно по р, мы можем найти такие xik^ О (/=1,...,/х;
А = 1, ...,р), что

р п

*;=2*ю (/=1,...,я),^и2% (*=1,..ор).

Тогда

X =i Х%Ъ

**, ft

При этом

и, аналогично, ^2^У% т- е- УгУъУ
Теперь для любых уи ...,уп£Е из A3) вытекает, что

Следовательно, £ ограничено B.45Ь) гл, VI), а

B.46 гл. VI). Так как К(л:)< + оо, то для ^/выполнено условие

признака регулярности 1.27а)*), а тогда {/^ЯГ = Л^. Кроме того,

для любого л:> О | U\ {x) ^ V(x) A.26), откуда

*) Если | х' |< д:, то *'+ + ^1 < х, а тргда
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Отсюда уже следует, что ||| ^ |||&<!||£/[|ь B.25) и, значит,

Но из определения (£)- и (г>)-норм сразу вытекает обратное не-

равенство, и, таким образом, совпадение норм доказано.

Свойством аддитивности обладает, например, норма в L, V и /

B.6 гл. VI).

2.7. Операции в /(-пространствах ограниченных элементов. 6 гл. VI

были изучены /(-пространства с единицей, состоящие из ограниченных эле-

ментов. Там было установлено, что в /(-пространстве ограниченных элементов

(/)-аннулируемость и (о)-аннулируемость множества равносильны его ограни-
ченности B.33с) гл. VI). В частности, пространство ограниченных элементов —

/("^пространство.
Укажем некоторые уточнения предыдущих теорем.
2.71. Если X— /(-пространство ограниченных элементов, а К—произ-

вольное /(-пространство, то в условии признака регулярности 1.27 достаточно

потребовать, чтобы образ U (£) множества Е={х} (||*||< 1) (т. е. единичной
сферы ||х||<1) был ограничен в Y.

Действительно, любое ограниченное множество Е\ а X ограничено не-

которым элементом вида п± (п — натуральное). Но тогда каждый х[ £ Ех имеет

вид х' = пх, где х$Е (Е — единичная сфера). Поэтому

sup U (£i) < п sup U (Е) < + со.

2.72. Если X—произвольное /(-пространство, a Y—/(-пространство
ограниченных элементов, то И\ с Нг.

Доказательство. Пусть U£н\< Возьмём ограниченное множество

£сХ Ограниченность множества Е влечёт его (/)-аннулируемость. Так как

необходимость условия теоремы 2.21 доказана для произвольного /(-про-
странства X, то U(E) должно быть (^-аннулируемым. Но в У (/j-аннулируе-
мость равносильна ограниченности B.33с) гл. VI), следовательно,. V{Е)
ограничено. А тогда U^Hr по теореме 1.27.

2.73. Если X— регулярное /(-пространство, a Y— /(-пространство огра-
ниченных элементов, то tt\ — H00=*Hr.

Доказательство. По 2.72 Н\сНга по теореме2.41 (и 2.33d) гл.VI)

Нг я Н°о. Но для любых /(-пространств Н°осН\> поэтому н\ — Н°0^ Hf.

2.8. Класс //&• Прежде чем переходить к классу H°t мы рассмотрим

класс Hi аддитивных (£о)-непрерывных операций, отображающих
линейное нормированное пространство в /С-пространство. Как мы

поясняли выше, (до)-непрерывность означает, что из хп ^L x еле-

дует U(xn) Я U(x).
Для функционалов класс Hi совпадает с Нь (так как в простран-

стве вещественных чисел (о)-сходимость совпадает со сходимостью

по норме). Такие функционалы называются (Ь)-линейными.
Операции класса Hi мы также будем относить к числу линей-

ных. Как и для прочих ранее рассматривавшихся классов, для про-
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верки (£о)-непрерывности аддитивной операции достаточно устано-

вить, что из хп 1^1 О следует U(xn) i2l О. Операции класса Н°ь
однородны.

2.81. Теорема. (Призна к принадлежности классу #&.)
Для того чтобы аддитивная операция у — U(x) (X—линейное
нормированное пространство, Y—К-пространство), принадлежала

классу Нь> необходимо и достаточно, чтобы образ единичной

сферы ScX (S состоит из х, для которых IMK 1) был ^-анну-
лируем в Y.

Доказательство. Необходимость условия доказывается

буквально так же, как в теореме 2.21, если учесть, что сфера 5

(^)-аннулируема, т.е. из^^иа^О следует апхп$Х ©•

Достаточность. Пусть хп ^L О. Подберём такие рациональ-
»0, что ||*я||<гя. Положим

Тогда ||*я||< 1, т. е. x'n£S. Но

U{xn) = rnU(x'n),
и, вследствие (о)-аннулируемости множества U(S), U(xn) i^l О.

Следствие. Если X—К-пространство ограниченных элемен-

тов, a Y— любое К-пространство, то HraHl.
Доказательство. Если U£Hn то по 2.71 образ единичной

сферы ограничен, значит, и (о)-аннулируем. Таким образом, для U

выполнено условие теоремы 2.81, т. е. U£Ht
2.82. Теорема. Если Y—К/ -пространство, а X—линейное

нормированное пространство, то для принадлежности аддитивной

операции y
— U(x) классу Hi необходима и достаточна ограни-

ченность образа единичной сферы:

sup

Эта теорема вытекает непосредственно из предыдущей, так как

в К+ -пространстве (о)-аннулируемость равносильна ограниченности.
Следствие 1. Если X—КВ-линеал, a Y—/f+-пространство,

то НъаНг*).
Доказательство. Возьмём U£Hl и покажем, что U с Нг.

Пусть ЕаХ—ограниченное множество и *0 = sup|x|. Тогда ||л:||<С

<;||#0|| для любого х£Е; следовательно,

*) Это предложение уже было установлено в 2.54.



§ 2] ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ 257

(S—единичная сфера в Х)у т. е. U (Е) ограничено. Таким-образом,
U удовлетворяет признаку регулярности 1.27, т. е. £/£#,..

Следствие 2. Если X—К-пространство ограниченных эле-

ментов, a Y—/С+-пространство, то Н°=Нг.
Действительно, /(-пространство ограниченных элементов — частный

случай /СВ-линеала, а потому, по двум предыдущим следствиям, имеем

одновременные включения Нг с: Нь и Н°ь с Нг.
2.83. Теорема. Если X—КВ-линеал, полный относительно

{расходимости, a Y—любое К-пространство, то //гс//£, т. е.

каждая регулярная операция у — U(х) {Ы)-непрерывна. Последнее

означает, что из хп i^L х вытекает U(xn) J£i U(x).
Доказательство. Достаточно провести рассуждение для

£/>©.
Пусть хп —U О. Существуют такие положительные числа \п -* + °°>

что Ьпхп{£Ue. Следовательно, для некоторых пк//--\-оо

а тогда ряд 2К, I хп, I (^)-сходится B.11 гл. VI). Пусть х — его

к=\1
к к

сумма. Благодаря возможности (р)-предельного перехода в нера-
венствах B.23 гл. VI)

Кк\*пк\<х
при всех Л =1,2,.... Отсюда

kk

следовательно, U(xn )~->O. Таким образом, из последовательности

{U(xn)\ можно выделить (о)-сходящуюся к О подпоследовательность.
Так как наше рассуждение может быть проведено и для любой

частичной последовательности {x'nxh выделенной из {хп}, то тем самым

доказано, что U(xn)@+O, т. е. U£Hfb.
2.84. Теорема. Если X— КВ-линеал, полный относительно

(Ь)-сходимости, то класс {Ь)-линейных функционалов совпа-

дает с классом регулярных функционалов.
Это вытекает из сопоставления теоремы 2.83 и следствия 1 из

теоремы 2.82, так как в пространстве вещественных чисел (/)-схо-
димость и (о)-сходимость (а также (^)-сходимость) совпадают и,

следовательно, Яь = Я?.
В частности, эта теорема имеет место в /С-пространстве ограни-

ченных элементов, что, впрочем, уже установлено выше B.82, след-

ствие 2).
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Введём определение абстрактной нормы для операций класса Hi
со значениями в К+-пространстве, а именно, положим

sup | */(*)!,
и1

и этот элемент | U\ (его конечность установлена в 2.82) назовём

абстрактной нормой операции U.

Для функционала |/?| = ||/7||&, т. е. абстрактная норма совпадает

с (£)-нормой.
Выясним некоторые свойства абстрактной нормы в случае, если

X—/С£-линеал (а тогда Н?ьаНг— см. 2.82, следствие 1).
В этом случае для проверки принадлежности операции U к классу Hi

достаточно установить, что

Действительно, для любого х с ||д:||^1, так как

имеем:

Однако для положительной операции можно дать следующее
уточнение, аналогичное предложению 2.25 для (^)-нормы.

2.86. Если U£H°hH t/>0, то

\U\= sup U(x).
Цш|<1
а?>0

Доказательство. Так как для любого х

\U(x)\^U(\x\) (см. 1.13с)) и 1*1
то

sup \U(x)\= sup U(x).
Ml<i йи<1

2.86. Теорема. 1) Если U£H°b, то f/+, £/_, \U\£H°b " при
этом

\\и\\=\и\, \ил\и\<\и\

2) Hi— нормальное подпространство пространства Нг.
Доказательство, 1) Имеем

sup sup | U(xf) | = sup|£/(jc')| =

Таким образом, \U\£H°b и ||t/||==|t/| (см. 2.85).
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Так как ©<£/+, 6L<|£/|, то, очевидно, U+, U_£Hl, а из

2.85 сразу следует, что

2) Ясно, что Н°ь— линейное подмножество пространства//,.. Кроме
того, если ©<£/<£/0, где U0^H°bi U£Hr, то U£Hob. Действи-

тельно, если xn2U0t то \хп\®+0 и и0(\хп\)^О9 а|%)|<
<lt/l(l*nl)<f/o(lJcnl)J следовательно, и О(хп)—+О. Теперь из

первой части теоремы сразу следует, что Hi удовлетворяет условию

нормальности, значит, Hi— нормальное подпространство простран-
ства Нг.

Замечание. Абстрактную норму | U\ можно рассматривать и в слу-

чае, если Y—произвольное /(-пространство, (а X—линейное нормиро-

ванное пространство). Однако тогда уже не всякая операция класса Нь
будет иметь конечную абстрактную норму. В то же время по тео-

реме 2.81 всякая аддитивная операция с конечной абстрактной нормой

принадлежит классу Hi. Таким образом, класс аддитивных операций
с конечной абстрактной нормой в общем случае составляет часть

класса Нь.
Доказанные выше следствия из теоремы 2.82, а также свойства

абстрактной нормы 2.85 — 2.86 сохраняются и в общем случае, если

в их формулировках класс //£ заменить классом аддитивных опера-
ций с конечной абстрактной нормой. Это замечание будет использо-

вано в дальнейшем.

Рассмотрим теперь случай, когда X—произвольное линейное

нормированное пространство, a Y—/ТВ-пространство. В этом случае
имеем следующий признак.

2.87. Теорема. Для того чтобы аддитивная операция

y=U(x) принадлежала классу Hi, необходимо и достаточно,
чтобы

С= sup||t/(^...^(^)IK + oo. A4)

Доказательство. В АГВ-пространствах ограниченность
множества элементов равносильна ограниченности множества норм
всевозможных групп из этих элементов B.45Ь) гл. VI). Поэтому
доказываемое условие равносильно признаку 2.82.

Вследствие однородности операции £/, очевидно, что С—наимень-
шая из постоянных Ж, для которых
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Эта постоянная С называется (Ьу)-нормой операции U (х) и обо-

значается || £/||J. Такое обозначение объясняется совпадением класса Н%
с классом Hi аддитивных (^-непрерывных операций.

2.88. Если X—/СВ-линеал, то ||£/||б —1|| U\\.
Доказательство. Возьмём произвольные хх,..., хп из единич-

ной сферы пространства X. Тогда

откуда |)t/IIS-<|||t/|||.
Обратно, из регулярности /СВ-пространства Y вытекает существова-

"

1, что

U(xn)\ = (o)- lim $up\U(x4)\
п п -> оо 1

(теорема 1.41 гл. V). Но тогда

Из полученных двух неравенств и следует требуемое равенство.

2.89. Заметим, что если X и Y—KB-пространства и U£Hob,
то и^Н^аН^ — НЬ и для U имеют смысл все три числовых нормы,

причём

Эти неравенства вытекают сразу из определения норм.
Так как для функционалов абстрактная норма совпадает с

(й)-нормой, то по 2.88 (би)-норма тоже совпадает с (б)-нормой:
поэтому для функционалов имеет место равенство

2.9. Класс И^. Для операций класса H°t мы имеем возможность уста-

новить критерий, аналогичный признакам 2.21 и 2.31 для классов Н\ и И°оУ
только если наложить на К-пространство X дополнительное требование
чтобы (/)-сходимость в нём была устойчива. Тогда для принадлежности адди-

тивной операции классу Н° будет необходимо и достаточно, чтобы образ
любого (/)-аннулируемого множества из X был (о)-аннулируем в У.

Однако, кроме Д'5-пространств, где (/)-сходимость совпадает с (^-схо-
димостью и поэтому устойчива, мы не можем указать какой-нибудь ещё

широкий класс К-пространств, где (/)-сходимость также была бы устойчива.
А если X— АТЗ-пространство, то #£= Н% и для принадлежности операции

к этому классу уже установлены признаки 2.81—2.82, имеющие весьма

простую форму. Поэтому мы не останавливаемся на общих признаках для

класса Hf.
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Если X —любое /(-пространство, а У—/(+-пространство, то Н°оаНг
B.43). Тем более Н°сНг следовательно, для £/€#? имеет смысл \U\*

2.91. Если А' —любое /(-пространство, У—регулярное /(+-пространство,
a U£H°f, то и \U\tH°t.

(*)()
Доказательство. Пусть хп —► О; сначала предположим, что *n>©.

По определению модуля в Нг (см. 1.26)

\U\(xn)=* sup (/(*').
I*' 1<а?

Поэтому
sup

Вследствие регулярности пространства К существуют такие х^\ ..., д^*
(л = 1, 2, ...), что

(о)- lira { [U(*<»>) V • • • V U (*£>)] -11/|(*„)} = О. A5)
П-> СО Л

Так как д:п —► О, то последовательность

л^ , ..., л^ , л^ , . .., л^ , •. . * v,

тогда вследствие (to)-непрерывности операции U(x)

UDb U{x%), 1/(х<Д .... U(x%), ... ^ О,

а потому

и из A5) вытекает, что

Если теперь хп
—* О и хп

— любые, то и | лгп | —► О. Тогда, по уже

доказанному, | U \ (| хп!) —� О и из неравенства || U \ (xn) \<\U\(\xn\)

A.13с)) сразу вытекает, что \U\(xn)—*• О. Таким образом, доказано что

2.92. Теорема. Если X— любое К-пространство, a Y—регулярное
К+-пространство, то Н°— нормальное подпространство простран-

°
ства Н°оо

Доказательство этой теоремы совершенно аналогично доказательству

второй части теоремы 2.86.

Замечания, 1° В теореме 2.48 при более слабых предположениях
относительно У было доказано, что Н°о— компонента пространства Нг. Для

Л°% аналогичный результат не верен (см. 5.23 гл. VIII).
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2° Если Y только регулярно, но не обязательно /f+-пространство, то,

повторяя доказательство предложений 2.91 и 2.92, мы сможем установить лишь,

что //£Л#г"-~ноРмальное подпространство пространства Н°О[\НГ

Для лучшего обозрения установленных в этом параграфе резуль-
татов о соотношениях между различными классами операций, собе-

рём их в нижеследующей таблице с двумя входами. Здесь, как и

выше, X—пространство, которому принадлежат значения аргумента,
a Y—пространство, куда входят значения операции. В каждой

клетке таблицы указано соотношение классов, полученное для coqt»

ветствующей комбинации типов X и Y.

\. Y

X ^s^

/f-простран-
ство

Регулярное
/(-простран-

ство

/(В-линеал

/<£-линеал,
полный от-

носительно

(^-сходи-
мости

^-простран-
ство огра-

ниченных

элементов

ЛГ-простран-
ство

BЛ1)

НгаН°о
B.42)

НгаН\
B.83)

B.81, след-

ствие)

/С+-простран-
ство

ff°oczHr
B.43)

B.41)

H°bczHr
B.82, ел. 1)

ff°bczHr
B.82, ел. 1)

H°ocH°b = Hr

B.82, ел. 2)

АГ-пространство
ограниченных
элементов

B.72)

Ijt TjO LJ
"t~ "о~"г

B.73)

HbbcH°bczHr
B.82, ел. 1)

Hl<zH°b<zHr<zHfb
B.82, ел. 1; 2.83)

= HrczHb
B.82, ел. 2; 2.83)

Пространство
вещественных

чисел

B.12, 2.43)

Щ = Н% =

B.12. 2.41)

B.8; 2.82, ел. 1)

ь=^"ь —

= НГ

B.84)

Я» <=//» =

B.84)

§ 3. Мультипликативные операции

Пользуясь действием сложения, определённым в /Г-пространстве, мы

ввели в рассмотрение операции, обладающие свойством аддитивности. Но
в главе IV бы то показано, что в /if-пространстве можно определить и вто-

рое основное действие — умножение элемента щ элемент. А тогда естс-
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ственио появляется второй класс операций — мультипликативные, которые
мы и рассмотрим в настоящем параграфе. Для простоты мы будем пред-
полагать, что X и К— /f-пространства с единицей.

3.1. Класс Нт.
Определение. Операцияу = U(x) называется мультипликативной,

если для каждой пары элементов Xi€X(i=*l, 2), для которой произведение
Х\Хъ существует, произведение U (хг) U(x$ также существует и при этом

tf(*l) tf(*2). (I)

3.11. Мультипликативная операция положительна.
_

Доказательство. Для всякого х !> О существует Yx C.41 гл. IV).
Следовательно,

U(x) = U [(V*J] = {U(Vx)]*>O,

так как квадрат любого элемента положителен.

Дадим ещё одно общее определение, относящееся к операциям в любых

/("-пространствах: операция y = U(x) называется дизъюнктной, если из

Хл d лг2 следует, что

В настоящем параграфе мы увидим, что между мультипликативными и

дизъюнктными операциями существует тесная связь.
3.12. Если операция U (х) мультипликативна и £/(©) = О (в частности

если U(x) также аддитивна), то она дизъюнктна.

Доказательство. Если Хх&хъ то х\Хъ
— О C.35 гл. IV), а тогда,

U (хг) U(x2) = U (х±х%) = U (О) = О,

т. с. t/(*i)d{/te).
В дальнейшем мы будем рассматривать операции одновременно адди-

тивные и мультипликативные.
3.13. Теорема (Признак мультипликативности.) Для

того чтобы операция у ~U(x) класса Н\ была мультипликативной,
необходимо и достаточно, чтобы образ базы ^(Х) содержался в базе

®(Y), m. е. из е£®(Х) должно следовать U(e)£Qt (Y).
Доказательство, а) Необходимость условия следует из одной

мультипликативности. Действительно, пусть е £ (£ (X). Тогда *?2 = е, следова-

тельно,

а потому у£®(Y) C.42 гл. IV).
Ь) Достаточность. Установим сначала» что если гь е«£($ (X) и

е{ d е2, то U (e^ d U(e%). Действительно, в этом случае et + e2 = ?i \/~е* £ E (X),

следовательно, (/(^i) + f/(е2) 6@(У). Но сумма двух единичных элементов
может быть единичным элементом только в случае их дизъюнктности.

В самом деле, если в\ \ 2» Ч + е* € © (У), то et + е2 < 1Г, а тогда е± < 1Г—72,
откуда е\ d e*.

Теперь нужно установить равенство A) в предположении, что xtx«
существует. Пусть сначала х^ = е^ с E (А') (/=1,2) и е = р\?« = е^ Д ег
Тогда

- е) + {/(^-
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Но в трёх последних слагаемых значения аргумента попарно дизъюнктны

между собой, а поэтому, благодаря установленной выше дизъюнктности зна-

чений операции, их произведения обращаются в нуль; таким образом,

Для конечнозначных элементов

п ?/.

*1= 2 Х*^' *2= 2 [J*Ci (eidej ПРИ
i l i

(которые всегда можно считать приведёнными к общему основанию) имеем,

благодаря аддитивности и однородности операции U:

2 N */(*<) =

= 2 l^u <«<>=tfB
-l 1

В общем случае существуют конечнозначные х^ !£)-» х\, х^ l2L> лг2,

причём

(лемма 2.17 гл. IV). Тогда | х^х^ \ < | xtx21 +1 хг | + ! х21 +1, следова-

тельно по непрерывности произведения C.33 гл. IV),

Отсюда
U (xtx2) = @-li (^P

Кроме того,

и DП)) ^ DЯ)) = у DЛ)-4Я)).

Поэтому существует подпоследовательность индексов {kn}t для которой

Так как всякая (о)-сходящаяся последовательность ограничена, то произведе-
ние U (x{) U(x*) существует и по (о)-непрерывности произведения

U{xixu=*U{xi) U(x«)

(замечание 3.16 к теореме 3.15 гл. IV).
Теорема полностью доказана.

Замечание. Так как положительная операция класса н\ принадле-

жит классу И°о B.49), то по 3.11 мультипликативные операции класса Н\
входят в #JJ. В дальнейшем мультипликативные операции этого класса

называются просто линейными мультипликативными. Класс этих опера-
ций обозначается Нт.
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Так как каждая мультипликативная операция положительна, то

Однако класс Нт значительно уже, чем Н°о (] Я.. Например, если X = У—

пространство вещественных чисел, то класс Нт состоит из двух функций:
f() /(H) /()

3.2. Некоторые свойства операций класса Нт.
3.21. Для конечного или счётного соединения элементов хп £ X и любой

н

Доказательство. Пусть х = Sxn. Если л принимает только конечное

множество значений, то благодаря аддитивности и дизъюнктности операции U

и{х) = i/B*»)=2 U{Xn) = s ^ (*»)!•

Если же множество {хп} — бесконечное, то нужно использовать и непре-

рывность операции U, а именно:

U(x) « £/Bхя)= U[{o)- 1^2**1 =@)"Лт2 Лоо
п оо

= (о)- lim У. U (*,.) = У. U (хп) = S
--"^

1 1

ч. и тр. д.

Пусть U 6 Нт\ положим для е

По теореме 3.13 у (е) £(&(¥); кроме того, функция ср (е) монотонна, т. е.

<P(*iX?(*a) при ^!<^2

(так как i/>0, а ?р(о) = О). Имеет место следующая лемма.

3.22. Лемма. Пусть хь x2^Xt {^f1}, {е\г\ —их характеристики,

FQ* Iх) — любая вещественная непрерывная функция от вещественных
аргументов. Тогда для U£H

оо оо

U \F (*!, хг)] = J J F (А,

СХЭ ОО

Доказательство. Мы ввели в пункте 3.61 гл. IV интегральное пред-
ставление функций, а именно:

оо оо

i, x2) = f f F(k, ,i) &?• del* =
—со —со

п,р
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Тогда по 3.21

U [F(xb

w, p

CO CO

Г Г F<k>
ОО —-ОО

Ч. И Тр. Д.
3.23. Теорема. Если U 6 #w> я*о для любого конечного или счётного

ограниченного множества ЕаХ

£/(sup£)= sup Uix). B)
£Е

Доказательство. Предположим» сначала, что Е состоит из двух
элементов х± и -*г2. Тогда с помощью интегрального представления функций
C.61 гл. IV) получаем

оо оо

хх V xt = J J (X V V) Л?1 rf<'.
ОО ОО

а тогда C.22)
оо со

—оо —оо

С другой стороны
со

—со

следовательно (так же, как в 3.61 гл. IV)

оо со

—со —оо

Таким образом,

По индукции этот результат распространяется на случай любого конеч-
ного множества Е.

Пусть теперь Е = {хп} (п = \, 2,...), x = supjcw. Положим х\ =
= xt V • • • V *п« Тогда xrn Z1 л:, следовательно,

т. е. ^/(jr)=ssup (/(а'п), ч. и тр. д.
пп

Следствие. Так как | дг | =» л: \/ (-^ ^)* го
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Аналогичные утверждения имеют место для нижней грани.
3.24. Если X—/^-пространство счётного типа, то заключение теоремы 3.23

верно для любого ограниченного множества ЕсХ.

Доказательство. В АГ-пространстве счётного типа любое ограни-
ченное множество Е содержит счётное подмножество Е' czE с той же верх-
ней гранью A.45 гл. V). Поэтому

sup U (х)> sup U(x)=*U (sup Er) = U (sup £).
x^E x£Ef

Но обратное неравенство очевидно вследствие положительности операции U,
а потому имеет место равенство B).

3.25. Если и$Нт, a ^— АГ-пространство счётного типа, то образ
К1== U(X) есть подпространство пространства У. При этом если К2— компо-

нента пространства Yt порождённая множеством Уь то

Таким образом, РтТ^1Т играет роль единицы в Уу
Доказательство* Ясно, что Ух— линейное подмножество простран-

ства К. Если у£ Уь т. е. у = U(x) (х$X), то \у\ = U( | х |) £ Уг, (см. след-

ствие из теоремы 3.23), т. е. в У± существует элемент у* > О, для которого

У<У*-
Пусть EaY-i vl существует такой уо^У^ что у*Суо для всех у ^Е,

и пусть у0 =s <У(лг0). Положим j^* s=: sup £ (здесь верхняя грань берётся в У)
и покажем, что у* £ У^ Введём

*= sup (лгЛ*о)

(С/-1 (Я) — полный прообраз множества Е). По 3.24

U (г) = sup [U(x)/\U C*o)l = ^up j^ Л Jo -У*

т. е. v* £ Уг- Таким образом, Ух — подпространство.
Так как U$Hm, то г* = £/A) е(£(К) C.13). Из интегрального предста-

вления
оо

C.22) вытекает, так какср(^)<^* при любом ££@(АТ), что Ух = £/(X)с:
(Ге* —компонента пространства К, порождённая элементом в*). Но ё* ^У^

сКе*, а У2— наименьшая компонента, содержащая У^ значит, К2«К
*)

е 2 ^ 2

Отсюда (в*)—-проектор на Уъ т. е. ^* = (е*Iг= РгР21г6 Yv и ^— еди-

ница в Ке*, следовательно, и в У1% Доказательство закончено.

Если операция у*= U(х) устанавливает взаимно однозначное соответствие

между X и U{X), то в U (X) определяется обратная операция лг= U {y)
(очевидно — аддитивная). Операция U (х) в этом случае называется обра-

тимой.
3.26. Если обратимая операция U^Hm, a U(X)=Y, то и обратная

операция U-l£Hm.
Доказательство. Сначала докажем, что U-1 > О. Пусть у > О, но

предположим, что х = (J-1 (у) ^ О, т. е. *-> О. Тогда U (*_)> О вследствие

положительности и обратимости операции U. Так как по 3.12 U(x+) d U{xJ),
то U(x-)z=y~, и так как ,у>©, то невозможно, чтобы £/(дг_)>О, Таким
рбразом, положительность операции U доказана,
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Теперь докажем, что U~X£H°O. По 2.44 достаточно проверить, что из

^п\° следует U~1(yn)\O. Во всяком случае, благодаря положительности

операции 0~г,

В таком случае

yn = U(xn)\U(x),

т. е. U (х) = О. Но вследствие обратимости операции U тогда и х = О.

Наконец, проверим, что для О*1 выполнен признак 3.13 принадлежности
классу Нт. Пусть e£®(Y), х=и-г(е). При этом *>©, следовательно,

существует Yx. Так как U^Hm% то
ссу Нт. Пусть e£®(),

существует Yx. Так как U^Hm% то

U(Yx)>0 и

т. е. £/(•/*) = У*Г=я (см.3.31 гл. 1У).^Таким образом, U (x)—U {j^xj, значит,

вследствие обратимости операции Ut x= Yх>а это возможно лишь при х £ (£ (X)
C.42 гл. IV).

3.27. Если обратимая операция U^Hmt a «AT— /С-пространство счётного

типа, то {/-1^ЯШ.
Действительно, равенство U (X) = Y было использовано в доказательстве

предыдущего предложения только для того, чтобы считать U (X) /f-простран-
ством с единицей. Сейчас же можно вместо равенства U (X) = У сослаться
на 3.25. При этом легко видеть, что если за единицу в U(X) принять эле-

мент, указанный в 3.25, то базой в U (X) будет пересечение G£(K) f] U{X).
А тогда, если в U(X), как в самостоятельном /(-пространстве с единицей,
определить умножение элементов, оно будет совпадать с умножением, имею-

щим смысл в U (X) как в подпространстве пространства К.
3.3. Некоторые характеристические свойства проекторов. Мы уже

знаем, что в /(-пространстве с единицей проектор (е) на компоненту Хе,
порождённую единичным элементом е, имеет вид

(е) х = хе

C.34 гл. IV). Отсюда видно, что (е) £ Нт, т. е. проектор — линейная мульти-
пликативная операция, отображающая X в X. Действительно,

(*) (*i *2) e (*i *г) е = (*1 лг2) е2 == (*! е) (х2 е) == (е) xt • (е) х*

Выясним, чем характеризуются проекторы в классе Нш.
3.31. Для того чтобы операция U £ Нш (в случае, когда X = Y) была

проектором, необходимо и достаточно, чтобы из х ]> О следовало U (х) •< х.

Доказательство. Необходимость условия вытекает из известного

свойства проекторов B.22а) гл. III).
Для доказательства достаточности покажем прежде всего, что U[U(x)]~

= U(x).
Пусть сначала х = е £ E (X). Тогда U (е) = е\ < е, причём ^ 6 ® (А').

Отсюда

Но (*
— ^) de±=U (е); и так как О < U (е — «i)< е — *ь то 6/ (* — ^) d U (е).

В то же время U(e — ^i)<^/(^). Следовательно, U(е — ei) = OnU(e) =
UlU()]
Для конечнозначного элемента лг= 2^*^* имеем

и
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Для любого jc^X то же равенство получается с помощью предельного

перехода, если подобрать конечнозначные хп i^-> х.

Теперь мы видим, что U удовлетворяет всем требованиям, характери-
зующим проекторы B.23 гл. III).

За мечание. Условие U(х)^х было использовано в доказательстве

достаточности только для единичных элементов.

3.32. Если Х = Y, a U^Hm и если U коммутирует с любым проекто-
ром в X, т. е.

то U —проектор.
Доказательств оь Для всякого е £ (£ (X)

U{e) = UЦеI] = (*) [(/A)] = е <УA)<el = e.

(так как U(\)£®(X), то <УA)<1).
3.4. Дизъюнктные операции. Установим результат, в известном смысле

обратный предложениям 3.11 и 3.12.
3.41. Теорема. Всякая дизъюнктная положительная опера-

ция у =s U (х) класса И°о становится линейной мультипликативной при
подходящем выборе единицы в К*).

Доказательство. Возьмём в качестве новой единицы в Y элемент

1 = U(lx) + lY-e': = 5 [U(lx), \T-e*}9

где 1Х— единица пространства X, 1Y—первоначальная единица простран-

ства Y и е* — след элемента U Aх). Действительно,

(см. 2.3Н) и 3.4 гл. III). Таким образом, подпространство, порождённое элемен-
том 1, совпадает с подпространством, порождённым элементом 1Г, т. е. с Y,

Следовательно, 1 обладает свойством единицы в К.
Так как выбор единицы не влияет на (о)-сходимость, то при переходе

к новой единице класс Н°о не изменяется. Благодаря дизьюнктности опера-

ции U, для любого е £ (£ (Л') имеем U(e)dU(lx—е), следовательно,

Ио тогда U(e) входит в новую базу пространства Y C.23Ь) гл. 111), т. е.

является единичным элементом при новом выборе единицы. Таким образом,
по теореме 3.13 U войдёт в класс Нт.

Замечание. Из доказанной теоремы вытекает, что все основные

результаты п1 3.2 C.21,3.23 3.24, первая часть утверждения 3.25) сохраняются

для дизъюнктных положительных операций класса Н°о.
Также остаются в силе предложения 3.26 и 3.27 в том смысле, что U 

оказывается тоже положительной, дизъюнктной и (оо)-непрерывной.
3.42. Если U£Hr и дизъюнктна, то \U\, U+ и U- тоже дизъюнктны.

*) Мы ограничиваемся случаем, когда в Y имеются элементы, обладаю-
щие свойством единицы. Однако можно сформулировать нашу теорему
и в несколько более общем виде.
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Доказательство. Пусть х\ d д:2. Тогда, так как

|/7|(Uil)= sup \U(x')\,\U\(\x2\)= sup \U(x*)\,
le'Kla^l |a?"K|#l

то, no 1.65 гл. I, | и | (| *i |) d j и | (\хг |). Ho

Следовательно, I i/1 (хг) d \U\ (x^). Таким образом, \U\ — дизъюнктная опе-

рация. Дизъюнктность операций 0+ и (/- может быть выведена аналогично

или, ещё проще, из неравенств О<£/+, £/_<|£/|. Например для U+:

следовательно, если Х\ d x2t то и+(х{) d +B)
Мы видим, что благодаря теореме 3.41 изучение более общего класса

операций — линейных дизъюнктных свелось к изучению их частного случая —

операций класса Нт, что, конечно, упрощает исследование.



ГЛАВА VIII

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЙ

Для приложения теории операций к решению различных вопросов
математического анализа важно знать выражение операций в различ-
ных конкретных пространствах, так называемые общие формы опе-

раций. Для получения таких конкретных общих форм полезно сначала

установить более общие результаты, а именно найти общие формы
операций, конкретизируя лишь одно из пространств: значений аргу-
мента или значений операции. Наконец, некоторый интерес представ-
ляет нахождение ещё более общего выражения операций, если не

конкретизировать ни одного из названных пространств. С рассмо-

трения такой общей задачи мы и начинаем настоящую главу.

§ 1. Общее интегральное представление линейных операций
1.1. Регулярные операции в АГ-пространстве ограниченных эле-

ментов. Предварительно мы остановимся на аддитивных функциях, за-

данных на булевской алгебре.
Определение. Пусть @ — произвольная булевская алгебра,

у—/(-пространство. Функция <р(г), заданная для всех *£(£, значе-

ния которой принадлежат К, называется аддитивной, если

?(«i + **) = ?(*i)+ ?(*«) ПРИ *id*2-
Из этого условия вытекает, что <р(©) = 0.

Функция <р(г) называется положительной, если <р(г)]>© для лю-

бого е£(&. Из аддитивности и положительности вытекает монотон-

ность функции, т. е.

?(*i)>?(*a) ПРИ е\>е2
(ср. 1.13 а) гл. VII).

Функция <?(е) называется ограниченной, если

Если функция <f(e) аддитивна и положительна, то Ф = ©(*•)>т- е* она

ограничена.
Возьмём теперь К-пространство X с единицей и пусть (£— его

база. Конечнозначные элементы пространства Х% т. е. элементы вида
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п

х— 2 aiei> где £*£(£, образуют, очевидно, /С-линеал, который мы

обозначим через L. Пусть Y— произвольное /С-пространство.
1.11. Каждая аддитивная функция <р(е)> заданная на б, со значе-

ниями в К, порождает аддитивную операцию, отображающую L в К,
именно

п п

U(x)— 2а<?(^) Для х= 2
i\ tf1

Наоборот, всякая аддитивная операция U, отображающая Lb Y, пред-
ставляется в указанном виде, если положить ср(е) = £/(<?) Для е£б.

Эти утверждения совершенно очевидны, если заметить, что благо-

п

даря аддитивности о значение суммы 2 а<? (ei) не зависит от спо-

г = 1

соба представления х в виде линейной комбинации элементов базы.

1.12. Для регулярности операции U, рассмотренной в 1.11, необ-
ходимо и достаточно, чтобы функция <р(е) была ограниченной.

Доказательство. Если U£Hr, то существует модуль \U\.
А тогда для любого е£(& имеем:

т. е. о(е) ограничена.

Пусть, наоборот, известна ограниченность <р(е). Каждый элемент
п

х > О из L можно представить в виде х = 2 aiei> r#e все а* > О,
i == 1

а ег попарно дизъюнктны. При этом можно считать, что ах < ос2 <

< ... < ая. Тогда

К? (.2 *«) +(а2—«i) ? (.S,«<) + • • • + К— an-i)?(en) I <
i =s 1 i = 2

где Ф= sup |©(в)|, а ||д:|| определяется в L так же, как в /С-про-

странстве ограниченных элементов (см. 2.3 гл. VI). Теперь, по при-

знаку регулярности A.27а) гл. VII), мы сразу заключаем, что U ре-

гулярна.
Замечание. Если из L выделить подмножество G элементок

п

х = 2 aiet с целочисленными коэффициентами <xt., то G будет

/С-группой, в которой выполняется аксиома V. Оба предложения

1.11 и 1.12 верны и для операций на G.
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1.13. Благодаря предложению 1.12 множество всех ограниченных

аддитивных функций на 6 (со значениями в Y) находится во взаимо-

однозначном соответствии с множеством Нг регулярных операций,
отображающих L (или G) в У. Ясно, что это соответствие— изо-

морфизм (если множество функций <р(е) линеаризовано естественным

образом). В таком случае множество ограниченных аддитивных функ-
ций <?(е)—АГ-пространство, так как, по теореме 1.23 гл. VII, Нг —

АГ-пространство. Выясним смысл <р+> ¥_ и |<р|.
Так как <?+(г)— функция, порождающая операцию (/+, то с по-

мощью 1.24 гл. VII имеем, рассматривая операции на G,

ср+ (е) — U+ (е) = sup U (х) = sup U (ef) = sup ср (е')
©<ж<е 0<е'<е О < е'< в

'£Ъ '£Ъ

(если в<Аг<е и x£G, то х

Аналогично

а по 1.26 гл. VII

— inf v

0<е' <е

= sup \?(е')\,
0<е' <е

Легко видеть, что |ср| — наименьшая из аддитивных положитель-

ных функций ср*, для которых | ?(е)| •< ф* (е) при любом ^^6 (ср.
1.25 гл. VII).

Таким образом, класс ограниченных аддитивных функций на 6
совпадает с классом функций, представимых в виде разности двух
положительных аддитивных функций. При этом <p+J ф_ и |ср| играют

роль, соответственно, положительного, отрицательного и полного из-

менения ср.

Так как всякая полная булевская алгебра является базой некоторого
/^-пространства, то последние выводы справедливы для функций, заданных
на любой полной булевской алгебре. Однако другим путём эти выводы могут
быть получены и для функций на произвольной булевской алгебре, не обя-

зательно полной.

1.14. Определение. Аддитивная функция у (в) называется

(оо)-непрерывной (или просто (о)-непрерывной), если из еп —► О сле-

дует, что <?(еп) —* О. Аналогично могут быть определены другие типы

непрерывности.
Легко видеть, что если <р(г) положительна, то для установления

ее (о)-непрерывности достаточно проверить, что 9(*n)\i®» когда

*п\|О- Кроме того, предоставляем читателю проверить, что если
(О) (О)

<р(г) (о)-непрерывна, то из еп
—*

е следует, что ф(*п) —* ?(£).
1.1Б. Если ограниченная аддитивная функция <р(*) (о)-непрерывна,

то ф+ (е), ф. (е) и | <р | (е) тоже (о)-непрерывны.
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Доказательство, На группе О конечнозначных элементов

с целочисленными коэффициентами, определённой в замечании к 1,12,
рассмотрим регулярную операцию

порождённую заданной функцией v(e). Покажем, что если у(е)
(о)-непрерывна, то £/£//£.

Пусть хп -^ О. Достаточно рассмотреть случай, когда хп > О,

Каждый х„ имеет вид

с,- §

Количества слагаемых в представлениях элементов хп должны быть

ограничены в совокупности, так как хп сами ограничены некоторым
элементом из О.

При любом *=1, 2, ...,/;

а потому е$ —* О при я-*со; следовательно, по непрерывности ф,

Но тогда

Таким образом, U£Hl.
По теореме 2.47 гл. VII (имеющей силу в /(-группе G— см. заме-

чание к 2.47 гл. VII) £/+, £/_ и |£/| принадлежат классу #£• Но так

как, например, <р+ О)= £/+ W» то (о)-непрерывность ср+ следует сразу
из (о)-непрерывности f/+. Аналогично устанавливается (о)-непре-
рывность ф_ и |<р|.

1.16. Определение. Пусть <f(e)— аддитивная ограниченная

функция, заданная на базе 6 /(-пространства X. Для произвольного
£Х полагаем по определению

оо

J = (о).Urn 2

Здесь интегральная сумма, стоящая в правой части равенства, соста*

вляется, мак обычно, для произвольного разбиения оси — оо < X < оо,
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При этом требуется, чтобы для данного х любая интегральная сумма

имела конечное значение.

1.17. Будем теперь считать X /f-пространством ограниченных эле-

ментов. В этом случае в интегральной сумме из определения 1*16

имеется лишь конечное число отличных от нуля слагаемых.

Теорема. Общий вид регулярной операции y—U(x) даётся
интегралом

оо

A)

где ®(е)—любая ограниченная аддитивная функция.
Доказательство, а) Пусть U£Hr, Положим, как и выше,

для любого *£(£

«(*) = £/(*).

Тогда <?(е)—ограниченная аддитивная функция.
По теореме об интегральном представлении элементов D.21 гл. III)

каждый х представим в виде

с»

*-J
—

GO

Но так как х — ограниченный элемент, то в интегральной сумме
имеется лишь конечное число слагаемых, отличных от нуля.

Пусть

интегральная сумма, для которой |о—х|^е1. Тогда

откуда, вследствие произвольности е,

U (х) = lim U (a) = lim 2 '■» ? «~< _,),
П

а это по определению и означает, что

b) Пусть теперь дана ограниченная аддитивная функция <р (е). Для
любого х £ X и любого е > 0 рассмотрим две такие интегральные

суммы
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ЧТО

\х з2|<2г1. Так как согласно 1.12 <р порождает регу-

лярную операцию V (х) на АГ-линеале L, а именно УB аА)=2а<¥ (*<)»
г г

ТО

Таким образом, любая последовательность интегральных сумм по-

следнего вида при s-*0 оказывается сходящейся в себе. Следова-

тельно, благодаря (о)чюлноте /С-пространства существует
оо

(o)-lim2/„? Ц,—<_t) - J
Итак, существование интеграла A) для любого х доказано.

Теперь докажем аддитивность операции U(x), определённой равен-
ством A). Так как основное равенство C) (см. ниже), входящее

в определение аддитивности, будет доказано вне зависимости от

выбора характеристик входящих в него элементов, то отсюда, в част-

ности, будет следовать, что величина интеграла A) не зависит от

выбора характеристики элемента л:*). Будем сначала считать фун-
кцию ср(г) положительной.

Пусть х~х1-\-х2* Возьмём произвольное разбиение оси—оо<Х<со
с помощью чисел кп и положим

Ясно, что

и аналогичные формулы получаются при суммировании по другим
парам индексов. Из свойств характеристики вытекает, что

К- lenkl < (enkl) * < КепЫ* *ft- IепЫ < (enkl) *\ < htnkb

h- \enkl < (епы) Х2 ^ ЧепЫ

(см. 4.14 а) гл. III). Из этих неравенств и из равенства (епЫ)х =
e(*)*4-(*w)*2 следует, что если епЫф09 то

Отсюда, полагая e = $up(Xw—^n»i)> имеем:
п

*) Читателю следует вспомнить, что характеристика определяется не

одназначно D.11 гл. III).
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Умножая члены этого неравенства на о(епк1) и суммируя по всем

значениям индексов nt k и /, с помощью B) и упомянутых выше ана-

логичных ему соотношений получаем:

< 2 v? («5-^)+ 2
7с 2

Все встречающиеся здесь суммы являются интегральными и содержат
лишь конечное число слагаемых, отличных от нуля. Переходя к пре-

делу при е->0, получаем:

Для произвольной ограниченной аддитивной функции о(е) имеем,

очевидно:

+(*?)- J **?_(«?).

Так как аддитивность операций, определённых двумя последними ин-

тегралами, уже доказана, а их положительность очевидна, то отсюда

следует и аддитивность и регулярность операции U.

1.2. Линейные операции в произвольном АГ-пространстве с еди-

ницей. Теперь перейдём к случаю, когда X—произвольное /("-про-
странство с единицей. В предыдущих рассуждениях ограниченность
элементов пространства X была существенно использована для заклю-

чения, что все рассматриваемые интегральные суммы конечны. По-

этому не возникал вопрос
— имеет ли интегральная сумма смысл. Если

же х—неограниченный элемент, то при определении интеграла A)
как предела интегральных сумм мы специально требовали, чтобы все

интегральные суммы для данного х имели смысл.

Аддитивную функцию ф (или аддитивную операцию U) мы

всегда могли внести под знак конечной суммы. Но чтобы иметь

право вносить её под знак бесконечного ряда, придётся поста-
вить условие (о)-непрерывности этой функции. При таком условии,

00 оо

если * = S*n = 2*n» TO
1 1

п п

? О) = ? [(о)-Нт 2 Ч\ = (о)- lim о B **) =
п-»оо 1 п-*х> 1

п сг>

= (о) -lim 2 ? (**) = 2 ? (**)•

1.21. Существование интеграла A). Пусть х—произ-
вольный элемент ^-пространства, <?(е)—положительная аддитивная
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функция; требование непрерывности ср(е) пока не ставится. Составим
нижнюю и верхнюю интегральные суммы для одного и того же раз-

биения оси — оэ < X < сю:

и допустим, что одна из этих сумм, например а', имеет смысл, т. е.

соответствующий ряд (о)-сходится. Покажем, что тогда и о" тоже

имеет смысл.

Действительно, формальное почленное вычитание о' из о" даёт

положительный ряд

S(*n-*n-l)?(<,-<.,),
который мажорируется рядом

(где s = sup(Xw— Xw_j)) и, следовательно, (о)-сходится. А тогда и

п

ряд для о" тоже (о)-сходится. При этом

а" —о'<■*(!).
Применяя обычное рассуждение с объединением множеств точек

дробления, мы легко убедимся в том, что любая нижняя сумма о'

меньше или равна любой верхней о", откуда —оо< sup o'^inf o/ir<-|-co.
Но принимая во внимание предыдущую оценку и учитывая, что г про*
извольно мало, мы видим, что sup о' = inf о". Это и есть предел ин-

тегральных сумм, т. е. интеграл

существует. Итак, если хоть одна из интегральных сумм для дан-
ного элемента х имеет смысл, то существование интеграла A) обес-

печено.

Замечание. Каждая сходящаяся интегральная сумма предста-
вляет собой абсолютно сходящийся ряд. Действительно, пусть

и 1п ;> 0 при п > я0, /я"< 0 при п < п0. Имеем:

оо щ—1

2 2<
«о

: (o)-lira • (в* _ e*_N _г) < ? (i).
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причём каждый из последних двух рядов сходится; первый ряд со-

стоит из положительных членов, второй— из отрицательных, поэтому
и ряд

СХОДИТСЯ.

1.22. Если у(е) и ?i (e)—положительные аддитивные функции,
причём <р (е) <С ?i (г), и для некоторого х интеграл

со

J
—оо

существует, то существует также интеграл

Доказательство. Действительно, для любого разбиения
оси — оо < к < сю имеем неравенство

откуда благодаря предыдущему замечанию вытекает, что интеграль-

ная сумма

2
имеет смысл.

1,23. Предыдущее предложение остается верным, если ф1 (ё)—по-

ложительная аддитивная функция, а у(е)—любая аддитивная функ-
ция, удовлетворяющая условию | <р (е) \ ^ <?t (e) при любом е £ 6.

Действительно, в этом случае (см. 1.13)

Тогда по 1.22 из существования интеграла

—ОО

вытекает существование интегралов

оо

и

а вместе с ними и интеграла

оо

—ОО

равного их разности.
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1.24. Пусть теперь функция ср (е) положительна, аддитивна и

(оо)-непрерывна, а интеграл

*/(*)- /*</?(*•) A)

существует при любом х£Х. Тогда U(x) — аддитивная положитель-

ная операция.

Доказательство. Положительность U очевидна. Чтобы уста-

новить её аддитивность, достаточно повторить рассуждение, прове-

дённое в доказательстве теоремы 1.17, опираясь на (о)-непрерывность
функции ср при внесении её под знак бесконечной суммы.

1.26. Если ср(г)— ограниченная, аддитивная и (о)-непрерывная
функция и для любого х£Х существует интеграл

то интеграл A) (см. 1.24) также существует при любом х£Х и

выражает регулярную операцию в X.

Это следует из 1.24 и 1.15, если интеграл A) представить в виде

разности

(Существование этих двух интегралов вытекает из 1.22.)
Однако сейчас мы не сможем доказать теорему, аналогичную

теореме 1.17, устанавливающей общий вид операций класса Нг. Такого

типа теорему мы получим в следующем пункте лишь для класса Н% П Нг.
1.3. Непрерывность интегральной операции. Опять предполагаем

функцию <р(г) положительной, аддитивной и (о)-непрерывной, а под

U(x) понимаем интеграл A), предполагая, что он существует для
любого х£Х.

Введём следующее обозначение: еслилг^АГ, а е —любой элемент
базы пространства X, то полагаем

о

f
е->0

где Хн, 1п и е имеют тот же смысл, что и в интегральных суммах,
встречавшихся выше (см. определение 1.16).
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Если подпространство Хе, порождённое элементом еу рассматри-

вать как самостоятельное пространство, то

можно определить как интеграл, построенный для (е) х как элемента

пространства Хел в соответствии с определением 1.16. Отсюда выте-

кает, что этот интеграл обладает всеми свойствами интеграла, построен-

ного в 1.16.
Из аддитивности функции ср легко следует, что если 1 = S (p\ e"h

то

1.31. Пусть х>0. Если е<'»> Н. о (еО»£(£(Х)), то

D)

Доказательство. Вследствие положительности <р

©<

Каждый член ряда, стоящего в правой части, (о)-стремится к нулю
при п -> оо, а весь ряд мажорируется сходящимся рядом

Отсюда, с помощью рассуждений, обычно применяемых в математи-

ческом анализе, легко заключить, что соотношение D) имеет место *).
1.32. (оо)-непрерывность операции С/. При тех же пред-

положениях относительно функции <?(е), операция U£H%.
Доказательство. Достаточно доказать непрерывность U(x)

при л==О, причём при доказательстве можно ограничиться случаем,
когда хп\О B.44 гл. VII).

*) Действительно, фиксируя произвольное /;0 и переходя к пределу
при /i->co в первых р0 членах ряда, мы получим, что

Если теперь принять ^0->оо, то мы сразу получим требуемое заключение.
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Итак, пусть хп\О. Тогда U(xn)\y^O. Нужно доказать,
что у = О.

По признаку (о)-сходимости D.18 гл. III) при любом е>0.

<• -^ 1. E)
Имеем:

оо ов

U(xn)= JXrf?««A<»L- /Xd?f<V\ (!— <»)] F)
—со —оо

В первом интеграле интегрирование совершается фактически по

промежутку СО, з). Если 0 и 8 включить в число точек деления, то

верхняя интегральная сумма для первого интеграла может быть запи-

сана в виде

откуда ясно, что эта сумма ^е©A). Но тогда та же оценка спра-
ведлива и для интеграла.

С другой стороны, благодаря положительности о и неравенству
<

ОО 00

J X do [Л, Л A- — <£'•)] < J A dcf [ef'Л A—<«)Ь
—оо —со

откуда в силу 1.31 и соотношения E) имеем:

Теперь из E), устремляя п к со, заключаем, что J^<so A). Вслед-
ствие произвольности в отсюда следует, что у

= О.

1.33. Теорема. Общий вид операций y = U(x) класса H°of\Hr
даётся интегралом

со

£/(*)« /А<*р(е?), A)
00

где о(е)—ограниченная, аддитивная и (о)-непрерывная функция
и такая, что интеграл

со

$\{e?) G)

(по полному изменению функции «р (е)) должен существовать для
любого £
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Доказательство. Из существования интеграла G) для всех

х£Х вытекает существование интеграла A) и по 1.25 U{x)—
регулярная операция, а по 1.15 и 1.32 £/£//£. Таким образом,

Пусть, обратно, дана операция U£H%()Hr. Благодаря её непре-

рывности и аддитивности имеем:

UI J X AеП = f/[(o)-lim 2 /„ (^

где

<?(e)=U(e).

При этом <р(е)— аддитивная'и (оо)-непрерывная функция. Кроме того,

т. е. о(е) ограничена.

Но \U\£H% B.47 гл. VII); поэтому аналогично

со

| U\ (х) = J Xdv* (е*), где «р* (е) =* | U\(e).
—С»

Так как |ср(е)|<!ср*(«), то по замечанию в 1.13 |<р|(е)<;ср*W»
следовательно, интеграл G) существует для любого х £ X

Теорема доказана.
Замечание. Так как, очевидно, для О

то

откуда | £/|(e)<il?|(£). Вместе с полученным выше обратным нера-
венством это даёт, что | £/!(£)== | <?|(£), т. е.

1.34. Так как класс линейных мультипликативных операций tfm сг И°о П Яг
(см. замечание к теореме 3.13 гл. VII), то по этой же теореме общий вид
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операций класса Нт даётся интегралом A), причём функция у{е) удовле-
творяет всем условиям предыдущей теоремы, а ее значения принадлежат базе

пространства У.

1.4. Класс #£. Поставим вопрос, при каких условиях интеграл A), в ко-

тором функция cp(g) удовлетворяет условиям теоремы 1.33, изображает опе-

рацию класса H°t. Так как <?(<?) — U(e), то из еп -S- О должно следовать

<р (е/ь) -l£i. о, т. е. функция у (е) должна быть (/о)-непрерывной. Однако
этого условия недостаточно, что видно из следующего примера.

1.41. Пусть Х= К —любое дискретное /^-пространство с единицей. Тогда

тождественная операция у = х принадлежит классу Н% П Нг* Если при этом

(/)-сходимость в Л'не совпадает с (о)-сходимостью (например, если^=К=/^),
то тождественная операция не входит в класс Щ. Но так как для элементов

базы дискретного пространства (^-сходимость совпадает с (о)-сходимостью

(см. 5.24 гл. Ill), то функция ^(е)~е (/о)-непрерывна.
Однако одну теорему мы сможем установить и для класса Щ. Наметим

ход рассуждений.
1.42. Используя метод доказательства 1.15, можно установить, что если

У—регулярное ^-пространство, а у(е) аддитивна, ограничена и (/о)-не-
прерывна, то её изменения <?+ (е) и <р_ (е) тоже (/о)-непрерывны. Вместо
ссылки на теорему 2.47 гл. VII, сделанной по ходу доказательства 1.15, при-
дётся сослаться на предложение 2.91 гл. VII, также верное в группе О
конечнозначных элементов с целочисленными коэффициентами. Теперь, внося

весьма несущественные изменения в доказательство предложения 1.32, можно
установить следующий результат для положительной аддитивной (^о)-непре-
рывной функции у(е):

если хп —*• О и хп в совокупности ограничены, то

n)

Читатель легко сможет восстановить все доказательства. Отсюда мы

уже сразу приходим к следующей теореме:
1.43. Те о рем а. Для того чтобы интегральная операция A), рас-

сматриваемая в {(-пространстве ограниченных элементов X со значе-

ниями в регулярном К*-пространстве У, принадлежала классу Щ> не-

обходимо и достаточно, чтобы функция <р(£) была Aо)-непрерывной.
Действительно, эта теорема вытекает непосредственно из предыдущих

рассуждений A.42), если учесть, что в /^-пространстве ограниченных элемен-

тов (/)-сх°ДИМ0СТЬ влечёт ограниченность B.33с) гл. VI).
1.44. Покажем, что для функций ср с числовыми значениями (^-непре-

рывность равносильна абсолютной аддитивности, т. е. свойству

Действительно, абсолютная аддитивность, очевидно, вытекает из vw/._

прерывности. Обратно, если» ср абсолютно аддитивна, то q>0?n)-*0 при еп\О.
Рассмотрим аддитивный функционал

/(*) =
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на /(-группе G, состоящей из конечнозначных элементов х = ^не% с целыми

коэффициентами.
Проверим, что f(xn)->0, если хп\О. Каждый хп имеет вид

Так как

а потому

По индукции мы получим, что

Но тогда

Согласно 2.51 гл. VII отсюда следует, что функционал / (о)-линеен. Но
так как для функционалов Н% = Н°, то функция «р должна быть (/^-непре-
рывной.

§ 2. Операции в пространстве М

2.1. Общие результаты в М. Применим результаты предыдущего
параграфа к изучению операций в пространстве М почти всюду огра-
ниченных измеримых функций x(t)> заданных на измеримом множе-

стве Е B.34 гл. VI). АТ-пространство Y значений операции остаётся

произвольным.
2.11. Базу в М образуют характеристические функции всевоз-

можных измеримых множеств еаЕ*). Поэтому между базой про-
странства М и совокупностью всех измеримых множеств еаЕ

(множества, отличающиеся друг от друга на множество меры О,
отождествляются) устанавливается естественный изоморфизм, а функ-
ция <р, игравшая основную роль в предыдущем параграфе, может

быть рассматриваема как аддитивная функция измеримого множе-

ства <?(£). Тогда определение интеграла 1.16 автоматически приводит

к известному интегралу Радона, в котором интегрирующая функция
имеет абстрактные значения:

Е

*) Как обычно, мы считаем, что за единицу в М принята функция, тож-

дественно равная единице.
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Действительно, как это видно из определения характеристики е*>

соответствующие е* подмножества множества t\ которые мы также

обозначаем через ef, характеризуются тем, что

x{t)^\ при t£e*,

х(д>* при i£e?

(ср. 4.1 гл. Ш). В частности, если каждое значение характеристики—

наименьшее возможное (е+ ), то в первом соотношении почти всю-

ду в е* имеет место строгое неравенство #(/)"<*. А тогда инте-

гральная сумма

?
превращается в сумму Лебега-Радона, а её предел, по определению,

абстрактный интеграл Радона

Е

r @ </<?(*). A)

Так как всякое множество ^с£сж= О сопоставлено нулевому

элементу базы пространства Ж, то для него <р(£) = О.

Учитывая, что М— /С-пространство ограниченных элементов, мы

заключаем, что к нему применима теорема 1.17, согласно которой
интеграл A), где <р (е) — ограниченная аддитивная функция измери-
мого множества, причём <р (е) = О при те = 0, даёт общую форму
операций класса Нг в М.

По теореме 2.84 гл. VII в М совпадают классы (*)-линейных
и регулярных функционалов. Поэтому установленный сейчас результат
содержит и общую форму (Ь) -линейных функционалов в Ж. В этом

случае функция <р(е) должна обладать всеми указанными свойствами

и иметь численные значения. При этом легко убедиться в том,

что норма функционала равна полному изменению функции <р*).
2.12. Как известно, (о)-сходимость в М есть сходимость почти

всюду последовательности функций, ограниченных в совокупности
(см. 2.34 гл. VI). Для последовательности единичных элементов

условие ограниченности выполняется автоматически. Поэтому ^-схо-
димость последовательности единичных элементов означает, что для

соответствующей последовательности измеримых множеств еп суще-

ствует предел в теоретико-множественном смысле с точностью до

•) Для функционала F(x)*= fx{t)dy(e) имеем:

(Ср. замечание к 1.33 и к 2.86 гл. VII)
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множества меры нуль. Это понятие предела и войдёт а определение

(оо)-непрерывности функции множества <р(е).
(t)-сходимость к нулю для последовательности единичных элемен-

тов означает, что мера соответствующих множеств стремится к нулю.

Легко видеть, в чём заключается смысл (^-сходимости к произволь-

ному пределу е.

Определив конкретный смысл (оо)-непрерывности в М, мы легко

сможем переформулировать для М теорему 1.33.

2.13. Теорема. Общий вид операций y = U(x) класса HI
в К-пространстве М даётся интегралом Радона A), где <? (е) —

ограниченная, аддитивная функция измеримого множества, при-
нем

|<?|(г)\О, если «ре2з,,, и m*n\0*).

2.14. Аналогично из теоремы 1.43 получается
Теорема. Для того чтобы интеграл A) представлял операцию

класса Щ (У—регулярное К+-пространство), необходимо и доста-

точно, чтобы ф (е) была абсолютно непрерывной функцией множества,
ml e.

Ч (еп) —* °» если теп —► &

2Л5. Замечание. Так как для функционалов классы Н°о и Щ совпадают,

то условия, наложенные на у(е) в теоремах 2.13—2Л4, равносильны для
функций с численными значениями.

Кроме того, по 1.44 эти условия равносильны абсолютной аддитивности
функции <?(е), т. е. свойству

00
оо

¥ [ U *«] = 2 ? (*п)' если ei П *; = л ПРИ i Ф h
1 1

и условию
ср (ё) = 0 при те = 0.

2.16. Теорема (Г, М. Фихтенгольц). Общий вид {о)-линейных
функционалов в М даётся интегралом Лебега

где ф @ — произвольная суммируемая функция.
Доказательство. Покажем, что в случае, если Y—простран-

ство вещественных чисел, интеграл A) сводится к интегралу Лебега.

*) Требование существования интеграла по 1 ср j для любого х£М вы-

полняется автоматически, так как М—/^-пространство ограниченных эле-

ментов. Непрерывность <р равносильна непрерывности I ? |, но для | <р I при
проверке непрерывности достаточно ограничиться монотонными последова-

тельностями {еп}.
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Действительно, всякая абсолютно непрерывная функция множества

представима в виде:

где &(t) суммируема на Е. Тогда для любого разбиения числовой оси

S J

откуда следует, что

Обратное утверждение, т. е. что всякий интеграл Лебега

Е

изображает (о)-линейный функционал в М, очевидно.

Все доказанные в этом номере результаты справедливы и для

пространства ограниченных измеримых функций., заданных в много-

мерном пространстве.

Аналогично исследованию, проведённому для Му можно было бы

рассмотреть функционалы в К"-пространстве всех ограниченных фун-
кций, заданных на произвольном множестве. Мы не будем останавли-

ваться на этом, а рассмотрим случай, когда X состоит из всех фун-
кций, ограниченных и измеримых E), заданных на некотором огра-

ниченном множестве Е (измеримом (В)) эвклидова пространства Rn.
Обозначим такое пространство X через Fb» При обычных упо-

рядочении и линеаризации Fb будет /С~-пространством, т. е. аксиома V

будет выполняться в нём для счётных множеств.

2.17. Общий вид регулярных функционалов f(x) в Fb даётся
интегралом Радона

f(x)=fx(t)d9(e),
я

где о(е)—ограниченная аддитивная функция, заданная для всех под-

множеств eczty измеримых (Б).
Это предложение является прямым следствием теоремы 1.17, так

как последняя, как легко проверить, сохраняет силу для Fj?, вслед-
ствие того, что хотя Fb — А"-пространство, но возможность инте-

грального представления его элементов очевидна.
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Замечание. Полученный результат легко распространяется на

К'-пространство F*By состоящее из всех ограниченных бэровских функ-
ций, заданных на всём Rn, но отличных от нуля каждая лишь на

ограниченном подмножестве множества Rn.
Действительно, если положить для любого ограниченного измери-

мого (В) множества eaRn

где хе— характеристическая функция множества е, а/— регулярный

функционал в Fb, to / будет представим в виде интеграла Радона:

*п

причём ср должна быть ограничена на любой ограниченной части

пространства Rn. Обратно, всякий такой интеграл, очевидно, изобра-
жает регулярный функционал в FB.

2.18. Если x(t) непрерывна, то интеграл Радона в предыдущем
предложении сводится к интегралу Понтера-Стилтьеса

: @ <*?(/),

где /— интервалы из Rn, а интеграл понимается как предел сумм

к

составленных для произвольного разбиения пространства Rn на ин-

тервалы.
В одномерном случае интеграл Гюнтера-Стилтьеса превращается

в обычный интеграл Стилтьеса *).
Доказательство. Предполагая, что колебание функции х (t)

на каждом из интервалов /7с меньше е, имеем:

J*(*)rf? «-S* (/*)?(/*)
к к

2 ? D)

x(t)d9(e)— x{tk)o(Ik)

п

U
=2 flx(t)-x(tk)]d?{e)

*) При разбиении пространства Rn на интервалы границы могут быть

отнесены к любым из соседних между собой интервалов. Так, например,
в одномерном случае можно под / понимать полусегменты [а, £).
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где /—такой интервал, вне которого x(t)***0. Вследствие произ-
вольности е

*

к

Результатами, полученными в 2.17—2.18, мы воспользуемся
в дальнейшем.

2.2. Интеграл Хеллингера. Для дальнейшего изучим ещё один
тип абстрактного интеграла.

Пусть f(t)— вещественная функция, a g(t)—абстрактная функ-
ция от вещественного аргумента, со значениями в /С-пространстве У;
обе функции определены на некотором отрезке a^t^ft. Соста-
вим сумму Хеллингера

уУD-и) —/DI [g D+i) - g DI

Zi 4 +1-4 A4

где a =s f0 < fx < ... < /n = ft. Если при max A^ -* 0 сумма Хеллин-

гера (^)-стремится к некоторому конечному пределу у0 £ К, то этот

элемент у0 обозначается

J
}df(t)dg(t)

и называется интегралом Хеллингера.
Если /(£) абсолютно непрерывна, то имеет место равенство

—1

- @- иш 225 / ^max Д*. -V О
<*■■ аг< ^

max Д#

причём существование предела влечёт существование интеграла.
В частности, если /'(*) непрерывна и существует интеграл

Стилтьеса

то
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Последнее вытекает сразу из определения интеграла Стилтьеса,
если к интегралу

) f{t)dt

применить теорему о среднем значении.

2.21. Пусть функция f(t) кусочно-линейна, т. е. сегмент [а, Ь]
разбивается с помощью точек а = /0 < tx < ... < tn = b на конеч-

ное число сегментов, на каждом из которых f(t) линейна. Пусть,
кроме того, g (t) (^)-непрерывна (т. е. из № -> t вытекает g {№>)l-l*g (f).
Тогда интеграл Хеллингера B) существует и при этом

J df(t)dgjt)
dt

Доказательство не составляет никакого труда и мы предоставляем
его читателю.

2.22. Определение. Функция g(t) называется абсолютно

(t)-непрерывной, если для любой последовательности конечных

систем попарно непересекающихся интервалов {(tiy ti)}

из 2D—'i)-*0 следует 21^D)—gih) |iflo.
i i

Это— прямое обобщение понятия абсолютной непрерывности
вещественной функции.

Положим

r@=var£@ = suP2]£('<+i)-£('<)|, C)
a i

где верхняя грань вычисляется по всевозможным конечным разбие-
ниям отрезка [a, t]. Если при всех /£[а, b] g* (t) <+oo, то g(t)
называется функцией ограниченного изменения, a g* {t) — ее пол-

ным изменением.

2.23. Пусть Y — /СЯ-пространство. Если g(t) абсолютно (^-не-
прерывна, то она есть функция ограниченного изменения и её пол-

ное изменение g* (/) тоже абсолютно (^-непрерывная функция.
Доказательство. Так как в KB-пространствах (/)-сходи-

мость совпадает со сходимостью по норме, то определению абсолют-

ной (/)-непрерывности можно придать обычный вид:

из 2К—*<|<8@ следует \\^\g(ft) — g(t{) |||<s D)

(для конечных систем неналегающих интервалов).
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Обозначим через Е множество значений всех сумм, входящих
в правую часть формулы ^3), и допустим, что sup£ = -j-oo. Тогда

B.45Ь) гл. VI)
sup \\yv ..., ук\\= -{-оо. E)

Для любых уи у%£Е найдётся у£Е такой, что х 2

Достаточно в качестве у взять сумму, составленную для разбиения,

полученного путём объединения множеств всех точек деления, с по-

мощью которых вычислены ух и у2. А так как \\yv и..9ук\\в=ш
— \\Уг V ••• V.y*ll> то из E) следует, что sup\\у\\— + оо. Но это

противоречит условию D). Таким образом, g*(t) <-\-оо.
Абсолютная непрерывность функции g* (t) вытекает из D) (с тем

же 8(е), что и для g(tj) благодаря следствию из 2.46 гл. VI. Дей-

ствительно, для любой системы непересекающихся интервалов {(t{y
'

имеем:

причём множество Е сумм, стоящих в правой части этого равенства,
обладает тем свойством, что если^, Уъ^Е, то найдётся

что у^уц у%. А тогда, по указанному следствию,

22

2,24. Пусть f(t) удовлетворяет условию Липшица, то есть

I/fa)/ft)l'i—hi a g@ абсолютно @-непрерывна, причём
Y—/CS-пространство. Тогда интеграл

ь

df(t)dg(t)
4iJ

существует и

о о

I Г df(t)dgjt) . rdf»(t)dg*(t)
|J Tt ^J dt V*>

а а

(/* @= var/@, g* it) = var g (*)).
a a

*) Аддитивность полного изменения, как функции интервала, почти

очевидна.
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Доказательство. Рассмотрим последовательность сумм Хел-

лингера <зк% для которой тахД^->0*). Каждая такая сумма пред»
ставима в виде

где fk(t) кусочно-линейна, причём

/*('<>-/('<) (' = 0, 1,...,*).

Отсюда ясно, что fk(t) удовлетворяет условию Липшица с той же

постоянной С, что и /()
Положим

ь

Тогда e^\iO (см. 2.68 гл. VI). Возьмём два индекса / и к, />&.
Перемешаем все точки деления t€, отвечающие этим двум индексам,

обозначим их снова через ti и разобьём все промежутки (ti% ti+1)
на две группы: к первой отнесём те, для которых

а ко второй— все остальные. Тогда с помощью условия Липшица
мы легко получаем следующую оценку:

G)

где штрих при знаке суммы указывает, что суммирование распро-

страняется только на промежутки второй группы. Но для этих про-

межутков

< -JL [var (fM -f) + var (/-/,)] < У7к. (8)

Тогда по абсолютной (^-непрерывности функции g(f) 2' I &g (О I ^ *>>
значит, по G) \\ок—az||->0 при к, /->оо. Вследствие (б)-полноты
/CS-пространства отсюда вытекает существование предела сумм Хел-

ь

Г df(t)dg(t)
J dfлингера, т. е. интеграл I J

и, существует,
а

*) Для упрощения записи мы не указываем в обозначении зависимость ff
от к.
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Неравенство F) очевидно для сумм Хеллингера, а тогда, после

перехода к пределу, оно сохраняется и для интегралов.

2.25. Пусть z=V(y)— операция класса Hfu отображающая Y
в какое-нибудь /^-пространство Z, и пусть

ъ

df(t)dgjt)
dt

а

Тогда
ъ

df(t)dV\g(t)}
dt

и

т. е. операции Ки | можно переставить между собой.

Доказательство. Имеем:

dt
i

'

a

Остановимся ещё на некоторых свойствах абстрактных функций
ограниченного изменения.

2.26. Для того чтобы функция g(f) имела ограниченное измене-

ние, необходимо и достаточно, чтобы она была представима в виде

разности двух возрастающих функций.
Это следует из определения так же, как для вещественных

функций.
2.27. Если К-пространство Y счётного типа, то множество точек

разрыва функции ограниченного изменения g (I) не более чем счётно.

Доказательство. Достаточно доказать это предложение для

монотонной функции. Пусть g(t)—возрастающая функция. Легко

видеть, что для любого конечного числа её точек разрыва zv ..., тп
п

Sj^fa-f-O)—g(r4— 0)] *)<#(£)— g(a).

Если взять счётное множество точек разрыва zi9 то, переходя в пре-
дыдущем неравенстве к пределу при п -> со, мы получим аналогич-

ное неравенство

-g(?{-0))<Cga>)-g(a),

*) Для возрастающей функции

sup
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Допустим, что g(t) имеет несчётное множество точек разрыва.
Расположим их в трансфинитную последовательность {тв} и положим

для всех а<2 (т. е. для всех а первых двух классов)

Ясно, что уа образуют строго возрастающую несчётную последова-

тельность, что, однако, невозможно в /С-пространстве счётного типа

A.45 гл. V).
2.3. Представление операций класса И°о посредством интеграла

Хеллингера. Будем теперь предполагать, что М состоит из функций,
заданных на отрезке [а, Ь].

2.31. Теорема. Общий вид операций y=U(x) класса //£, ото-
бражающих М в произвольное KB-пространство Y, даётся инте-

гралом Хеллингера

где /(/)= \ xffidx, a g{t) абсолютно {(^-непрерывна.
а

Доказательство. По 2.24 интеграл (9) при выполнении ука-
занных условий существует, а тогда он, очевидно, изображает адди-

тивную операцию. Проверим её (оо)-непрерывность.
(о)

Пусть хп —> О. Это означает, что хп {t) -> 0 почти всюду и

ъ

[С при всех п. Тогда Г \xn(t) |^~>0, т. е. если /Л(/)=*
а

Ъ

z)d%, то var/w-^0. Положим sn = var/n.
а

а

Рассмотрим произвольную сумму Хеллингера а для функции/п (/).
Так как fn(f) удовлетворяет условию Липшица с постоянной С, то,

повторяя для о рассуждение из 2.24, мы придём к неравенству G)
с заменой ok — аг на о и 2С на С и к оценке (8) для промежутков

второй группы:
г—

Ъ

I

Зададим е>0. Если я таково, что VeJT<&(e), где 3(«) опре-
деляется из условия абсолютной (^-непрерывности функции g(f)
(см. D)), то
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А тогда та же оценка верна и для интеграла

о

lfn(')dg(t)
dt

(t)

откуда следует, что этот интеграл —► О при п -> оо. Таким образом,

1 То же рассуждение применимо к положительной операции

а

где

t

а

а тогда по 2.49 гл. VII эта последняя операция принадлежит классу Н°о.
Но так как

г
/* (t) = уаг/(т) = Lr(T)|dx,

a
J

а

то из неравенства F) сразу следует, что

а потому и

Пусть, обратно, дана операция U'£Н%. Тогда существует

Hl Положим g(t) = U (xt), где

П при а<т</,

опри /<т<*»).

Тогда для любой системы непересекающихся интервалов (tt, tt)

Вследствие (^-непрерывности операции \U\ отсюда вытекает, что из

*) Обозначение xf для функции, определяемой формулой A0), сохра-
няется в пределах всей главы VIII.
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2(^—й)-*0 следует ^\g{h)—#(/,.) | —* О, т. е. g(t) абсолютно

(^-непрерывна. Тогда по 2.24 интеграл (9) существует для любого х £ М.

При этом, по уже доказанному, он изображает некоторую операцию
класса Н°о. Но по 2.21 равенство

очевидно для ступенчатых функций x(t). А так как множество сту-
пенчатых функций плотно в М в смысле (о)-сходимости, то две опе-

рации класса Н%, совпадающие на этом множестве, совпадают тожде-

ственно во всём пространстве М.

Замечание. Покажем, что |£/| = £/*, т. е.

и

dt

Действительно, из приведённого доказательства следует, что

| £/)<£/*. С другой стороны, по доказанному, операция \U\ пред-
ставима в виде интеграла:

где

Отсюда следует, что для любого приращения Д£ > О

1^@|<Д£@>
а тогда и для g* (t) (полного изменения функции g(t)) имеем:

Отсюда £/* (х) ^ | U\ (х) для любого х ^ О, следовательно, £/* <; | U\.
Этим и доказывается равенство U* = \U\.

2.32. Применим доказанную теорему к установлению более простой
общей формы (о)-линейного функционала в М, другим способом
полученной выше в 2.16. В этом случае g(jt) — вещественная абсо-

лютно непрерывная функция, следовательно,
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где ф £ L. Беря а = t0 < tt < ... < £n = £, положим:

*+1

д£) *С0* при
x

и

Тогда при тахД^-*О

^@-*x(Q почти всюду в [а, д]

и |(Л|<||||
Для интеграла Хеллингера (9) мы получаем:

ь

li in

Таким образом, общий вид (о)-линейного ф)гнкционала в М даётся

полученным интегралом Лебега.

Замечание. Попутно мы доказали, что если f{t) удовлетво-
ряет условию Липшица, a g(t) — произвольная абсолютно непрерыв-
ная функция, то

Существование интеграла Хеллингера, стоящего в левой части равен-

ства, уже доказано в 2.24.

2.33. Теперь рассмотрим случай, когда У = L (L предполагается тоже

заданным на отрезке [а, Ь]). Общий вид операций y=(J(x) класса Н°о
в этом случае даётся интегралом Хеллингера

где интеграл понимается как предел сумм Хеллингера в смысле сходимости

в среднем первого порядка на отрезке с<!5<^ причём функция С?E, f)
должна удовлетворять следующим условиям:

a) G(s, f) суммируема по s при любом t и ограниченного изменения по t

при любом s\
h

b) Г var G(s, x) ds — абсолютно непрерывная функция от /,
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Доказательство. Пусть U$Щ и пусть сначала У>©� Тогда U(x)
представима по формуле (9) в виде интеграла Хеллингера, где g(t) абсо-
лютно (О-непрерывна*и монотонна. Пусть {тЛ —счётное всюду плотное
множество точек из [д, Ь]ч в которое включены и концы этого сегмента. Так
как значения g(t) принадлежат L, то g(tj) изображается функцией <?j(s)
из L (/= 1, 2,...). При этом существует множество S меры 0 такое, что

при всех s^S

zji>% влечёт fy (*)>?*(*)•
Положим ср^(^) = О при s £S; тогда предыдущее условие монотонности будет
иметь место при всех $.

Теперь положим при a*Cs,

G(s, 0= sup <?j{s).p ?

Ясно, что если & = ^0, то при любом / G(s, *)<?yo(s), т. е. G(s, t) сумми-
руема по 5 при любом t и монотонна по t при любом s. Кроме того, G (s, rj)
является изображением элемента g(tj), а тогда благодаря непрерывности
функции g (t) G (s, t) изображает g (t) при всех t

Из определения интеграла (9) сразу следует, что если U (х) = у, то

где предел нужно понимать в смысле сходимости в среднем в пространстве L.

Если U'£#£, но не положительна, то U=U+ — U- {H^aHr по 2.43

гл. VII и 2.45а) гл. VI). А тогда то же интегральное представление легко

получить и для любой U £ #0. При этом G (s, t), очевидно, будет удовлетво-

рять условию а). Из построения функции G (s, t) вытекает, что varg(/) как

элемент пространства L изображается функцией var G (s, t).
Из абсолютной (^)-непрерывности функции g(t) вытекает абсолютная

(^-непрерывность её вариации varg-(T). А для этой последней условие абсо-
а

лютной (^-непрерывности, записанное в форме D), принимает вид: из

2 <4-'<><*<•>
следует

a i ч

т. е.

ъ

f var

Ja<x<t

— абсолютно непрерывная функция от t\ таким образом, условие Ь) тоже

выполнено.

Обратное заключение, т. е. что всякая операция указанного вида при-

надлежит классу Н°о, — очевидно, так как интеграл A1) при выполнении тре-

бований а) — Ь) может быть представлен в виде интеграла (9) из теоремы

2.31.
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§ 3. Операции в пространствах I?

3.1. Общее представление операций класса Н°оъ L Операциями
в пространстве L мы займёмся подробнее ввиду большой их важности.

Напомним, что в пункте 1.62 гл. VII для пространств с аддитивной

нормой, к числу которых принадлежит L, доказано совпадение классов

Н\ и #£. При рассмотрении операций в L мы ограничимся случаем,
когда L состоит из функций, заданных на сегменте [я, Ь].

3.11. Теорема. Общий вид операций y = U(x) класса

Н\ = Н°0 — НьУ отображающих L в произвольное KB-пространство Y,
даётся интегралом Хеллингера

а

где

а

и g(t) удовлетворяет по норме условию Липшица

Wgi^-g^W^Cl^-t^ B)

Если при этом постоянная С—наименьшая возможная, то

\\Щ\ъ = С-
t

Доказательство. Пусть х6L, /@ == ГхСОdt. Каждую
а

сумму Хеллингера о, по 2.21, можно заменить суммой Хеллингера
от некоторой кусочно-линейной функции fo(t), если /в (**)=/(*<)
для всех /.

Рассмотрим разность между двумя суммами Хеллингера

< Сvar (/ffi —Д) < С [var (Д —/) + var (/—Д)],

а это выражение, как известно (см. 2.68 гл. VI), стремится к нулю,
если разбиение, для которого составлены ох и а2, неограниченно раз-
мельчается.



§ 3J ОПЕРАЦИИ В ПРОСТРАНСТВАХ I? 301

Вследствие (й)-полноты пространства Y отсюда следует суще-
ствование предела сумм Хеллингера, т. е. интеграла A). Аналогично

получаем оценку

NI<CvIr/—С||*||,
а

откуда U^Ht^Ht, a

№<с C)

Пусть, обратно, дана операция U^H%. Если эту операцию рас-

смотреть в М, то она также будет принадлежать классу Hi. Тогда
по теореме 2.31 для х£М она представима по формуле A), где

g(t)=U(xt) (см. A0) § 2). Если x= xt%—xti, то

т. е. g(f) удовлетворяет условию B).
Если х— произвольный элемент из L, то существует последова-

тельность хп £ М такая, что хп -^1 х. Тогда U (xn) -^i U(x). Но по

доказанному выше интеграл A) представляет операцию класса Н% в L.

Следовательно, благодаря непрерывности операции U и интеграла A)
равенство между ними сохраняется для всех x£L Из C) и D)
сразу получается значение нормы ||£/||ь.

3.12. Повторяя рассуждения пункта 2.32, мы получим из доказан-

ного в 3.11, что общий вид (о)-линейных функционалов в L (они же—

(£)-линейные, так как (£)-сходимость в Я7?-пространствах совпадает

с (t)-сходимостью) даётся интегралом Лебега

ъ

где ty(t) — почти всюду ограниченная измеримая функция. При этом

H/II =vrai max \^(t)\.
При доказательстве этого предложения немного сложнее, чем

в 2.32, проверить допустимость предельного перехода под знаком

интеграла Лебега. Но, опираясь на 2.62 и 2.68 гл. VI, легко убе-
диться в том, что х —•• х *), а тогда для некоторой частичной после-

довательности разбиений х -^1 л:, т. е. x(t)-~+x(f) почти всюду и

x(t) в совокупности ограничены суммируемой функцией. А тогда

*) Обозначение х — см. 2.32.
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Отсюда следует, что /(-пространство регулярных функционалов в L (для

функционалов в L H°o = Hfi см. 2.41 гл. VII) изоморфно М. Известно, что М

не регулярно C.13 гл. V). Мы имеем пример, когда и X и У—регулярные
/С+-пространства, а /С-пространство Нг не регулярно (ср. 1.4 гл. VII).

Функционалы в L служат также примером, подтверждающим, что

в Нг (о)-сходимость не равносильна точечной сходимости A.3 гл. VII).
Действительно, нетрудно показать, что для того чтобы

при любом .v£L, необходимо и достаточно выполнение двух условий:

1) $л ограничены в совокупности в М;

2) Г фп (х) dx -> 0 при любом t.

Это будет вытекать, например, из общего предложения 1.47 гл. X.

Но очевидно, что из указанных двух условий не вытекает (о)-схо-
димость функций 6Й к О в Ж.

3.13. Рассмотрим теперь случай, когда F = V. Для упрощении

формулировок будем понимать под V пространство функций ограни-
ченного изменения у (t) (a^t^Cb), удовлетворяющих дополнитель-

ному условию: у(а) = 0. Это ограничение не имеет принципиального
значения.

Теорема. Общий вид операций y=U{x) классаН* = Н% = Нъ,
отображающих L в V, даётся формулой

ъ

y(s) = fK(s,t)x(t)dt, E)
а

где:

a) K(syt) поверхностно измерима в квадрате a<^sy t^b;
b) при фиксированном s К (s, t)—ограниченная измеримая функ-

ция от t\
c) К (а, 0 = 0;
d) при фиксированном t К (s, t)—функция ограниченного изме-

нения от s и

С = sup var К (^, /) < -}- оо.
t С<Ъ

При этом C=\\U\\b=\\U\\v.
Доказательство. Пусть U£H°0. Тогда по теореме 3.11 она

представима интегралом Хеллингера A), в котором функция g (f) удо-
влетворяет условию Липшица B). Значения g(t) принадлежат V. Сле-

довательно, g(t) при каждом t представляется в виде L(s, f)> где

L (s, t) — ограниченного изменения по s. При этом можно считать
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g(a) — О, т. е. L ($, а) = 0. Кроме того, так как при любом t g{t) £ V%
то L (a, t) == 0.

Рассмотрим сначала случай, когда t/>>0. Тогда g(i)— монотон-

ная функция. Следовательно, функция L (s, t) удовлетворяет следую-
щим условиям:

1) если *2!> tlt то L(st t2)— L(s, 1г) — неубывающая, неотрица-
тельная функция от s;

2) благодаря условию Липшица

I E, /2)_l (s, /2)<L {by t2) — L(b, tt) =

Каждое значение функции у (s) можно рассматривать как функционал
в У, а тогда по 2.25

Из F) видно, что L E, t) как функция от / при любом * удовлетво-

ряет условию Липшица. Следовательно, существует производная

Lt(sy t), входящая в Ж. А тогда из замечания к 2.32 следует, что

интеграл G) преобразуется в интеграл Лебега вида E).
Функция Lt (s, 0 при каждом s определена для почти всех t Если

мы положим заново во всём квадрате а

/C(s, 0= Umn\L(s, t-\-±)—, t + ) (s, )] (р<*<),
м->со L \ п/ J (8)

то функция К (Sy t) будет определена во всем квадрате а

и при этом на всех прямых $ = const К (s, f) будет почти всюду

равна Lt(s, t\ а потому, по сказанному выше, будет справедливо
и равенство E).

Так как функция L(s, t) монотонна по обоим аргументам, то она

поверхностно измерима. А тогда и K(sy t) поверхностно измерима.

Кроме того, из (8) и условия 1) сразу следует, что К (s, t) при любом t—

неубывающая функция от $. Так как

для любого x£L, то К (а, £)===0. Кроме того, из F) и (8) следует,
что \K(s, /)Kl|£/|U- Таким образом,

supvar/C(s, O
t 8

Итак, для i/^-О доказана возможность её представления в виде

интеграла E) с выполнением условий а) — d).
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Отметим, что в формуле (8) верхний предел можно было бы

заменить нижним.

Пусть теперь U— произвольная операция класса Н°о. Тогда, по

уже доказанному,
ъ ь

[U+ (х)] (s) = f Кг (s, t) х (О dt, [U_ (x)] (s) = f K* (s, t) x (t) dt,
a a

где Ki (s, /) и К2 (s9 t) удовлетворяют всем тем же условиям, что и

функция K(s, /), определённая выше. При этом можно считать, что

Кх (s, t) определена с помощью формулы (8) со знаком верхнего пре-

дела, a K2(s, t) — со знаком нижнего предела. Положим

К(*> 0 = *ifr 0— **(*, *)\ K*{s9 t)=Kx(s, i)+Ki(s, /).

Тогда мы, очевидно, получим, что

ь ь

[U(x))(s) = fK(s,t)x(t)dt, [ |£/|(*)](*)= J/C*E, t)x{t)dt.
a a

Если положить

L*(s, f) =
a

то |£/|(#) можно представить по формуле G) с заменой L(s, t) на

L*E, t) (см. замечание к 2.32). Повторяя проведённое выше рас-

суждение, мы определим по формуле (8) со знаком \\т новое ядро

К (Sy 0 так, что

ъ

l\U\(x)Ks)=jK(s, t)x{t)dt,
а

причём

Благодаря неравенству

имеем:

К& t) > Кх E, t) +1<2 (s, t) = K*(s, t).

Так как все эти функции—не убывающие по отношению к s, то

var K(s, t) < var К* (s, t) = AT* (*, 0 < K{b, t) ==

4 8

= var^s, /)<||| U10ь =|!U\\r=\\U\\b (9)

(cm. 2.62 гл. VII).
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Обратно, для всякой операции у=и(х), заданной формулой E),
мы имеем следующую оценку:

\\у\\= var у ($) = s\ip%\y (s{ ,

Ь

sup 2 | J [K(si+l, t)—K (sit f)] x (t) dt |
aa

Ь

A0)
a

откуда и следует, что U(^H\ = H°0. Сравнивая (9) с A0), мы полу-
чаем, что \\и\\ь=С.

Теорема полностью доказана.

3.14. Для того чтобы интеграл E) представлял операцию
класса Н°о, значения которой принадлежат А (пространству абсо-

лютно непрерывных функций), необходимо и достаточно, чтобы кроме
т

условий теоремы 3.13, было выполнено следующее: Г К E, f) dt—

абсолютно непрерывная функция от s при любом т(
Необходимость условия очевидна, так как U(x^)£A и выра-

жается интегралом \К (s, t)dt. Обратно, если это условие выпол-

а

нено, то интеграл E) попадает в А для всякой ступенчатой функ-
ции из L. Но всякий элемент х £ L представим как предел по норме
последовательности ступенчатых функций xn£Ly а тогда из- сходи-

мости U(xn) к U(x)no норме в пространстве V следует, что U(x)£A
(см. 2.63 гл. VI)*).

3.15. Вследствие изоморфизма между L и Л мы получаем, что

общий вид операций у == U(x) класса Н\-=Н°О = НЬЬ> отображаю-
щих L в L, даётся формулой

ъ

ЗФ) = |5/ K{s,t)x{t)dt, A1)
а

где K{s> t) удовлетворяет всем условиям 3.13 и дополнительному

условию 3.14. Норма операции ||£/||& определяется так же, как

в 3.13.
Легко видеть, что интеграл вида E) при некоторых условиях

тоже выражает операцию класса H\, отображающую L в L. Однако

не всякая операция этого класса может быть представлена в виде E),

*) Легко видеть, что если последовательность элементов, входящих

в некоторую компоненту /(-пространства, (/)-сходится к пределу, то и пре-

дел принадлежит той же компоненте.
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т. е. формула A1) в общем случае не может быть заменена более про-
стой формулой E). Действительно, рассмотрим тождественную
операцию U(x) — x. Если предположить, что она представима
в виде E), т. е.

ь

x(s)=)K(s, t)x{t)dt,
a

то при любом т для почти всех 5 мы будем иметь:

1 при s<^,
О При S >Т.

Полагая jc(/)ssl, мы видим, что К ($, t) должна быть суммируема

по t при почти всех s, а в этом случае интеграл Г/С(s, t)dt изобра-
а

жает непрерывную функцию от т. Однако это противоречит тому,
что он почти всюду принимает значения 0 или 1.

3.16. Пусть в формуле E) функция К(s, t) поверхностно изме-

рима. Тогда для того чтобы интеграл E) изображал операцию

класса Н\ — Н°о = #&, отображающую L в L, необходимо и доста-

точно, чтобы
ь

Сх = vrai max Г J K(st t) \ ds < -f oo.
t J

a

При этом Ct=\\U\\b.
Доказательство, а) Необходимость. Мы уже отмечали

выше, что К (s, t) должна быть суммируема по t для почти всех s.

При этом, полагая x = xtn
—

xUy мы сразу видим, что для любых

Если 5 таково, что K(s, t) суммируема по £, то для почти

всех t

7*

п Г K(s, T)dx — К(s, t). A3)

Но так как К (s, f) поверхностно измерима, то измерим и интеграл

из формулы A3) как функция от s и /. А тогда соотношение A3)
имеет место почти всюду в квадрате а <;$, t-^b, в частности, при
каждом t, не принадлежащем некоторому исключительному мно-
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жеству Т меры 0, и для почти всех s. Теперь из A2) и A3) сразу
следует, что

ь

f\K(s, A|ds<||f/||b при t£T,

откуда ^llIU
b) Достаточность условия получается из следующей оценки:

ъ ъ

\\У\\
а а

Ь Ъ

J f\K(s, t)\ \x(t)\dsdt^f\x(t)

т. е. U£Hb- При этом доказано, что Ct =

3.2. Отображение L в Lp (/;> 1).
3.21. Теорема. Общий вид операций y=U(x) класса

Н1 = Н°о = Ньь, отображающих L в tf> (р>1), даётся формулой E),
где K(s, t) поверхностно измерима и

ь

С = vrai max Г | К(s, t) \Pds< + oo. A4)
t **

a

При этом Ci = \\U\\b.
Доказательство. Пусть условие A4) выполнено. Тогда

ъ ъ i_

а а

Таким образом, U£Hbb и

*) Мы используем здесь следующее неравенство:

ь a i_ а ь \_

[ JI /f (s, t) dt\pdsy < J [J | ? (s, t) f d$Y dt,

где tf (s, 0 — поверхностно измеримая функция (а •<<, ^^)
и р>1. См. Харди, ЛиттльвудиПолиа [1], стр. 179, неравенство 202.
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Пусть, обратно, дана операция £/£#2 = #£. Тогда U представима
по формуле A), где g(t) удовлетворяет по норме условию Липшица

(см. 3.11). Значения g(t) принадлежат Lp. Таким образом, g (t)
представляется в виде функции L (s, /), причём:

1) L {sy t) принадлежит Lp при фиксированном /;
ь

2) f\L(s, t2)-L(s, *1)
а

Возьмём произвольные точки а = /0< tx < .. . <^ = #. Тогда

— «)• A6)

Пользуясь этим неравенством и тем, что при добавлении новых

точек деления сумма, стоящая под знаком интеграла, которую мы

обозначим через v, не уменьшается, нетрудно показать, что если

рассмотреть все разбиения, для которых tu ..., tn_t — рациональные

точки, то можно указать такое множество 5 меры 0, что при каж-

дом s£S все суммы z/, составленные по указанным «рациональным»

разбиениям, в совокупности ограничены. Отсюда следует, что L (s, t)
при каждом s£S равномерно непрерывна вдоль множества рацио-
нальных точек t из отрезка [а, Ь] (включая и концы отрезка).
Тогда можно для любого t положить

где tk— рациональны, а 5 £ S. Но благодаря непрерывности функции
tf@

L(s, t)= lim L(s, tk) при почти всех s,

а потому при каждом t

L* (s, t) = L (s, t) почти всюду,

т. е. L*(s, t) является изображением абстрактной функции g(t).
Так как L* E, /) непрерывна по / при 5^5, то, из упомянутой

выше ограниченности сумм v, составленных по рациональным разбие-
ниям, следует, что Z.* E, t) принадлежит классу ч? при каждом s£S
(см. 2.64 гл. VI), а тогда, по 2.69 гл. VI,

О
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при max(^+1— ti) -> 0. Поэтому, беря рациональные t4 и переходя
к пределу в неравенстве A6), мы получим:

ь

f (р) -var, L* (s, t)ds<C[ || u\\ b]p {b — a).
a

Для почти всех 5 К(s, t) = — L* (s, t) принадлежит IP. Ана-

логично тому, как это сделано в 3.13, можно доопределить K(s,t)
во всём квадрате а<>, /<Ж При этом L* (s, f), будучи измери-
мой по 5 и непрерывной по t, поверхностно измерима, а тогда и

К (s, f) поверхностно измерима. Кроме того, из условия 2) мы сразу

получаем, что для почти всех t

ъ

f\K(s, t)\Pds^[\\U\\bf. A7)
а

Остаётся доказать равенство E). Пусть сначала х (t) — функция,
ограниченная почти всюду. Благодаря интегральному представле-
нию A) для y

= U(x) имеем:

где предел следует понимать в смысле (^-сходимости в простран-
стве IP. Но тогда можно выбрать последовательность разбиений
отрезка [а, Ь]

так, что тахД4Л) -»0 и что

t(k)

у (s) = lim V —5гг f * (О Л • ДХ-* (s, tfф J

уже в смысле (о)-сходимости в Lp.

Теперь сумма, стоящая в правой части, стремится к у (s) для

почти всех s. Повторяя рассуждение из 2.32, мы легко получим для

почти всех s

ъ

fx(t)K(s,t)dt.
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Таким образом, формула E) установлена для ограниченных х. Но

так как U£H° и интеграл E) также изображает операцию этого

класса, а множество ограниченных функций плотно в L, то равен-
ство E) верно для любого x£L.

Попутно, сопоставляя неравенства A5) и A7), мы получаем
j_

равенство \\и\\ь = СР.

3.3. Операции класса Н°о в пространстве L? (р > 1). Введём
некоторые определения. Пусть Y—/СВ-пространство, уг, •••,^м€^-
Положим

Из неравенства Гёльдера легко следует, что если Y—простран-
ство вещественных чисел, то

р,Су,. •••^») =

Пусть теперь g(t)— абстрактная функция со значениями в К.

Будем говорить, что эта функция принадлежит классу Ар, если

3.31. Теорема. Общий вид операций y—U{x) класса

отображающих Lp в КВ-пространство Y, даётся интегралом

лингера A), где функция g(t) принадлежит классу Ар.
При этом \\Ui = Rp.
Доказательство. Пусть U£H°0 в Lp. Тогда U£H°0 в М.

Следовательно, по 2.31, U (х) для х£М представима по фэр-

муле A), где g (t) абсолютно (^)-непрерывна.
Для произвольного х 6 Lp любая сумма Хеллингера о может быть

представлена как интеграл Хеллингера для некоторой ступенчатой

функции x(t), причём х9 —► х, когда тах(Д^.) —► 0 (см. 2.65 и

(Ь)
2.69 гл. VI). Но тогда U(x9) —► U (х), т, е, существует предел
сумм Хеллингера и, таким образом,

ь

- Г df^dg((
—

J -dt—
-

'■) См, Хард и, /)иттльвуд и По^иа [1], предложение 15 (стр. 40)
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Докажем, что g(t) принадлежит классу А*р. Для этого рассмот-

рим операцию |U |, которая также принадлежит классу H°otzН$ = Н%.
Для х£М она также представима в виде

а

При этом для любых tx < t2

Пусть x(t)—ступенчатая функция, определяемая следующим
образом:

р
при *„<*<<,+, (а = /0<*,<...</;= *).

Так как || | £/|(*)||<|| | Щ \\ь \\x\\, то

и % и и

«—1

Так как числа ?4 произвольны, то отсюда следует, что

А тогда и ^<|||£/|||ь||||„
Пусть, обратно, дана функция g"@» удовлетворяющая условию

теоремы. Докажем, что интеграл A) существует для любого x£Lp.
С этой целью составим для произвольного x£L? две суммы Хел-

лингера ог и о2. Каждая из них представима в виде

где функция fj{t) кусочно-линейна, причём fjffl) =r/DJ)). Объеди-

няя точки деления /Р в одно улцошъство и обозначая их через tiy
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и, вводя число (j==——\i мы можем оценить разность о1
—

о2 сле-

дующим образом:

iv
J2'all—

ГД£-(/0) bg(tn-l) 1 fV^ 1 A(/l —ЛН4)г )

Если тах(А/|)->0, to OO-varG^—/2) —> 0 (см. 2.69 гл. VI).
Следовательно, интеграл Хеллингера A) существует. Докажем, что

он выражает операцию класса Н°о. Для этого воспользуемся призна-
ком 2.61 гл. VII.

Рассмотрим комплекс элементов пространства Lp, состоящий из

ступенчатых функций: x1(t)t ..., xk{t). Рассуждая так же, как и

выше, мы получим следующую оценку нормы комплекса:

ь ь

II Г dMt)dg(t) С dfk(tldg(ti||*) _
И J dt

' '••• J
~

dt

-is

■ Pj»

<Rp\\xv ...,xk\\L .

Так как норма комплекса — непрерывная функция его элементов,

то переходом к пределу мы получим то же неравенство для ком-

плекса, составленного из любых элементов пространства /Л Значит,

интеграл A) представляет операцию класса Н% и ||f/||y</?^. Сопо-
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ставлия с полученным выше противоположным неравенством, мы

видим, чго || С/1| „
= #,,.

3.32. Общий вид (о)-линейных (а вместе с тем и (б)-линейных)
функционалов в L? даётся интегралом Лебега

где

Доказательство. Применим теорему 3.31 к случаю функ-

ционалов. Тогда абстрактная функция g (t) класса Лр превращается

в вещественную функцию класса Vя. Следовательно,

гдеф£/Л B.65 гл. VI). Повторяя рассуждение из 3.12, мы легко

покажем, что

Кроме того,

Отметим, что для абстрактных функций класса Ар может быть

построена теория ортогональных разложений по типу теории рядов

Фурье для функций из L2.

§ 4. Операции в пространстве С

Как известно, Сне является /С-пространством; но С—/05-линеал,

поэтому в С имеет смысл класс Hi (если Y— произвольное /С-про-

странство) *).
Введём понятие существенного изменения функции (ess var £"@)-

Мы будем понимать под этим изменение данной функции g(t),
«исправленной» в точках разрыва, а именно, если перед вычислением

изменения положить во всех внутренних точках разрыва

— O) или g(t) =

*) В пункте 2.54 гл. VII установлено, что если X= С, а К—/^'-про-
странство, то Щ = // .
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т. е. считать, что в каждой внутренней точке g(t) непрерывна хотя

бы с одной стороны.
Для вещественных функций при определении существенного изме-

нения достаточно считать, что g{t) в каждой внутренней точке за-

ключено между g(t— 0) и g(t-{-0).
Иначе, если АГ-пространство, которому принадлежат значения функ-

ции g(t\—счетного типа, то существенное изменение можно опре-
делить по формуле

п—1

где а = t0 < tt <.. .< tn — b и tv .
.., tnmml — точки непрерывности

функции g{t) (см. 2.27).
4.1. Общая теорема об операциях класса М°ь.
4.11. Теорема. Общий вид операций у = V\х) класса Н%> ото-

бражающих С в К+-пространство Y счётного типа, даётся инте-

гралом Стилтьеса

ь

U(x) = f x(t)dg(t), A)

где g(t)
— абстрактная функция ограниченного изменения со зна-

чениями в Y*).
При этом абстрактная норма

\U\ = essvug(t). B)

В частности, эта теорема верна для {рулинейных функциона-
лов в С.

Доказательство. Существование интеграла Стилтьеса A)
в случае, когда х (t) непрерывна, a g (t)—ограниченного изменения,

доказывается обычным способом и мы не будем повторять это дока-
зательство. При этом для интегральной суммы мы имеем:

а тогда и

ь

I
а

fx(t)dg(t)

*) Интеграл следует понимать как предел интегральных сумм в смысле

(р)-сходимости в У,
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Но если существование интеграла уже известно, то для его вычи-

сления достаточно рассматривать те суммы Стилтьеса, для которых

все ti — точки непрерывности функции g(t). А тогда таким же путём
мы приходим к неравенству

I fx(t)dg(t)\^\\x\\ess\a:g.
Так как аддитивность интеграла очевидна, то, значит, интеграл A)
представляет операцию класса //& и при этом

f£/|<essvar#. C)

Пусть, обратно, дана операция U £ Н°ь. По теореме о распространении
операций, доказываемой в следующей главе A.22 гл. IX), операция U

продолжима на Ж с сохранением своего класса и абстрактной нормы.
Положим

где xt определяется по формуле A0) § 2 (см. 2.31). Покажем, что

g (t) — функция ограниченного изменения.

Действительно, для любого разбиения отрезка [а, Ь]

SIS (ti+1) —g(U) I = SI U(xti+1 - xti) I <

(см. 2.86 гл. VII); таким образом,

D)
a

Теперь для любого х£С положим

__

м—1

г=0

где

т ^а-\--(д— а) A = 0, 1, .

.., п).

Тогда 1сп ^ Л^ и хп i2. л'. Поэтому

Но
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(существование интеграла обеспечено), а потому

Сопоставляя неравенства C) и D), мы заключаем, что

Ъ а

|£/| = var g-(£) =э ess varg"@.
а а

Но это установлено лишь для функции g(t), построенной специаль-

ным образом.
Пусть операция U(x) представлена в виде интеграла A) с какой-

нибудь другой функцией g (t) (тоже ограниченного изменения), причём

g(a) = O. Тогда

для любого х£С. Легко видеть, что это возможно, только если

g(t)=g(t) J3O всех точках одновременной непрерывности функ-
ций g(t) и g(t). А тогда

ъ
_

ь

ess varg*@ = ess var g{t).
a a

Теорема полностью доказана.

4.12. Применим полученный результат к случаю, когда Y=Lp(p^l).
Согласно 2.27 множество точек разрыва функции g(t) не более чем счётно.

Повторяя рассуждение из пункта 2.33, мы построим функцию G{s, t), обла-
дающую следующими свойствами:

a) G(s, t) принадлежит IP при любом /;
b) G\s% t) ограниченного изменения по / при любом s\

c) [g Ш (s) = G (s, t) в тех точках /, где g(t) непрерывна, а также

при t = а и t = b.
Так как при составлении интегральных сумм Стилтьеса можно ограни-

читься теми разбиениями, для которых tu ..., tn_x —точки непрерывности
функции gift, то

ь

Jx(t)dg(t)
а

представляется как предел в смысле (о)-сходимости в LP суммы
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Но из Ь) следует, что интеграл

иh

х (/) d, G (s, /)
a

существует при всех s, а тогда

ь ь

[/■*(« dg(t)] (s) = J x(t)dtG (s, t).
a a

Кроме того, var g @<C + °°> a тогда при указанном в 2.33 построении
функции G (s, t)

h

К = Г [var G (s, t)f ds < + oo.
J t
a

Теперь можно сформулировать следующий результат.
4.13. Общий вид операций у = U (х) класса #£, отображающих С в

1)> даётся интегралом Стилтьеса
ь

x(t)dtG(s,t), E)
а

где:

a) G (s, t) принадлежит IP при любом t\
b) G(s,t) — ограниченного изменения по t при любом s;

ъ

с) f [va
а

Возможность представления любой операции класса И% в указанной
форме доказана в 4.12.

Обратно, если дана операция E), удовлетворяющая всем перечисленным

условиям» то она представляет измеримую функцию от 5 для любого х £ С.
Это вытекает сразу из условия а), если представить интеграл как предел

интегральных сумм. Кроме того, для любого х £ С

| у (s) |<varG(s, t) \\x\\.

Следовательно, благодаря условию с) у £ Lp, a

I ^КУ*, где у* (s) = var G (s, t).

Таким образом, предложение 4.13 доказано.

§ 5. Операции в дискретных пространствах

5.1. Операции, заданные в дискретных пространствах. Мы огра-
ничимся рассмотрением случая, когда X—дискретное АГ-пространство
с единицей, в котором не более чем счётное множество ортов {еп).
Именно к этому типу принадлежат все встречавшиеся ранее кон-

кретные дискретные пространства. В этом случае

1 = Se» или 1 == 2 *„,
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где сумма ряда понимается в смысле (о)-сходимости. Для произ-
вольного х имеем:

х == 2 *пеп,

где ап=(л:)е —составляющая элемента х по орту еп, т. е.

(еп)х = <хпеп (см. 5.22 гл. III).
5.11. Пусть о(е) — аддитивная функция, заданная на базе (£ (X),

и у(еп)г=уп. Для того чтобы эта функция была ограничена, необ-

ходимо и достаточно, чтобы

Доказательство. Достаточность этого условия очевидна.

Обратно, если <?(е)—ограниченная функция, то существует аддитив-
ная функция ) 9 \(е), причём | о (е) |<; | <р | (е). В частности, .\уп\ < |ср| (еп)у
откуда при любом k

11 1

Замечание. Из определения функций ср+> ?-> |?| (см- 1-13)
видно, что

?+ (еп) = Оп)+» ?- (О = Су»)-» I? IW = Ь;« !•

Рассмотрим теперь операцию^ = U(х), отображающую Xв произ-

вольное К-пространство У, и положим уп— U(en). Если U£H°0> то

для любого * = 2а^п

5.12. Теорема. Если X состоит из ограниченных элементов,

то общий вид операций y=U (х) класса Н°о П Нг даётся формулой

и(х) = Ъ*пУп, B)

где уп удовлетворяют условию A).
Доказательство. Необходимость условия A) уже установ-

лена выше E.11). Пусть, обратно, дана операция B) и выполнено

условие A). Положим ср (е) = U(e), т. е. о S 2
любого набора индексов п4. Тогда о(^) (^о)-непрерывна, адди-

тивна и ограничена. Следовательно, существует операция V(x) класса

Н% П #г, заданная во всём А' по интегральной формуле
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(см. 1.33). Напомним, что существование этого интеграла для лю-

бого элемента х из /(-пространства ограниченных элементов дока-

зано в 1.17. Операции U(x) и V(x) совпадают на базе (§,(Х). Так
как для любого х £Х все | ап \ <С||л:||, то (о)-сходимость ряда B) обе-

спечена благодаря A). А тогда для любого х£Х благодаря непре-

рывности операции К, имеем:

т. е. U£H°0(\Hr.
Если отказаться от требования ограниченности всех элементов

пространства X, то формулировка предыдущей теоремы изменится

следующим образом.

5.13. Теорема. Общий вид операций y=U(x) класса Н°О[\НГ
даётся формулой B), причем ряд B) должен абсолютно сходиться

для любого х^Х. (X предполагается любым дискретным /(-про-
странством счётного типа с единицей).

Доказательство. Если и^Н^{\НГУ то существует \U\ того

же класса, причём \U\(en) = \yn\ (см. замечание к 1.33). А тогда

для любого л*

откуда и следует абсолютная сходимость ряда B).
Обратно, пусть условие абсолютной сходимости выполнено. Поло-

жим для любого е £ ЩХ)
2

где суммирование распространяется на индексы пь входящие в раз-

ложение е = 2 епг Ясно, что ср {е) — ограниченная, аддитивная

и (оо)-непрерывная функция, а | <?\(еп) = \уп\.
Возьмём любой х£Х(х = ^апеп) и составим для него инте-

гральную сумму

2J
При этом для любого X можно считать, что

где суммирование распространяется на те индексы пг, для которых

ап ^ X. Если положить X==sup(X7<.— кк_1), то мы получим:

Ь 1 ^ аЛ, ^'%f. ^
1. 1 ^ ^ "^ '■Т-

К — 1 71 h К -— L П К

где
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Теперь из абсолютной сходимости ряда B) и условия A) вытекает,
со

что сумма о имеет смысл, а тогда интеграл j X*/|<p|(ef) существует
— оо

(см. 1.21). Тогда по 1.33 существует и интеграл

V(x) =

и изображает операцию класса Hl[\Hr.
Совпадение U (х) с V (х) устанавливается так же, как в 5.12.

Теорема доказана :i).
Приведём один простой результат для /(^-пространств.
5.14. Пусть X—дискретное /^-пространство с единицей с адди-

тивной нормой **), a Y—произвольное /^-пространство. Тогда
для абсолютной сходимости ряда B) для любого х £ X необходимо
и достаточно, чтобы

c==supJlMz<+oo.
п II еп у х

При этом, если под U понимать операцию, определяемую рядом

B), то

Доказательство. Для каждого п

откуда C<!||i/||b. Обратно,

откуда и следует, что и£Ньь = Н1 = Н°о и что Ct=\\U\\b=\\U\\v
(см. 2.62 гл. VII).

6.2. Операции, заданные в F. Рассмотрим конкретный случай^
когда X=lv(р^\) (см. 2.12с) гл. VI), a Y—произвольное
/ев-пространство.

Если р = 1, то можно применить 5.13 и 5.14. За единицу в /
оо

можно выбрать любой элемент {ак}, для которого а.к > 0 (и 2а7* <со)*
1

В частности, для (£)-линейных функционалов в 1(Ньь = н1) мы

получим представление

*) Предоставляем читателю провести доказательство этой теоремы без

ссылки на общие результаты § 1.

*•*) Легко видеть, что такое /^-пространство — счётного тина.
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где числам должны быть в совокупности ограничены (т. е. {уи)^.^)^
При этом ||F\\ — sup \yh\.

Действительно, yk = F (a^V*) (ek = {0,..., 0, afr, 0,...}). Тогда

условие 5.14 принимает вид

5.21. Пусть теперь /?>1, а 1|Р = {аА.{ B|аА|* <оо). Общий
А*

вид операций д> = U (х) класса Н°о> отображающих Р в произвольное

^-пространство Y, даётся формулой

C)
я

Положим

Тогда ||1/|1, —С.

Доказательство. Обозначим через /w элемент из Р% у кото-

рого я-я координата равна 1, а все остальные равны О. Тогда каж-

дый A* = {SW} можно представить в виде

Пусть (/€#£ если ^Я = 1/(Д), то

т. е. i/ представима по формуле C).
Легко видеть, что | U\(fJ)*=*\yn\, следовательно,

Для любого //

при

следовательно, p,,(|^i|,..., \уп\) <\\\U\\\b, а тогда и C<|||i/|||b.
С другой стороны,

а тогда ясно, что C= \\\U\\\b—\\U\\T<

*) Определение ?р см. в п°. 3.3.
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Пусть, обратно, дана операция C), удовлетворяющая условию D).
Согласно 5.13, достаточно проверить абсолютную сходимость ряда C)
для любого x^f (или только для х из единичной сферы). Имеем

при ||*||<1

п

Так как суммы 2 l^fcll^i образуют монотонную последовательность

при возрастании п, то из ограниченности норм по свойствам КВ-про-
оо

странств вытекает (о)-сходимость ряда 2|£т*П.Ул| (CM- 2.41 гл. VI,

свойство VI нормы).
Таким образом, наше утверждение доказано.
Замечание. Применяя доказанное предложение к случаю функ-

ционалов, мы легко найдём, что общее выражение (£)-(и одновре-
менно (о)~)-линейных функционалов в /р(р>1) даётся формулой

где последовательность чисел {уп}£Р (д = -~^гт) и ПРИ этом

111-

5.22. Рассмотрим в качестве другого примера случай, когда
= К=/2. Тогда уп£1\ и, как элемент из Р, имеет вид: уп— {uin}i}

где < - Следовательно,

где

Д |]T - sup [^ 2

*!
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По 5.21 числа кп должны быть ограничены в совокупности. Так
п

как квадратичные формы 2 hk&ifci положительны, то предыдущее
к, Z=i

условие равносильно ограниченности в совокупности характеристиче-
ских чисел этих квадратичных форм. При этом, если через *[п
обозначить наибольшее характеристическое число квадратичной

формы 2 hicfiifcj, то Ья—Утя. А тогда из 5.21 следует, что

= lim/^. E)

Итак, общий вид операций у
— U (х) класса Н°о, отображающих 1%

в /*, даётся формулой

где

причём характеристические числа указанных выше квадратичных форм
должны быть в совокупности ограничены. При этом норма \\U\\V
определяется по формуле E).

Совершенно аналогичный результат можно получить для операций
класса Н\ из Р в /*, только в определении чисел hu не будет знака

модуля, т. е. hkt будут иметь вид

5.23. Приведём теперь пример, показывающий, что класс операций H°t
может не быть компонентой в И°о (см. 2.92 гл. VII, замечание 1°).

Рассмотрим тождественную операцию U(x) = x из /2 в /2. Ясно, что

% но и£Н%, так как (о)-сходимость и (/)-сходимость в /2 не совпадают-

Положим для каждого х £ /2 (х = {(!&})

*М*) = {6ь-.. Ь» 0,0....}.

Так как значения Un принадлежат конечномерному подпространству про-
странства /*, а в конечномерном подпространстве (/)-сходимость, очевидно,
совпадает с (о)-сходимостью, то Un £ Щ при любом п. В то же время Un
образуют монотонную последовательность и при любом х^Р

Unix) Я U(x).

Тогда по 1.33 гл. VII Un—>U. Так как предел последовательности операций
из Щ не принадлежит в данном случае Щ% то Щ не может быть компо"

нентой в Н%.
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6.24. Отметим ещё один частный случай операций класса

используемый в дальнейшем, а именно, рассмотрим операции класса

отображающие «-мерное пространство с эвклидовой метрикой

(такое пространство естественно обозначить Рп) в я-мерное про*

странство /^ с аналогичной метрикой.

Рассуждая так же, как в 5.22, мы легко установим, что общий
вид таких операций даётся формулой

{ц}% ...,4*}»
где

причём \\U\\b равна наибольшему из характеристических чисел квадра»
тичной формы

где

Легко видеть, что

Действительно, для любого х

2.
Г m / п « \ "Т 2 Г m n

5.3. Операции со значениями в дискретных пространствах.
Пусть теперь Y—дискретное К-пространство с единицей, в котором
множество ортов {е^} (££В) может иметь какую угодно мощность.
Если у = U(x) (Л'—произвольное К-пространство)—операция одного
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из классов Щ, Н°о или H°v то каждая составляющая [U(x)]e = $$—
(о)-линейный функционал в X (см. 5.23 гл. III):

Таким образом, операция U(x) представима в виде

x)eJ. F)

Если при этом U£Hr> то существует \U\. Тогда из определения

модуля и из свойств проекций сразу следует, что для л:>-0

]- sup Ц) [£/(*')] = sup

Таким образом, для любого

S>e|(*)*5}. G){|e|(M}

6.31. Теорема. Общий вид операций у = U(х) класса Н°О{\НГ
даётся формулой F), где F^— любые (о)-линейные функционалы
в X, для которых множество

ограничено при любом х£Х.
Доказательство. Необходимость условия доказана выше (см.

формулу G)).

Пусть, обратно, условие теоремы выполнено и пусть хп —� О.
Тогда |я» | <! *о€^ и мы имеем:

^е (х«) ~* ° при всех ^ Е»

По 5.23 гл. III отсюда следует, что U (хп) —■> О, т. е. U£H°0. При
этом имеет смысл и операция, определяемая формулой G), следова-

тельно, U£Hr.
Пусть теперь ЛГ-—линейное нормированное пространство, а £/£#£.

Тогда для U(x) имеет место та же формула F), в которой Fk—

(й)-линейные функционалы. Так как верхнюю грань в Y можно вы-

числять по составляющим (ср. 2.25 гл. Ill), то

= sup

Абстрактная норма имеет смысл во всяком случае, если Y — АТ+-про-
странство (см. 2.82 гл, VII).

5.32. Теорема. Если X—линейное нормированное простран-
ство ,

a Y—дискретное /С+-пространство (с единицей), то общий



326 АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЙ {ГЛ. VIII

вид операций y = U(x) класса Н% даётся формулой F), где F^ —
любые (Ь)-линейные функционалы, для которых множество

{II^IIM (8)

ограничено.
Действительно, необходимость условия показана выше, а его доста-

точность очевидна, так как при его выполнении операция U имеет

абстрактную норму.

5.33. Применим доказанный результат к случаю, когда Х—Р (?>1),
у = р(р^\). Тогда всякая операция y=U(x), класса Н°ь предста-
вляется так же, как в 5.22, по формуле

)
где i

(9)

Пусть координаты пространства единицы /р суть ак. Тогда коорди-

наты любого у £ Р будут отличаться от соответствующих составляю-

щих коэффициентами ак. Если положить

(/=1,2,...),

то Fi должны быть F)-линейными функционалами, а их нормы должны

удовлетворять условию теоремы 5.32. Норма \\Fi\\ подсчитывается

с помощью 5.21:

-L -"•

Так как i-я координата е4 равна ai% а прочие равны нулю, то огра-
ниченность в F множества (8) означает, что

oo г 00 q

Таким образом, условие A0) является необходимым и достаточным

для того, чтобы операция (9) принадлежала классу Н°ь.
Значение ||£/||J легко находится с помощью 2.88 гл. VII, а именно

Где С определяется по формуле A0),
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Для случая р = 0 = 2 условие A0) принимает особенно простой
вид, а именно:

<+оо.

§ в. Операции со значениями в L?

6.1. Общие теоремы. Некоторые общие теоремы приобретают довольно

простой вид, если конкретизировать пространство значений операции и оста-

вить абстрактным пространство аргумента. Один такой случай мы сейчас и

рассмотрим. Нам будет удобнее формулировать наши результаты сначала для

пространств Vp, а затем перенести их на LP. Для простоты мы считаем в даль-

нейшем, что функции у (s) из V? (a<s<&) удовлетворяют дополнитель-
ному условию: у (а) = 0.

6.11. Введём одно
Определение. Пусть/ (s) — абстрактная функция от вещественного ар-

гумента s, значения которой суть функционалы в" некотором пространстве X
(полуупорядоченном или нормированном). Будем писать аргумент $ в виде

индекса: f8. Эта функция называется слабо абсолютно непрерывной, если

вещественная функция f8 (х) абсолютно непрерывна для каждого х £ X. Ана-

логично f8— функция с ограниченным слабым (р)-изменением, если /8(х)
имеет ограниченное (р {-изменение при любом х £ X.

6.12. Теорема. Общий вид операций у = U(x) класса Ньь, отобра-

жающих произвольное пространство X типа (В) в Vp(p^\), даётся
формулой

y(s)=fa(x), A)

zdef8(a<:Cs*C b) — абстрактная функция, значения которой суть (Ь)-ли-
нейные функционалы в X, имеющая ограниченное слабое (р)-изменение.
При этом /д= О.

Доказательство. Необходимость условия очевидна (без использо-

вания полноты пространства X), так как jj(s) при фиксированном $ — (^-ли-
нейный функционал в X. Покажем, что если это условие выполнено, то

операция A) принадлежит классу Н%. Так как аддитивность и принадлеж-

ность значений U (х) пространству Vp очевидны, то достаточно доказать,
что множество значений U (х) ограничено по норме в сфере || х ||<! 1

(см. 2.24 гл. VII).
Допустим, что || U (х) || принимает сколь угодно большие значения в

сфере || х || < 1. Тогда || U(x) \\ не ограничена в любой сфере. Действи-
тельно, если допустить, что || U(х) ||<М* в некоторой сфере S = S(лгп, г),
состоящей из таких элементов х, что || х — лг0 ||< г, то при || х ||< 1 имеем:

где х' £ S.
\ г j

А тогда

т i

т. е. U (х) ограничена по норме и в единичной сфере.

*) Однородность U вытекает из её определения,
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Выберем теперь Ж! так, чтобы || х\ ||< 1. а || U(x{) || >1. По опреде-
лению нормы в V* существует такое разбиение c = <
что

Так как все функционалы fg^ (б)-непрерывны, то существует сфера

St = S (хи гх) cz X с центром в^ис радиусом г\> во всякой точке которой

t/(*)ll> 2

Внутри сферы S| выберем точку дг2 так, чтобы || G(jc2)|| > 2. Аналогично
можно указать сферу S% = S (лг?, г?) с: «Si, во всех точках которой || U ix) || > 2,
Продолжая этот процесс до бесконечности, мы построим последователь-

ность сфер Sp^p.^DSp... таких, что || U (х) || > п для всех
х £ Sn. Так как пространство X полно по норме, то существует точка л:*,
общая для всех этих сфер; но в этой точке || U (.**) || = оо, что невоз-

можно. Таким образом, ограниченность U(x) по норме в единичной сфере
доказана.

Пусть теперь ЛГ—/^^-пространство. В /ffi-пространстве множества (^-ли-
нейных и (о)-линейных функционалов совпадают и это множество— тоже

/(-пространство. Пусть опять Д (а <!$<!&)— функция, значения которой
суть функционалы в X. Если /8 — функция ограниченного изменения, то
положим

i

*

V i -г si

j/|sr=var/ff= sup Jj '-/^+1—*9ir

6.13. Теорема. Общий вид операций y = U(x) класса H°Qi отобра-
э/сающих КВ-пространство X в Vp> даётся формулой A), где f8 —
абстрактная функция ограниченного изменения (/а== О) и при этом

имеет ограниченное слабое {руизменение *).

Доказательство. Пусть U £ И°о, Тогда U 6 H$, следовательно,

U представима по формуле A). Кроме того, существует операция

|£/|(лг) = ^(лг).

При этом | U (х) | < | U | (| х |), т. е. если Si < sif то

По 1.25 гл. VII из этого неравенства вытекает, что

Отсюда сразу следует, что fs — функция ограниченного изменения и? кроме
того.

*) При р = 1 второе условие эытекает из церврго.
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Так как по 6.12 <р« должна иметь ограниченное слабое (р)-нзменение, то

н \/\9 обладает тем же свойством.
Обратно, если условия теоремы выполнены для f8t то положим

ОН*) = !/!*(*)■

Так как Ut аддитивна и положительна, то, следовательно, U1<^H<l>(Ul (х) £ Vp).
Кроме того,

l/e9W—/^WKl/ej-ZejUUIXII/lee—I/UJCUD.
т. е. | U(x) f< Ut( | x |). Таким образом, U£Н%. При этом если опять пред-

ставить операцию-модуль в виде | U \ {х) « у8 (х), то из очевидного нера-
венства | £/|< иг следует, что **а —*в1<|/|ва—|/|в.. Сопоставляя с полу-
ченным выше обратным неравенством, мы видим, что \U\(x) = |/1в(лг).

6.14. Для исследования класса Н°ь введём опять одно

Определение. Абстрактная функция f8 называется функцией с огра-
ниченным (р)"изменением по норме, если

SUP
<

При этом обозначаем /С ^ (/>)- var

6.15. Теорема. Общий вид операций у = U(х) класса Н°ь, отобра-
жающих произвольное линейное нормированное пространство X в V?>
даётся формулой A), где f8— функция с ограниченным (р)-изменением
по норме (fa = О). При этом

l|tftlS = (/O-var/s. B)

Доказательство. Пусть U'€Н%. Представим её по формуле A)
По теореме 2.82 гл. VII операция U имеет абстрактную норму | £/| = уо£ VP-
Из определения абстрактной нормы вытекает, что при s>$

\fs2 W -/•! (*) I < \Уо fa) -Уо (st)] ix И . C)

Отсюда следует, что для любого разбиения

т. е. функция /s имеет ограниченное (/?)-изменение по норме и

Обратно, пусть U—операция, удовлетворяющая условиям теоремы*
Положим
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Легко видеть, что _уое V и (/?)-varyo(s) = (/>)-var/, (ср. 2.67 гл. VI, заме-

чание), а также что выполняется неравенство C). Таким образом, существует

I Щ<у0 и О U || I = II | U\ || < ||^01| - (/0-var/..
Из полученных двух неравенств противоположного смысла и вытекает

равенство B).
6.16. Если в формулировках 6.12, 6ДЗ и 6.15 заменить пространство V*

пространством А абсолютно непрерывных функций, то условие ограничен-
ности слабого (р)-изменения f8 нужно заменить условием слабый абсо-
лютной непрерывности (т. е. требованием, чтобы f8 (x) была абсолютно

непрерывна при любом х), а условие ограниченности (р )-изменения по

норме — условием абсолютной непрерывности по норме; последнее означает,
что для неналагающих интервалов

из 2 I 8i —*i I < 5 (£) следует У II /,' —/в II <£-
г i

По отношению к классам И\ и Н% это — прямое следствие из 6.12, 6.13*

а для класса #£ требуются некоторые дополнительные рассуждения, весьма

сходные с доказательством теоремы 6.15, которые читатель легко сможет

воспроизвести.

6.2. Операции со значениями в £*(р>1). Опираясь на изоморфизм
между Vp и LP (р > 1) и между А п L мы можем вывести непосредственно
нз предыдущих теорем следующие результаты.

6.21. Сбщий вид операций у = 0(х) класса Ньь, отображающих про-

странство X типа (В) в LP (р *> 1), даётся формулой

где fs — функция с ограниченным слабым (р)-изменением (при/?>1) или

слабо абсолютно непрерывная (при р = 1). Как и выше, значения f8 суть
(^)-линейные функционалы в X (fa = О).

6.22. Общий вид операций у= U (х) класса Н°о, отображающих /СВ-про-
странство X в U* (р>1), даётся формулой E), где f8

— функция ограничен-
ного изменения f/a=O), а её полное изменение \f\8 имеет ограниченное
слабое (р)-изменение (при р > 1) или слабо абсолютно непрерывна (при р=1).

6 23. Общий вид операций у = U (х) класса Щ, отображающих линей-

ное нормированное пространство X в Lp (p > 1) даётся формулой E) где/ -

функция с ограниченным (/?)-изменением по норме (при/?>1) или абсолютно

непрерывная по норме (при р = 1) (fa = О). При этом || U \\ \ = (/?)-var/e.
6.3. Операции в сепарабельных пространствах. Исследуем операции

класса И°ь специально в случае, когда X—сепарабельное линейное норми-
рованное пространство; это означает, что X содержит счётное множество,
всюду плотное в смысле сходимости по норме.

6.31. Определение. Абстрактная функцияf8, рассматривавшаяся выше,
называется слабо измеримой, если вещественная функция f8 (x) измерима
для любого х£Х.

6.S2. Теорема. Общий вид операций у = Ц(х) класса Н%$ отобра-
жающих сепарабельное пространство типа (В) в IP (P>1). даётся
формулой

():fe(x)t F)
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где абстрактная функция f8 слабо измерима, а вещественная функция
II/в II Ы-Р.

При этом

ь 1

G)

Доказательство. Если U £ Н°ъ, то по 6.23 для у ~ U (х) имеем

где у8 имеет ограниченное (р)-изменение по норме (при />>1). Отсюда, как

и для вещественных функции, сразу получается что срв абсолютно непрерывна
по норме. При р = 1 то же самое вытекает непосред твенно из 6.23.
Покажем, что из этого следует, что cps почти всюду удовлетворяет по норме
условию Липшица (с по тоянной, зависящей от точки).

Введём функцию yo(s) по формуле D). Ясно, что yQ(s) абсолютно непре-

рывна, а тогда во всех точках, где существует конечная производная у'о (s),
У$(з) удовлетворяет условию Липшица. Но тогда и <р* удовлетворяет усло-
вию Липшица с той же постоянной, т. е. || tps-t-J»— Ъ I! < С« I h I ПРИ всех

достаточно малых h.

Пусть N = {хп} — счётное всюду плотное множество в X. Во всём про-
межутке а < s < Ь% за исключением некоторого множества меры нуль, при
всех п существует

lim (8)

и функция 9в удовлетворяет условию Липшица с постоянной С8. Пусть х —

произвольный элемент из X. Тогда

где через а обозначено среднее слагаемое, а дг;1 £ /V. За счёт л'л норму

II* — *»П можно сделать сколь угодно малой, а при фиксированном п

а-»0 благодаря существованию предела (8). Отсюда следует, что предел (8)
существует и при замене х произвольным х £ X. А тогда этот предел является

(б)-линейным функционалом в X (см. 1.34 гл. X). Обозначим его f8. Тогда
U(x)=f8(x), т. е. F) доказано.

Из определения нормы и того, что хп образуют всюду плогное множе-

ство, сразу следует, что

г SUP
\f,(Xn)\
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Мы уже знаем по 2.82 гл. VII, что существует такой yQ£Lp (.Уо = 1^1» что

!/#(*) К.Уо(*) II* II Для любого х. А тогда ||/5|| <yQ(s), откуда \\f8\\€Lp
И При 91ОМ

Р] (9)

Обратно, если дана операция F), удовлетворяющая всем условиям дока-

зываемой теоремы, то /8(х)£L? при любом х£X, так как |f8(х) |<||/вЦ||х%
и благодаря этому же неравенству данная операция принадлежит классу #£.
При этом

ь jl

WUfb<[f\\f$\\pds]Pt
а

что вместе с (9) даёт G), ч. и тр. д.

Применим доказанный результат к случаю, когда X=Lr (r> 1). Сначала
рассмотрим случай г>1.

6.33. Общий вид операций y = U(x) класса //£=//£, отображающих

£г(г> 1) в £р(/?>1), даётся формулой

ъ

y(s)= J K(s, t)x(t)dt, A0)
а

где функция K(s, t) поверхностно измерима в квадрате а О, t^b и

ь ь г р (г—1) jl

fU\]
При этом

llUg «в С. A2)

Доказательство. Lr сепарабельно, так как, например, множество

ступенчатых функций с рациональными значениями, построенных на интер-
валах с рациональными концами, — счётное и всюду плотное.

Согласно теореме 6.32 и предложению 3.32 всякая операция U^H%
представима по формуле A0) с некоторым ядром /С* (s, /), причём для K*<s, t)
должны быть выполнены условия A1)—A2). Остаётся показать, что можно
заменить K*{$>t) поверхностно измеримой функцией K(s, t) так, чтобы

величина интеграла A0) при этом для почти всех s осталась без изменения,
Для этого положим

Кп (st 0 = л J К* (s, т) d%, если t{ < / < /m,

где

/t

И

f((s, /)« lim Kn(s, t),
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Так как при фиксированном / Kn(s> t) есть значение U[n(xti+l—j
Kn(s, t) поверхностно измерима. А тогда и К(s, t) поверхностно измерима.
Но при почти всех s K*(s, t) суммируема по L Следовательно, при каждом
таком s /С* (s, t) = lim Кп (s> *) лля почти всех /; значит, для у = U(x)

ь ъ

у (8) « J К* (8, t)x(t)dt= J AT(S, t)X(t)dt
a a

и f((s, t) удовлетворяет всем поставленным условиям.

Обратно, если дана операция U (х) A0) и все условия выполнены,
то интеграл A0) представляет измеримую функцию от s для любого x£Lr.
Следовательно, абстрактная функция /в, определяемая ядром K(s, t), слабо

измерима и ||/а||€^. Таким образом, выполнены условия теоремы 6.32, т. е.

а норма определяется по формуле A2).
Аналогично получается следующий результат.
6.34. Общий вид операций у в U (х) класса tfg, отображающих L в LP

), даётся формулой (Ю), где K(s, t) поверхностно измерима и

ъ 1

|tfl(Se[J vralmaxltffe t,
а

Чтобы не увеличивать размера настоящей главы, мы ограничились лишь

некоторыми конкретными примерами для иллюстрации общих теорем. Впро-
чем, и общие теоремы приведены здесь далеко не полностью, не разобраны
все различные классы линейных операций. Подробное изложение этих вопро-

сов можно найти в специальных работах, посвященных аналитическому пред-
ставлению операций.



ГЛАВА IX

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЙ

В этой главе рассматривается важный вопрос теории линейных

операций— о возможности распространения такой операции с данного

пространства в более широкое, с сохранением линейности (а, иногда,

также положительности). Необходимо сразу указать на то, что в теории

нормированных пространств имеется лишь общая теорема о распро-
странении функционалов, играющая основную роль в этой теории,
а сколько-нибудь общие теоремы о распространении операций отсут-
ствуют. Напротив, для операций в полуупорядоченных пространствах
могут быть получены, как мы увидим ниже, теоремы о распростране-
нии для довольно общих классов операций. Более того, эти теоремы

способствуют выяснению вопроса о возможности распространения
операций в нормированных пространствах. Они имеют также ряд непо-

средственных применений в анализе и теории функций.

§ 1. Распространение операций класса Н°ъ

Для этого класса операций вопрос о распространении допускает
наиболее полное решение; именно для операций этого класса могут
быть получены такого же вида теоремы, как для функционалов.

1.1. Теорема о распространении операций с линейного мно-

жества.

1.11. Теорема. Пусть X—произвольное линейное множество,
а Y—К'Пространство, и пусть заданы две операции, со значе-

ниями в У:

а) операция у = р(х), определенная на всем X и удовлетворяю-
щая условиям:

р (Хх) = \р (х), если \ > О;

Ь) операция y=*Ut (х), определённая на линейном подмноже-
стве Хх множества Х(Хгс:Х)> аддитивная, однородная и удовле-
творяющая неравенству
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Тогда операция Ux (дг) может быть распространена на всё мно-

жество X с сохранением указанных свойств, т. е. существует
операция у = U{x), определённая в X, совпадающая с Ux (x) на Хх
и удовлетворяющая неравенствам

Доказательство. Пусть Хг фX. Возьмём некоторый элемент

х1£Х\Х1 и обозначим через Х2 множество элементов вида

где_а— вещественное число, а х £XV Очевидно, х и а определяются

по х единственным образом (действительно, если бы было два

представления х = х -f- ахг = х' -}- <*'хи то мы имели бы *,»
=

д/___а (х — х') ^ Хх вопреки предположению).

Пусть теперь х\ х" — любые элементы из ДГ,; имеем

U, (х") — Ut (х;) = Ux {х" — хг)^р (х"— х') =

или

-p{—x'-Xl)-U, (*') < р (х"+ хх) -1\ {х").

Полагая теперь

т= sup i-pi-x' —xJ-U^x'toM** inf [p{x"+ xl) — U1{x'%

находим по предыдущему (см. 1.36е) гл. I), что т^М. Возьмём теперь
любой уг£ К, удовлетворяющий неравенствам т^уг^М. Тогда для

х\ х" £Хг будем иметь:

-/?(-^-х1)-у1(х0<^1<р(^/+х1)-6г1(Л. A)

Определим операцию U на Х2, полагая

U(x) = U1(x)-\-ay1, если л:=л: + ал:1, где x£Xv

Аддитивность и однородность операции U ясна непосредственно из

её определения; установим, что для неё справедливы неравенства

Пусть сначала a > 0. Положим х" = —; тогда найдём:

Ух <Р (■? + *i)- UiD) или U*W "Г a

т. е.
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Вслучае а < 0 мы придём к тому же результату, принимая х' = ~

в левой части неравенства A). Заменяя в установленном уже нера-
венстве Зс на —х, получаем: U(—х)<Ср(—х)> чт0 приводит

ко второму требуемому неравенству

Далее вполне упорядочим множествоХ\ХХ; получим последова-

тельность

При этом можно считать, что в ней сохранены лишь линейно неза-

висимые элементы — этого можно добиться, выбрасывая последова-

тельно все элементы, являющиеся линейными комбинациями предше-

ствующих. Пусть Ха обозначает линейную оболочку, построенную на

множестве Хг и на всех элементах х$ ($ < а). Нам достаточно дока-

зать теперь (по индукции) возможность распространения операции

иг (х) на любое множество Хл, так как само X совпадает с Хч. Для
в = 1, 2 это уже доказано, а распространение с Ха на Хл+1 может

быть произведено так, как сделано выше распространение с Хг на Х2;
наконец, если а— число 2-го рода (предельное), то, очевидно, Ха —
™ U Х$ и раз произведено распространение на все Х$ для р < а, то

тем самым произведено распространение и на Ха с выполнением тре-

буемых условий.
Замечание. Частный случай этой теоремы, когда Y есть мно-

жество вещественных чисел, т. е. когда речь идёт о функционалах,
был установлен С. Банахом. Наше рассуждение в существенном совпа-

дает с рассуждением Банаха. То же самое относится и к следующим
ниже теоремам.

1.12. Пусть на множестве X задана операция р(х), удовлетво-
ряющая усаовиям предыдущей теоремы; тогда на множестве X суще-
ствует аддитивная и однородная операция U{x), удовлетворяющая
неравенствам

—

Р (— *)<</(*)
и при этом, если р {х) ф О, то и U{x) ф О.

Доказательство. Возьмём любое х0 £ X (если р (х) ф О, то х0
возьмём так, чтобы р(х0)ф0). За ХХ примем множество элементов

вида Хх0, где X — вещественное число. Определим Ux на Xv положив

Легко проверить, что для Vx на множестве Xv выполнены все

условия предыдущей теоремы. Аддитивность и однородность опера-
ции иг очевидны, а неравенство иг(х)^,р(х) проверяется так: если

Л > 0, то Ux (Х#о) = 1р (х0) ~р (кх0), т. е. Ux (lx0) = р (\х0); если же
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X < 0, то так как О < р (х0) -f р (— х0), имеем р (— л0)> —р (хо\
и потому

Применяя теорему 1,11, мы можем продолжить Ux на всё X, что и

даст требуемую операцию U.

1.2. Распространение операций класса //&. На основе общей
теоремы 1.11 мы получаем прежде всего следующую теорему,

1.21. Теорема о распространении операций с ко-

нечной абстрактной нормой. Если X—нормированное
пространство, XxciX—линейное подмножество его, Y—К-про*
странство и y = U(x)— операция класса Н°о из Хх в Y, имею-

щая конечную абстрактную норму | U\ (т. е. удовлетворяющая
неравенству \V(x)\^\U\ \\x\\ при х^Хг), то она может быть

распространена на всё X с сохранением аддитивности, однород-
ности и абстрактной нормы.

Доказательство. Применим теорему L11, полагая /?(#) =
в1^1 II *Н- Очевидно, р(х) удовлетворяет всем требуемым условиям.
Поэтому получаем, что операция U может быть распространена на

всё X с сохранением неравенства

(в данном случае —р(— х) =— \U\ \\x\\), а потому будет | £/(лг)|<;
^1^11111 |£/| ё й

К

|
111111 откуда и видно, что |£/| остаётся неизменной.

1.22. Замечание. Если Y—К+-пространство, то всякая опе-

рация класса Hi из X (или из Хг) в Y имеет конечную абстрактную

норму B.82 гл. VII). Поэтому на основании 1.21 в этом случае можем

утверждать, что всякая операция класса Н% со значениями в К (в част-

ности, функционал) может быть распространена с линейного подпро-

странства нормированного пространства на всё пространство.
Установим теперь следующую важную теорему о существовании

операции, отличной от нуля на произвольном заданном элементе.

1.23. Теорема. Для всякого х0 с \\хо\\ = 1 и всякого .уо>©,
Уо 6 ^» можно построить такую операцию y—U{x) класса Hi,
что

Доказательство. Воспользуемся предыдущей теоремой, при-
няв в качестве Хх множество точек 1х0 и полагая здесь U(kx0) = \у0.
Тогда

т. е. | U\xx =у& Далее, U можно распространить, сохранив ту же норму.

Приведём формулировку того же предложения специально для

случая функционалов.



338 РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЙ [ГЛ. IX

1.24. Для всякого элемента д;0 нормированного пространства X

можно указать такой (ft)-линейный функционал /, что

/(*о)=Н*о11 и 11/11=1. C)

Это предложение получается из 1.23, если за Y взять множество

вещественных чисел, х0 заменить в нём на *°„■ и принять уо=1-
Укажем два следствия из последнего предложения.
1.25. Если элемент х0 таков, что для всякого (ft)-линейного функ-

ционала / будет / (л:0) = 0, то непременно х0 = О.

1.26. Если для всякого (ft)-линейного функционала / будет
|/(*0)|<#11/11» т° тогДа непременно Цхо||</С

Действительно, выбрав / так, как указано в 1.24, найдём:

1.3. Условия распространимости операций с произвольного
множества.

1.31. Пусть М—любое подмножество нормированного про-

странства X и каждому х из М соотнесено определённое у из

/С-пространства Y. Тогда, для того чтобы в X существовала операция

y
= U(x) (класса Н°ь) с конечной абстрактной нормой, принимаю-

щая на М заданные значения у, необходимо и достаточно, чтобы

Уо^ sup
—~ <-Ь°°> D)

\ \ /, Л,; Ха .1
h* •••» hi |1 ^Ь* *

где верхняя грань взята относительно всех систем элементов xv

д:2, ...,хп из М и относительно всех систем вещественных чисел \v
п

л0, ...,ХП таких, что || 2 ^iXi || Ф 0 (yt обозначают заданные элементы

из К, отвечающие элементам х4).
Необходимость. Пусть операция y=:(J(x) существует,

тогда

IS ^Л| = lil^t/^) ■

=: иск Mi) K i
11 1

откуда видно, что у0 конечно и <J|
Достаточность. Пусть у0 конечно. Тогда

E)
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п

Если ||2^ЛII-/-О, то это неравенство вытекает сразу из определе-2
п

ния у0, если же Ц2*Л1! =°» т0 °но также сохраняется
— по непре-

рывности. Действительно, в этом случае, взяв х £ М (х ф О) и про-
извольное ъфО, можем написать по E):

1 =.уо 1*111*11»

что при а-* О даёт в пределе требуемое неравенство и для данного

случая.
п

Примем в качестве Хг множество элементов вида х* = 2 hxi>

где х4£М, Х€ вещественные и п — любое.

Заметим, что один и тот же элемент х' может иметь два различ-
ных представления

п п

1 I

но тогда

а потому

Положим теперь U{xf)=y^j<iy^ если х/==2^Л- По только что

сказанному ясно, что операция U однозначно определена, так как

значение Ь(х') не зависит от выбора представления для х'. Далее,

операция U на Хх аддитивна, однородна и имеет норму у0. По теореме

о распространении операции с конечной абстрактной нормой A.21),
она может быть распространена на всё X с сохранением нормы.

1.32. Пусть Х^ — линейное подмножество нормированного про-

странства X и пусть х0
— элемент из X, расположенный на расстоянии

*/>0 от Xv и yQ£Y, где Y—АГ-пространство. Тогда существует
линейная операция j/ = U{x)y определённая в X, со значениями из К,
удовлетворяющая условиям:

1)£/(*о)~Л>. 2> */(*) = 0 для 1 ||^
Доказательство. Пусть Н—множество элементов из X,

представимых в виде х = д:/ + ал:0, где а — вещественное число

и х'£XV Тогда И есть линейное множество и так как ^о^^, то
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представление х в виде х' + оис0 единственно. Определим на Н ли-

нейную операцию 1/г (л:), положив

Ux (х) = ау0 для х = х' + <*хо-
Так как

то \Ui(x)\ = \a\\y0\^^\\x\\t откуда If/1|H<f. С другой сто-

роны, существуют хп£Хг такие, что Ит \\хп— xo\\ = d; тогда

откуда \у01<d\Uk\E. Следовательно, \^i\H ^
Пользуясь теперь теоремой 1.21, получаем, что в X существует

линейная операция y=U(x) такая, что | U \х = \ U\н =•~ и

U(x) = Ux(x) на //, в частности, следовательно, t/(x) = O для

х£Хх (условие 2) и U(xo)~yo (условие 1).
Как следствие доказанной теоремы получаем следующее предло-

жение.

1.33» Пусть Хх — любое подмножество нормированного про-

странства X и х0
— произвольный элемент из X. Тогда, для того

чтобы существовала такая последовательность {gn} линейных комби-

наций элементов из Xv чго л:0= lim gn, необходимо и достаточно,

чтобы равенство /(л:) = 0 для всех х£Хх влекло за собой/(л:0) = О,
каков бы ни был (й)-линейный функционал /, определённый в X.

Необходимость. Равенство f(x) = 0 для всех х£Хх влечёт

за собой f(gn) = O для я= 1, 2, 3, ... откуда /(xo) = O.

Достаточность. Если элемент х0 не представим в виде

хо= Hm gn, to он находится на конечном расстоянии от мно-

жества Хх и по предыдущей теореме существует функционал /0 та-

кой, что /0(л:) = 0 на Хг и fo(xo)= 1.

1.4. Системы элементов. Биортогональность.
1.41. Множество М элементов линейного нормированного про-

странства X назовём фундаментальным, если множество линейных

комбинаций элементов из М лежит всюду плотно в X, т. е. линей-

ное замыкание множества М есть всё пространство X. Множество М
назовём тотальным, если равенство/ (х) = 0 (/— (£)-линейный функ-
ционал в X) для всех х из М влечёт за собой, что f (x)^Q. Из

предыдущей теоремы легко получаем такое следствие.

1.42. Для того чтобы множество М было фундаментальным, не-

обходимо и достаточно, чтобы оно было тотальным.

1.43. Назовём множество элементов N={x^} минимальным, если

после выбрасывания любого элемента из него линейное замыкание
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множества уменьшается, т. е. если никакой элемент x^N не пред-

ставим в виде #£=3 lim gn, где gn— линейные комбинации прочих

элементов из N.
1.44. Назовём множество N={x^\ (££Е), допускающим биорто-

гонализацию, если существует множество функционалов Я={Д}
(у| £ S) таких, что

1, если 6 = tj.

1.45. Для того чтобы множество N допускало биортогонализацию,
необходимо и достаточно, чтобы оно было минимальным.

Необходимость. Пусть множество N допускает биортого-
нализацию; тогда невозможно, чтобы TV не было минимальным. Дей-
ствительно, если бы лг£= lim gn где gn

— линейные комбинации
W->0O

прочих элементов из N, то, так как Д (gn) = 0, мы имели бы

Д(х£)==0, что невозможно.

Достаточность. Пусть множество N минимально; тогда

каждое х% находится на конечном расстоянии d > 0 от линейного

замыкания L={g] остальных элементов множества N. В таком слу-
чае по теореме 1.32 существует функционал Д такой, что ft(x()=l
и Д(&) = 0 для g£L. Наличие множества таких функционалов {Д}
и устанавливает биортогонализуемость множества N.

1.46. Замечание. Для того чтобы функционалы Д могли быть

выбраны в предыдущей теореме так, чтобы их нормы ||Д|| были

ограничены в совокупности, достаточно, очевидно, существование
постоянной d>0 такой, что

для любых \€ и ^^fc£. Это же условие, очевидно, и необходимо,
так как если нормы всех Д ограничены числом М, то в силу равенства

невозможно, чтобы было

Из предыдущего предложения в качестве следствия можно полу-
чить следующую теорему.

1.47, (С. С. Левин.) Для того чтобы к системе функций {со*} из Z.2

существовала биортогональная система {fy}, необходимо и доста-

точно, чтобы система {о$} была минимальной.
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Это предложение следует сразу из теоремы 1.45, если принять

во внимание, что функционал в пространстве Z,2 имеет вид/(*)=:
= (x(t)i((t)dt, где ф—функция из ZA

к
1.5. Обобщённый предел. Пусть Y—некоторое /С-пространство

и X— {х) есть множество последовательностей х — ($1Э £0, • • • )> г&е

it€Y и sup|^|<+co.
Мы покажем сейчас, что можно определить для каждой последо-

вательности х предел, который для сходящихся последовательностей

равен обычному пределу и который удовлетворяет некоторым есте-

ственным условиям, перечисленным ниже. Для этой цели восполь-

зуемся теоремой о распространении операций.
Введём операцию р(х), полагая

Покажем, что для р(х) удовлетворены условия теоремы 1.11. Оче-

видно, что для Х^>0 будет р(^х) = Х/?(д;). Далее, для любого т

имеем:

lim —

Отсюда

, m 8->oo

<inf[[Hm ~

Отметим, что

Теперь на основании теоремы 1.12 можем утверждать, что суще-
ствует аддитивная и однородная операция y = F(x), определённая
для всех х и удовлетворяющая неравенствам

— p( — x)^F(x
Положим

Lim $s = F {x).
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Относительно этого предела мы можем высказать следующее пред-
ложение:

1.51. Для каждой ограниченной последовательности * = {£в} эле-

ментов /^-пространства может быть определён обобщенный предел
Lim £g, относящий ей некоторый элемент того же пространства и

*>->со

обладающий следующими свойствами:

Г Lim (ХХ+ Ь С) = *' Lim «'.-[- a" Lim с«;

2°2° lim £s>Lim &5>- lim Ss;

3° LimL+1=LimL.
s->oc

Свойства 1° и 2° следуют сразу из определения Luii Zs: свойство
S-»OO

1°— из аддитивности и однородности операции Z7, а свойство 2°—из

неравенств —pj^— x)-^F(x)^p(x)9 а также очевидных соотно-

шений р (х) <; lim ls и — р (— л) ^> lim l8. Остаётся установить свой-

ство Зэ. Пусть (il=f;e+1 и |^К^0. Рассмотрим последовательность

^={^— Ee}e=i,2, ...; утверждаем, что

Lim ($;-(;,) = О.
*>->оо

Действительно,

и, следовательно, р (х) = —

/? ( — jc) = 0, а потому и Z7 (х) =

В частности, для случаи, когда У есть пространство веществен-

ных чисел, получается предел, существующий для каждой ограни-
ченной числовой последовательности. Этот предел — предел Банаха—

нашёл применение в теории меры Хаара и во многих других вопро-
сах. Проведённое только что более общее рассмотрение может быть

применено к различным объектам, в частности, например, оно поз-

воляет всякой последовательности измеримых функций \xn{t)}, огра-
ниченной для почти каждого Ь, отнести «предельную» измеримую фун-
кцию, с выполнением условий I0-— 3°. Этот результат нельзя получить

непосредственным применением предела Банаха к последовательности

{xn(t)}y так как мы не могли бы гарантировать измеримость пре-
дельной функции.
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§2. Распространение положительных операций

2.1. Особенности распространения положительных операций.
Рассмотрим /^-пространство ограниченных элементов (см. 2.3 гл. VI).
В таких пространствах, как мы сейчас покажем, при распространении

операций сохраняется положительность.

2.11. Пусть X—К-пространство (или К-линеал)*) ограниченных
элементов и в линейном подмножестве его Ххс:Ху в которое входит

единица (±£ХХ)9 задана положительная аддитивная операция U(x)
со значениями в /^-пространстве У. Тогда эта операция— типа Щ
и может быть продолжена на всё X с сохранением положительности

и нормы, причём

\U\ZX=\U\Z=U{X\ A)
Доказательство. Пусть х— любой элемент из Xv Со-

гласно определению нормы в X имеем:

Отсюда, благодаря положительности и однородности операции U

A.13Ь)гл. VII), получаем:

-||х||*/A) <*/(*)<

Это показывает, что !£/1хх<^ £/A) (следовательно, £/£),
а полагая лс=1, убеждаемся в том, что имеет место равенство

\U\U\l
По теореме о распространении операции с конечной абстрактной

нормой A.21) U можно продолжить на всё X с сохранением нормы:

причём операция U будет аддитивной и однородной.
Мы утверждаем, что при таком продолжении операция U оста-

нется положительной.

Действительно, пусть х >©. Не умаляя общности, можно считать,

что \\х ||< 1, т. е. О < х < 1. Тогда О < 1 — х <1 и потому
|| ±—х\\ <1. Отсюда

и, следовательно, £/(#)>>©.
2.12. Определение. Пусть X— произвольный К-линеал

и Хх с: X— его линейное подмножество. Будем говорить, что Хл
мажорирует А\ если для каждого х£Х существует такое €X
что \x\^x

*) Под /(-линеалом ограниченных элементов мы понимаем /f-линеал
с единицей, для каждого элемента которого выполняется неравенство | х \ <Х1
при подходящем вещественном X.
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2.13. Теорема о распространении положительных

операций. Пусть X—К-линеал и Хг— его линейное подмноже-

ство, мажорирующее X. Пусть, далее, U (х) — аддитивная и по-

ложительная операция, определённая в Хг и отображающая Хг
в К-пространство Y. Тогда операция U может быть распростра-
нена на всё X с сохранением^аддитивности и положительности.

Доказательство. Пусть х £ Х\Хг. Так как Хг мажорирует X,

то существуют такие элементы хг, х2 £ Хг, что хг^.х^.х2.
Благодаря положительности операции U имеем:

^ J
ССХ < X Xs > X

причём оба элемента, фигурирующих в неравенстве, конечны.

Возьмем у £ К, заключенный между полученными границами, так

что

yW<^<yW> если Xt<x<Xz и хи х2£ Xv

Теперь для элементов хг вида

положим

(в частности, U(x)—y). При таком распространении операция U
остаётся аддитивной и положительной. В доказательстве нуждается
лишь последнее. Пусть

У^-О, хг = х0 + Хд:.

Предположим для определённости, что X > 0; тогда лг>- — у хо- Возь-

мём произвольное рациональное е > 0 и подберём рациональное X'

так, чтобы было
-р—~- < е. Тогда

—■■" 1

*>— jrxo
— s|xo|.

Поэтому, по определению у, будем иметь:

и, ввиду произвольности е,

— 1и(х0), откуда U(x') = ky + U(x0)> О,
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т. е. U действительно положительна. С помощью трансфинитной ин-

дукции, как это было сделано выше A.11), распространим операцию
О да всё X.

Замечание. Очевидно, доказанная сейчас теорема содержит
утверждение предыдущей теоремы в части, касающейся возможности

распространения.
2.2* Наличие.достаточного числа положительных функциона-

лов и операций.в /Ш-лцнеалах. На основании предыдущих резуль-
татов мы можем получить следующее предложение, усиливающее
теорему 1.23 о наличии достаточного числа операций в том отноше-

нии, что указанные операции могут быть взяты положительными.

2.21. Если X—ДГ5-линеал, х0
— любой элемент его >О и у0—

любой элемент > О /^-пространства К, то существует положительная

операция у= V(x) класса Нъ> отображающая X в Y и такая, что

T/Y v ~\ 1. . I т/1 Ул
rw~'0> ■ r|~iuor

Доказательство. Обозначим через Хо множество элементов х

вида ах0 (а — вещественное) и через Хг — множество элементов х, удо-
влетворяющих условию | х | ^ Хл:0 при каком-либо положительном X

(к зависит от л:).
Если мы теперь определим на Хо операцию £/0, положив

то она будет положительна, |£/0|==-^ , и так как Хг—/С-линеал
II *о II

ограниченных элементов *), то по 2.11 Uo можно распространить на Хх
с сохранением положительности и нормы; получихМ операцию Ut (x).
Наконец, Ux{x) по 1.21 может быть распространена с сохранением

нормы на всё X* Полученная операция U(x) класса Нь имеет ко-

нечную абстрактную норму, а потому регулярна (см. замечание

к 2.86 гл. VII). Рассмотрим её положительную часть— операцию
£/+ = V—и докажем, что она будет требуемой. Действительно,

V положительна, класса #£ и, наконец,

1/(хо)= sup U{x)= sup U1(x)=U1(x0)^U0(x0)=y0.

Мы при этом воспользовались тем, что раз 0<^..v<^-*;0, то х£ Хг
и операция U совпадает с Uv а последняя положительна.

Приведём формулировку того же предложения для случая функ-
ционалов.

*) хп обладает свойством единицы в Хь
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2.22. Если X—/СВ-линеал и х0— некоторый элемент его > О,
то в А" существует (й)-линейный положительный функционал / такой,
что

(либо/(*0)=1;
Пользуясь теми же соображениями» с помощью которых были

получены эти предложения, установим ещё следующий важный резуль-
тат, который мы сформулируем только для случая функционалов.

2.23. Если X—А'В-линеал и элемент л:0 таков, что все положи-

тельные (byлинейные функционалы в X на х0 не отрицательны:

/(*°)>0, если/>0,
то *°>О.

Доказательство. Предположим противное; тогда, ^>в.
Обозначим через Хо пространство, составленное из элементов вида

J —, и определим на нём функционал/, положив

Это будет положительный (й)-линейный функционал на Хо. По 2.11

его можно распространить с сохранением положительности и нормы

на пространство Xv составленное из элементов, удовлетворяющих

условию |х|<; X|л:01 = X(л;° -j-x°J при надлежащем X. Наконец,
его можно по 1.21 распространить с сохранением кормы на всё X.

Этот распространённый функционал / будет регулярным; обозначим

через ср его положительную часть: ср=/+« Тогда, пользуясь поло-

жительностью функционала / на Хи будем иметь:

sup / (л:') == / (х°_) = 1,

а следовательно,

в то время как ср > О. Но это противоречит условию.
2.3. Сопряжённые пространства. Рефлексивность. ЕслиЛТ— ли-

нейное нормированное пространство, то множество (£)-линейных функ-
ционалов в нём само, очевидно, есть линейное множество, а если

в качестве нормы элемента в нём принять норму функционала [|/|,
то множество функционалов превращается в линейное нормированное
пространство,

В соответствии с этим дадим следующее определение.
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2-8L Нормированное пространство, образуемое естественно линеа-

ризованным множеством линейных функционалов, когда в качестве

нормы принята норма функционала, называется пространством, сопря*

жённым к данному пространству X, и обозначается X*: X* = {f].
Отметим, что каково бы ми было пространство X, пространство X*

всегда оказывается полным *).
С другой стороны, мы видели A.23 гл. VII), что если простран-

ство X есть /С-линеал, то множество регулярных функционалов обра-

зует /(-пространство.
В частности, в том случае, когда X есть ДГВ-линеал, класс

(ft)-линейных функционалов представляет нормальное подпространство
класса регулярных функционалов и этот класс X* одновременно пред-
ставляет /С-пространство и нормированное пространство. При этом

можно утверждать и некоторую согласованность в нём нормы и упо-
рядочения, именно:

2.32. Если X—АТВ-линеал, то сопряжённое ему пространство X*
также есть /СВ-линеал и в то же время /^-пространство.

О том, что X* есть полное нормированное пространство и /С-про-
странство, мы уже говорили. Необходимо проверить ещё условие
монотонности нормы:

если |Л1>|/2|, то|Д|>|Д||.
Но для любого/ ||/|1 в=|||/||| B.86 гл. VII), а потому условие мо-

нотонности достаточно проверить для случая, когда Л^Л^©.
Последнее же очевидно, если воспользоваться тем фактом, что

норма положительного функционала в /ffi-линеале может вычисляться

на множестве положительных элементов B.25 гл. VII):

«Л II = sup Л (х) > sup /2 (х) = ||/21|.
Цж|1<1 |!ж||<1

Если X—нормированное пространство, то Л!г* = {/} также есть

нормированное пространство, и потому в нем возможно рассматри-
вать (ft)-линейные функционалы F(f). Множество таких функциона-
лов образует в свою очередь нормированное пространство, сопря-
жённое к X*.

2.33. Пространство (Ь)-линейных функционалов в сопряжённом
пространстве называют вторым сопряжённым к исходному простран-
ству и обозначают X**:

^Действительно, пусть F/n—/щК* при п, m^N. Тогда, так как

(*) — /т (х) | < ||/п —/«II \\х\\> то существует lim fn (x) =f(x). При этом

беря в предыдущем неравенстве т-+сс, находим: |/л(дг)—f(x) |<|ж||.
Отсюда видно, что /—линейный функционал и ||/п—/(|<е при я>ЛГ, что
и устанавливает полноту пространства X*.
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Среди функционалов F£X** выделим' особо функционалы, поро-
ждённые элементами из X, именно, функционалы вида

Каждый такой функционал аддитивен, так как

и (^)-линеен, так как

откуда ясно, что Ц^ЖЦяЦ. Следовательно, все они суть элементы

из <Y**. При этом нетрудно видеть, что

11^11 = 11*11. B)

Действительно, достаточно взять функционал /0 так, чтобы

1/о(*I-И/о1111*11 <см- Ь24); тогда

откуда || Fx || >-1| х ||, а вместе с полученным прежде обратным нера-
венством это приводит к равенству B).

Множество функционалов Fx, порождённых всеми элементами из Х>
обозначим ^о*-

Соотнося элементу х£Х функционал FW9 мы устанавливаем соот-

ветствие между X и ?С- Это соответствие есть, очевидно, линейный

гомоморфизм, т. е.

Далее, из того, что \\FX\\ = \\x\\, следует взаимная однозначность

соответствия. В самом деле, если хфх\ то FxzfzFxr> так как

il^-Zvll - II/7*-*'II - Ия-л'НдЬО.

В силу всего сказанного соответствие между Хъ хТ представляет
собой линейную изомегрию. Итак, имеем

2.34. Подпространство Х^ второго сопряжённого пространства,
образованное функционалами, порождёнными элементами из X, линейно

изометрично пространству X.

2.35. Может оказаться, что множество X™ совпадает со всем

пространством Х**% т. е. все функционалы F порождены элементами

из X. В этом случае пространство X называется рефлексивным.
Из 2.34 вытекает, что тогда второе сопряжённое пространство ЛТ**
линейно изометрично самому пространству X.

Примерами рефлексивных пространств являются If, j?(p>l).
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Перейдём теперь к случаю, когда X есть КВ-пинеал. Тогда
Х^ также /СВ-линеал. Более того, согласно 2.32, X** будет
также АБ-линеалом.

Далее, в этом случае при рассмотренном выше соответствии

между X и Хо сохраняется и упорядочение.
Действительно, если #>-О, то, очевидно, Fa(f) =/(*)>-О для

/>-0 и, следовательно, Fx^>0. Обратно, если FX^O, то при

любом />-0 будет

а из этого на основании 2.23 следует, что и сам элемент

Следовательно, X и Х^ изоморфны как /С-линеалы. Итак, приходим
к важному заключению:

2.36. Если X—КВ-линеал, то линейная изометрия между X
и Хо , определённая соответствием х <—> Fx, сохраняет и упоря-

дочение, т. е. X и Хо* изоморфны как КВ-линеалы. В частности,

если X рефлексивно, то X и Xq изоморфны как КВ-линеалы.

§ 3. Общие условия для возможности распространения

операций класса Н\
Этот параграф посвящен исследованию условий, при которых

(Ь) -линейные операции в нормированном пространстве допускают

распространение на любое более широкое пространство.
Хотя сам вопрос по своей постановке относится к теории опе-

раций в нормированных пространствах, однако, как показали изла-

гаемые ниже результаты Г. П. Акилова, исследование этого вопроса
может быть существенно продвинуто при использовании теорем об

операциях в АГ-пространствах.
3.1. Некоторые достаточные условия. Введём, прежде всего,

следующие определения.
3.11. Пусть Y—нормированное пространство. Будем говорить,

что Y обладает свойством Е (кратко: Y£E), если, каковы бы ни

были нормированные пространства -Yo и -Yd Xq, любая операция U

класса //£, отображающая Х$ в У, может быть распространена на

пространство X с сохранением нормы.
Таким образом, тст факт, что Y обладает свойством Е, обеспе-

чивает распространимость операции, значения которой попадают в К.

Приведённая выше теорема о продолжении функционалов и операций

(см. 1.21) показывает, что таково, в частности, пространство Y — Rx
вещественных чисел.

Введём аналогичное определение и относительно пространства X.

3.12. Будем говорить, что нормированное пространство Хо допу-
скает распространение операций, если, каково бы ни было содержа-
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щее его нормированное пространство X, каждая операция класса /?£,
отображающая Хо в произвольное нормированное пространство Г,
может быть распространена на X с сохранением нормы.

Ниже будет выяснено взаимоотношение между этими двумя клас-

сами пространств.

Далее, мы введём один класс пространств, относительно которого
будет доказано, что пространства этого класса обладают свойством Е.

Предварительно дадим следующее определение.

3.13. Определение. Пусть X—/СВ-линеал и одновременно
/(-пространство и S— единичная сфера пространства X, т. е. сово-

купность элементовх£Хс ||х||<; 1. Характеристикой пространстваX
будем называть число

1

р=== || sup S ||
' W

если sup S конечен, и р = 0 — в противном случае.
Определим значение характеристики для некоторых пространств.

В конечномерном пространстве /£ (р^>1) с нормой

очевидно, supS=(l, 1, ..., 1) и потому
!

1 1 -4

В бесконечномерном пространстве 1Р единичная сфера не ограни-

чена, так как последовательность элементов единичной сферы

A, 0, 0 ), @, 1, 0, ...), (О, 0, 1, ...).•••

не может быть ограничена элементом из 1Р. Поэтому для 1Р следует
считать р

= 0.

В пространстве tP (p^-1) единичная сфера также не ограничена.
Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть функции

[ ~ k

0 вне указанного промежутка; *)
1

это — элементы сферы /С, так как Г xi4Udt—l. Ясно, что sup5,
о

превосходя все функции хк. п {k = 0, 1, ..., л—1), должен быть > п?

*) Для простоты мы ограничиваемся случаем, когда пространство LP

состоит из функций, заданных на отрезке [ОД].
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во всём отрезке и, так как п произвольно, sup S =* -)- оо. Итак,
и для Lp следует принять р = 0.

3.14. Пространством типа Ш будем называть /("-пространство,
являющееся одновременно /СВ-линеалом, с характеристикой, равной 1

(Р-1).
Пространством типа 2Л будет, например, пространство всех ограни-

ченных функций, определённых на некотором множестве Г, с \\x\\ =

(p|()|

Примером пространства типа ЭК может служить и всякий другой
/CS-линеал, состоящий из ограниченных элементов, являющийся одно-

временно ЛГ-пространством, если в нём ||1|| = 1.

3.16. Всякое пространство типа 2R обладает свойством Е.

Доказательство. Пусть Y— пространство типа 2R, а X и XQ
(XQ с X) —нормированные пространства. Пусть Uo—линейная опера-

ция (класса н\), отображающая Хо в Y; нужно показать возможность

её распространения с сохранением нормы.

Рассмотрим единичную сфе£у 5 пространства Y; по условию,
полагая supS=^, имеем |[у||=1. Из основного неравенства

l|tf()lll|tfllllll*). следует, что

Последнее неравенство показывает, что абстрактная норма операции £/0
конечна и удовлетворяет неравенству |£/о1-^1!^о11.Ув ^° теореме
о распространении операции с конечной абстрактной нормой A.21)
она может быть распространена на всё X и для полученной опера-
ции U(x) имеем:

что и доказывает наше утверждение.
На основании доказанной только что теоремы легко устанавли-

вается следующая теорема, известная ранее, но доказывавшаяся

гораздо более сложным путём.
3.16. Каково бы ни было нормированное пространство К, суще-

ствует пространство Y z> F, обладающее свойством Е и, следовательно,

такое, что если Хо и X (XzdX0)— любые нормированные простран-
ства ну = UQ(x) — операция из Хо в Y, то имеется операция^ = U{x)
из X в Yy совпадающая с Uo на Хо и имеющая ту же норму.

Доказательство. Действительно, пусть Q обозначает мно-

жество {/} (£)-линейных функционалов в К с |/||=1, и Mq—мно-
жество ограниченных функций на Q. Каждому элементу у £ К,
соответствует такая функция, а именно f(y) = yy(f); при этом раз-

*) В этом параграфе под || U || понимается (б)-норма операции U.
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ным у соответствуют различные функции и ||^1==|?^||я (см. 1.24).

Поэтому У можно рассматривать как подпространство пространства Mq
типа 2R; но последнее обладает свойством £, и потому Mq и может

быть принято в качестве К.

Теперь перейдём к установлению условий того, чтобы пространство,

рассматриваемое как область задания аргумента, допускало распро-
странение операций.

Прежде всего условие возможности распространения заменим неко-

торым эквивалентным ему.
Назовём проекцией линейного нормированного пространства X

в его подпространство Х0(аХ) линейное отображение Р из X в Хо
с нормой 1 (|| Р || = 1), сохраняющее элементы Хо неизменными:

Рх = х для х£Х0. Тогда имеем:

3.17. Для того чтобы нормированное пространство Хо допускало
распространение операций на пространство X(XzdX0), необходимо и

достаточно, чтобы существовала проекция с X на Хо.
Для установления необходимости условия достаточно применить

возможность распространения операций с сохранением нормы к то-

ждественной операции 1{х) = х, переводящей Хо в себя. Тогда её рас-
пространение— операция Р(х)— переводит X в Хо, также имеет

норму 1 и, очевидно, сохраняет элементы из Хо неизменными, т. е.

представляет проекцию X в Хо.
Обратно, если дано существование проекции Р пространства X

в Хо, то для произвольной операции Uo из Хо в Y её распростра-
нение на X задается равенством

Теперь мы имеем возможность установить, что класс пространств,

допускающих распространение операций, совпадает с классом Е.

3.18. Теорема. Для того чтобы нормированное простран-
ство Хо допускало распространение операций, необходимо и доста-

точно, чтобы оно обладало свойством Е.

Необходимость. Пусть Y— пространство, допускающее рас-

пространение операций. Согласно 3.16, всегда существует пространство

КзУ, обладающее свойством Е. Но раз К допускает распространение,

то имеется, по предыдущему, проекция Р пространства Y на К.

Покажем теперь, что само пространство Y обладает свойством Е,
т. е., что если Y— область значений операции, то последняя распро-

странима. Действительно, пусть X и ХоаХ—нормированные про-

странства и у = Uo (х) — линейная операция из Хо в К. Если Uo

рассматривать как операцию из Хо в Y, то она может быть распро-

странена на всё X; получим операцию их(х) из X в Y с || Ut || = |!£/01|
и такую, что Ux (x)=U0(x) при ^^^о- Тогда операция
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и будет распространением операции Uo на X, так как

и при х£Х0
U{x) = PUt (х) = PUQ(x) = Uo(x).

Достаточность. Пусть Хо— пространство, обладающее свой-
ством £, и XzdX0. Тогда тождественная операция / из Хо в Хо может

быть распространена на X, т. е. можно построить операцию Р из X

в Хо с ||Р|| = 1 и такую, что Р(х) = 1(х) = х при х£Х0. Иначе

говоря, для любого пространства XzdX0 имеется проекция на X,
а тогда Хо допускает распространение операций C.17).

Ввиду доказанной сейчас теоремы в дальнейшем безразлично,

говорить ли о пространствах, обладающих свойством Е, или о про-

странствах, допускающих распространение операций.
В предыдущем рассуждении (доказательство необходимости) при

установлении того факта, что Y обладает свойством /:, мы исполь-

зовали только то, что имеется пространство YzdY, обладающее

свойством Е, и существует проекция с У на Y. Поэтому можно
отметить следующее предложение:

Для того чтобы пространство Y обладало свойством Е, необ-
ходимо и достаточно, чтобы существовали содержащее Y про-
странство К*, обладающее свойством Е, и проекция Р простран-
ства К* на Y.

Нами будет использовано ниже такое следствие этого предложения.

3.19. Пусть X—нормированное пространство и Хо— такое его

подпространство, что имеется проекция X на Хо. Тогда если Хо не

обладает свойством Е, то и X не обладает этим свойством.

3.2. Пример операции, не допускающей распространения. Прежде
чем перейти к установлению необходимых условий для возможности

распространения операций, рассмотрим конкретный случай, когда
такое распространение невозможно. Покажем, именно, что тождествен-

ная операция, переводящая С в себя, не распространима на простран-
ство М и что, следовательно, пространство С не обладает свойством Е.
Этот пример интересен в том отношении, что С есть /СВ-линеал
с характеристикой р = 1 и не является пространством типа 3№ только

вследствие невыполнения в нём аксиомы V, что указывает на суще-
ственность требования аксиомы V для пространства аргумента�

Рассмотрим функции y(t) из М и xn{t) из С, определённые так:

. 1
0 при t=-^,

1 при-!



§ 3] УСЛОВИЯ ВОЗМОЖНОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ОПЕРАЦИЙ КЛАССА Н\ 355

2 при

*■(<)■

— 2 При1-}-1<*<1.
Очевидно, || £ 11=1. Если бы тождественная операция из С в С была

продолжима на М, т. е. существовала бы проекция Р пространства М
на С, то для х = Р(у) мы имели бы:

Легко видеть, далее, что

Поэтому (так как хп£С и, значит, Р (хп) = хп)

Возьмём некоторое значение tfo^t^-K]. Если л настолько ве-

лико, что *<-9 » т0> с одной стороны,

а с другой стороны,

Поэтому при достаточно больших п x(i) -\~-xn(t)— 1 и, следова-

тельно, х(*)=1—л:п(/) = —1 для 0-<f<Y- Аналогично уста-

навливается, что х (t) = 1 для у < ^-^ 1. Но это противоречит

тому, что х £ С.

На основании почученных ниже необходимых условий мы обна-

ружим ряд других конкретных пространств, не допускающих распро-
странения произвольной линейной операции.

3.3. Некоторые необходимые условия для распространимости
операций. Введём прежде всего следующее определение.

3.31. Определение. /СВ-линеал X называется квазиравно-

мерно выпуклым пространством, если существует такое т) > 0, что

для всякой пары дизъюнктных положительных элементов хг и х$
из X с 11*21| = ||;с91|=1 имеет место неравенство

*>-*) C)

*) Это понятие близко к понятию равномерно выпуклого пространства,
встречающемуся в теории нормированных пространств. Так называют про-
странства, обладающие свойством: каждому е>0 соответствует С()>0



356 РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЙ (ГЛ. IX

Если Аг£-линеал обладает этим свойством, то число т], для кото-

рого написанное неравенство удовлетворено, будем называть допусти'
мым.

Отметим, что так как, очевидно, || #i + #2II ^41 *i II = *» т- е-

1^2— т], то допустимое t] непременно ^1. Наконец, обратим
внимание на то, что неравенство, предположенное для дизъюнктных

положительных элементов, верно и для любых дизъюнктных, так

как |||х|||=:||х||.
3.32. Примеры. Установим теперь свойство квазиравномерной

выпуклости для некоторых частных видов пространств и выясним

допустимые значения т] для них.

Пример 1. Пространство /р(р>1). Пусть х1 и л:2—два
дизъюнктных элемента из Р:

х\
~ (*1 » ?1 » • • •)> Х2~ (&2 ^2

2tf

Тогда числа l[L* и $Р не могут быть одновременно отличны от нуля

при одинаковых /, поэтому всегда | $ -}- ^} \р = 11{{} \р + j &P \р и

откуда видно, что

Tj==2— 2P

является допустимым т].
Очевидно, всё сказанное применимо и к конечномерному про-

странству /^.
Пример 2. Пространство I? (р > 1). Если хх и л:2

— дизъ-

юнктные его элементы, то соответствующие функции хх (t) и x%(t)
отличны от нуля на множествах ег и е2 без общих точек и потому

так что и в этом случае можно принять tq = 2 — 2?

так что если || хг || = || дг21| = 1 и || ^i
— х« || > е, то || хх + дг21|< 2 — С (е).

Легко видеть, что если /С£-линеал равномерно выпуклый, то он и квази-

равномерно выпуклый. Действительно, если *idjt2, то \\х\—jca I] =
ss || |xt-— x<i| Ц » III*il +1 ^2l II > II *i II = 1 и потому в качестве т\ можно

принять СA)
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Читатель без труда убедится в том, что пространства Мит —

также квазиравномерно выпуклые, с допустимым ?)=1, а простран-
ства L и / не являются таковыми.

Установим теперь следующее вспомогательное предложение о квази-

равномерно выпуклых пространствах.
3.33. Пусть X—рефлексивное квазиравномерно выпуклое про-

странство. Если /j и /2— два положительных дизъюнктных (^-ли-
нейных функционала на X, a ц— допустимое число, то

ИЛ1! + 1!Л11<B—ч)|1Л+/2И. D)
Доказательство. Так как ft и /2 дизъюнктны, а сопряжён-

ное пространство X* есть /С-пространство, то существует разложе-
ние его на компоненты Elt Е2: Х* — $(Е19 Е2) такие, что fx£Ev
/2 ££2. Каждая из этих компонент является нормированным про-
странством и потому имеются функционалы Fx в Ех и F2 в Е2 та-

кие, что

Л (Л)-ИЛИ; р2(/2)=Ш\; №Л=т\~1- E)

Распространим эти функционалы на всё Я*, положив

FiV)*=Fi(f)> Ъ(Л = Р*(Г)> если /=/'+/", f£Eu Г£Е2.

Очевидно, попрежнему будет Ц/7,!^!!^!^ 1. При этом Fx d F2,
так как эти функционалы отличны от нуля на дизъюнктных компо-

нентах A.29 гл. W).
Так как пространство X предположено рефлексивным, то все

функционалы в X* порождены элементами из X, т. е. в X найдутся
такие элементы хг и лг2, что

При этом в силу изоморфизма между X и X**, имеем:

И*111-11ЛИ=1; 11*211=11^11=1; *xdxr

Теперь

—чI1Л+/9Н.

Докажем ещё одно'вспомогательное предложение:

3.34. Если X—/fS-линеал и р
— его характеристика, то при

всех таких х, что лг>-0 и ||л:|| = 1, справедлива следующая оценка

для колебания/(л:) как функции от/ на области Q+ (где Qr состоит

из функционалов />О с ||/||= 1):

ш {х) = sup \f(x) —Л (х)| > 1 -о. F)
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Действительно, пусть a>(*) = a. Если а = 1, то утверждение

тривиально; считаем поэтому далее, что <х<1. Имеем:

1Л (*)-/(*) К*

при любых /, Л>0 с 11/11 = ||Л||= 1. Но Д можно выбрать так,

чтобы /1(л:)=1 (см. 2.22); тогда при произвольном / имеем:

откуда

/(*)>/i(*) —«=l—«. или

Поэтому, если положить л;== 1J^ , то для любого х' с ||х'|К; 1

имеем f(x) ;>1 >•/(*') или /(*— .х^^-О. Так как это верно
для любого /^©, то (см. 2.23) получаем, что

Следовательно, элемент л: превосходит все элементы единичной

сферы 5; $ир5<!л:; ||sup5||<;||jc|| и потому

р = ^ —=— = 1 — а,
II sup 51|

^

|| л: ||

ч. и тр. д.

Теперь переходим к изложению основной теоремы, устанавливаю-
щей необходимое условие распространимости операций.

3.36. Теорема о необходимом условии распростра-
нимости операций. Если для квазиравномерно выпуклого рефлек-
сивного пространства Хо с характеристикой о имеется допусти-
мое число т], большее р, то Хо не обладает свойством Е.

Доказательство. Пространство Хо можно рассматривать

(см. доказательство предложения 3.16) как подпространство про-
странства Mq ограниченных функций, определённых на Q, — отожде-

ствляя хо£Хо с функцией f(xo)=FXo(f).
Рассмотрим в Mq функцию

?СА = 11/+1Ы1/-Ц. G)

Имеем ||<р||=1. Это следует из того, что ||/+|К||/||= 1 (см. 2.86
гл. VII) и также [|/-||<;i, а потому |?(/)|<1 и

= sup|<p(/)|=l.
imi = i

Исключено, что ср£ДГ0, т. е. что ?(/) = /%,(/) =/(х0). Дей-

ствительно, в противном случае для х>в(||х|| = 1) мы, при/^О,
имели бы / (х0) = <?(/) = II/H ^*f(x), следовательно, по 2.23 хо^х.
Но тогда xo^snpS и та^ как ||хо|| = [|«|| =1, то оказалось бы,
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что характеристика для Хо равна р ^ 1 и допустимое t) > 1, что

невозможно (см. 3.31).
Примем теперь в качестве X множество элементов из MQ вида

Очебидно, XqCzXh при этом X существенно шире, чем Хо (ибо <? £ Xo).
Пространство Хо погружено в MQ и операция Ро, устанавливаю-

щая это соответствие х <—> Fx (Fx (f) ==/ (л:)), линейна и имеет норму,

равную 1. Мы покажем, что эта операция, переводящая Х**=Х0
в Хо, не может быть распространена на X с сохранением нормы.

Предположим противное, т. е. что такое распространение Римеется.

Тогда эта операция для элемента ао -}- Fx £ X должна иметь вид

и х0 =

При этом для любого х £Х0 \\х0—х\\ = ||Р(?— д:)|||||| ||р
||ср — х||/ а потому для любого /£Q (||/|| = 1) имеем

!£ II? —*Н. т- е-

(8)

Возьмём теперь любое ft£Q+c:Q. Существует элемент

с \\xt\\ =2 и такой, что

Действительно, в ^Yo имеется функционал F с \\F\\ =2 и такой, что

F(fl) = 2; но по рефлексивности пространства Хо он имеет вид

F(f) = FXi{f)> что и приводит к требуемому заключению. При этом

можем считать, что хг^О, так как этого можно было добиться,

заменяя xt на Х\ , ибо ||a:i Ц^Ц^Ц =2 и

Положим теперь <|< = о—Jf! и оценим ||<|*|| = ||»— ^Ц. Для
любого /> О имеем 0 </(^i)^2||/|| и потому

I Ф(/I = Ill/ll—/(*i)l*£H/l|.

Для произвольного /, используя установленное только что нера-

венство и 3.33, находим:

=B—

*) Может случиться, что /+ или /~ ^ Q. Тогда полагаем 6 (/+) =

6 (/")•

) Может случиться, что / или / ^ Q. Тогда по

6 (щги) 11/+ И» если /+ > О и 6 (/+) = 0 для /+ = О, Аналогичный смысл

6 (/)
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Но Цф|| = ||<р — хх\\ определяется как норма элемента простран-
ства Mq, а потому имеем:

- СГ (хг)-Г (хг)) - ]}supj (||/+1| -/+ (*,)) - (II/' II —Г (*х)) I

Отсюда, беря в левой части неравенства (8) х = х1 и f—fXi
получаем;

/i(*oJ*/i(*i)— I!? — ^||^2 —B— y)) = yj,

а беря в правой части неравенства (8) jc = О и опять /==/1э находим,
что Л(лг0)^ П<?11 =1. Итак,

1>Л(*о)>Ч. . (9)

Но вспоминая, что fx ^ Q+ произвольно, заключаем отсюда, что

х0 > О (так как yj>0). Отсюда же находим, что при любом f£Q

что даёт ||хо|| ^ 1.

Рассмотрим теперь элемент и = т^-. Очевидно, а > О, ||« || = 1.

Далее, пользуясь правой частью неравенства (9) и тем, что ||в|| = 1,
имеем:

Так как аналогичное неравенство будет выполнено и для /а£0+> то

Но на основании 3.34 имеем <о(#)>1—о, а потому заключаем,
что

В то же время по условию допустимое yj могло быть выбрано > р.
Тем самым мы приходим к противоречию.

Рассмотрим применение полученного необходимого условия к иссле-

дованию конкретных пространств.
i

Для пространств /^(р>1) имеем y)
= 2 — 2р, а р = 0, следова-

тельно условие Y] > р выполнено. Для пространства Лр числа yj и р

имеют те же самые значения. Поэтому получаем
3.36. Пространства F и Lp(p<l) не обладают свойством Ех

т, с. вообще говоря, не допускают распространения операций.
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Для конечномерных пространств/f, можем принять yj = 2— 2р

i^
и ряжп р. Неравенство t)>p примет вид

j_ i_
2— 2р >п р

и будет выполнено при достаточно больших п, в частности для р = 2,
начиная с п = 3. Таким образом, эти пространства не обладают

свойством Е. Можно показать, что пространства % не обладают
свойством Е и при любых п ^з 2. Укажем также без доказательства
тот факт, что пространства с аддитивной нормой, т. е. такие, что

ll*i4"*2II ==s 11*1 II + ll*2ll(*i» х2^О), содержащие не менее трёх
линейно независимых элементов, в частности L и /, не обладают
свойством Е.

§ 4. Распространение операций класса Н°

4.1. Непрерывность одного класса положительных операций.
Установим прежде всего следующую теорему, дающую достаточное

условие для непрерывности положительных операций.
4.11. Теорема. Пусть X—К-пространство и Хх— его под-

множество, представляющее собой К-линеал и мажорирующее X
и вместе с каждым элементом х содержащее х+ и х_ *). Пусть,
далее, в Хх определена операция U, отображающая его в регу-
лярное К-пространство Y,—аддитивная, положительная (U^O)
и удовлетворяющая следующему условию:

если хп^Х1 и хп\О в X, то и(хп)\О.

При этих предположениях операция U полностью {р)-непре-

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда

хп —-> О. При этом, не умаляя общности, можно предполагать, что

хп > О. Действительно, пусть для положительных хп утверждение

доказано. Тогда при любых хп% ввиду того, что | хп \ 1^1*. О, вместе

сд:Л0, будем иметь U(\xn\) 0+0, и так как | £/(*„) |<

<tf(l*J). то и U(xn)(*l О.
Положим теперь (для

О)

*) Из этого условия уже вытекает, что Xt — /f-линеал и что грани
любого конечного множества, вычисленные в Х\, совпадают с его гранями в X.

Например, для множества из двух элементов имеем: х^ \/ хг = + ( )
•**) Эта теорема обобщает предложение 2.44 гл. VII.
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Заметим, что уп непременно конечны, так как хю а вместе

с ней gn т ограничены некоторым элементом из Х> а потому,—так

как Хг мажорирует X, — и элементом хг£Хг и, следовательно*

Достаточно доказать, что у0 = О, ибо тогда, принимая во внима-

ние неравенство U(xn)^yn> будем иметь:

lim £/(*„) = О.
П->оо

Пусть у* — общий регулятор для предельных соотношений A),
определяющих уп и у0. Подберём тх < т2 < .. . {mn^n) так, чтобы

B)

Положим теперь

Si ==s§lt т*> g2 — Si, Шу
A g2, nhl • • • C)

Полученная последовательность— убывающая;

и lim gn = О, так как

И~»оо

gn<gutmn< SUp (XU9 Xn+V ...)•?-* О.

Поэтому, ввиду предположения, сделанного относительно U,

С другой стороны, мы имеем:

U(gn) = U(£U ш,
Л gtt ,щ д • • • Л gn, ш)>

шп
л ** ,„ л ... л gn, т)—и(g —

g )
П п П *

п
'

1

Переходя к пределу, получаем: О>-^0— sy*, откуда (ввиду произ-
вольности е) уо = О.
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Дадим два примера применения этой теоремы. Прежде всего

используем её для установления теоремы Хелли о предельном пере-
ходе в интегралах Стилтьеса.

4.12. Если xn(t)— непрерывные ограниченные в совокупности
функции в промежутке [я, Ь] и

где x(t) также непрерывна, a g(t) — функция ограниченного изме-

нения, то

ь ь

lim (xn(t)dg(t)^fx@dg(t).
a a

Для доказательства этого утверждения достаточно воспользоваться

предыдущей теоремой, принимая в ней

ъ

Xt = C; X=F0; U{x) = f x(t) dg(t),
a

где Fo— К-пространство ограниченных функций на промежутке [a,b\.
Все условия будут удовлетворены, в частности, если хп -> О в Fo
убывая, и хп непрерывны, то в силу известной теоремы Дини они

сходятся к нулю равномерно, а тогда, очевидно,

ь

llmU(xn)==lim f xn{t) dg{t) = 0.
oo n со

а

4.13. Пусть T— компактное метрическое пространство. Обозначим

через Ст пространство непрерывных функций x(t), определённых
на Г, с

Это пространство — /СВ-линеал, полный относительно ((?)-сходимости,
и содержится в /С-пространстве ограниченных функций Жу, заданных
на Т. Тогда условия слабой сходимости к О последовательности хп (t)
в пространстве Ст, т. е. необходимые и достаточные условия для того,
чтобы при любом функционале F в Ст было lim/7(^n) = 0, будут
следующие: л~>0°

2° lim xn(t)=Q при всех t£T.

Необходимость условий очевидна; условие 1° всегда необходимо

для слабой сходимости (см., например, 1.26 гл. X*), а для проверки

условия 2° достаточно рассмотреть функционал Ft (х) = х (t).

*) F(xn) при фиксированном п есть функционал от F, и его норма

равна II хп ||.
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Обратно, всякий (£)-линейный функционал в С? можно пред-

ставить как разность двух положительных B.84 гл. VII). Поэтому
достаточно рассмотреть положительный функционал F(x). Но для

убывающей последовательности функций xn(t), стремящейся к нулю,
в силу того, что в компактном пространстве она сходится равно-

мерно*), имеем /7(*я)->0, а тогда, согласно теореме 4.11, и для

всякой последовательности элементов хп£Ст, (о)-сходящейся к О, т. е.

удовлетворяющей условиям 1° и 2° (ср. условия (о)-сходимости
в пространстве всех вещественных функций — 2.35 гл. I, а также

предложение 1.27 d) гл. II, имеем:

4.2. Распространение положительной операции на замыкание
области её задания.

4.21. Теорема о распространении положительной

операции на замыкание области её задания. Пусть
X— К-пространство, а Хг = {z } его подмножество, представляю-
щее собой К-линеал, мажорирующее X и вместе с каждым эле-

ментом z содержащее z^ и г_. Пусть, далее, U—аддитивная
положительная операция, переводящая Х1 в регулярное К-простран-
ство Y, обладающая тем свойством, что если г(А)£Х и z(k)\O
в X, то U(zW)\0.

Тогда существует замкнутое подмножество X*i(X1aXlc:X)t
такое, что

a) X*i —замкнутый К-линеал в X.

b) U распространяется на X* с сохранением аддитивности^
положительности и (оо)-непрерывности; именно,

если х{к)£Х\ и x{k) il х в Ху то х£Х\ и U(x{k)) il U(x).

c) Xt содержит Хг—замыкание множества Хг или борелеву
надстройку над Хх {наименьшее {о)-замкнутое множество, содер-
жащее Хг; см. 2.43 гл. I).

d) Распространение операции U на множество х\ единственно.

Именно, если U возможно распространить на замкнутый К-линеал
X2(XldX2czX) с сохранением аддитивности и (оо)-непрерывности,
то значения полученной операции U2(x) в точках множества

Х2[\Х\ должны совпадать со значениями U.

Доказательство этой теоремы потребует некоторых предваритель-
ных построений и лемм. Именно, мы введём два класса элементов G

*) Действительно, в противном случае нашлись бы е>0, fk и як-> оо

такие, что хПк (tk) > e. Выбирая частичную сходящуюся последовательность

*1ц -* *> мы имели бы при любом п и всех достаточно больших /: хп (*ц{) >
> хп (tjc.) > е, а потому и хп @>е> вопреки предположению, что lim xn (f) = 0,
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и Я, содержащих Х1У и предварительно определим операцию U для

элементов этих классов.

4.22. Образуем множество G = { g] элементов вида

где гп£Хг и последовательное^ {zn} — возрастающая.
Через //обозначим множество элементов вида Л = —g, где g£G,

Очевидно, X1czGf\H.
4.23. а) Если g£G и л > 0, то Xgf G; если g£G и Х<0,

то Xg£H.
b) Если g\ g"£G, то

с) Если znfg и z'n/^gt то существуют

lim U(*n) = lim U(z'n).

Доказательство, а) Если znfg и Х>0, то ten/*kg и

потому Xg- £ G.
Если Л < 0, то Xg == — [(—X) g-] ^ Я, так как —X> 0 и (— k)g £ G.

b) Имеются zn, z'n^X1 такие, что гп / g\ znf g'. Тогда

^+4//+ /, 4Л z'n/g A g\ zn\J z'nfgM g\
откуда и следует требуемое утверждение.

c) Написанные пределы существуют, так как последовательности

U(zn) и U(zn)— возрастающие и их элементы не превосходят U(z0),
^£X

* (о)
Далее имеем zn

—zn—*©, а тогда по 4.11

lim U{zn)— lim U(z'n)= lim U(zn— ^) =

4.24. Согласно 4.23 с), lim U(zn) не зависит от выбора последо-

вательности {гп}, определяющей §• (-г'п/71^)- Этот предел мы и при-
мем за значение U(g). Очевидно, это определение не находится в про-

тиворечии с определением U на Хгс G. Положим также U(h) =
=— U(—К), если /*£#, пользуясь тем, что —h£G.

4.25. а) Если g\ g" ^ G, то

b) Если g" £ G, то

c) Если gf, g"£G и ^>^ то
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d) Если g£G, h£H, g>h, то

е) Если gW £ G, £<*) / g, то g £ G и

U(g) = \im
k

Доказательство, а) Пусть z'n/'g', z"n/* g . Тогда г„-J-z'n/
/g'+g" и

= lim U{г») + lim U{zn) = U (g) -J- U(g").
?7> »

b) Если X > 0 и гп / g, то kzn / \g и

lim U(\zn) = X lim U(zn)

Если a < 0, то hg£H и, по определению,

с) Если zn/g\ zn /g\ то zn V z'n / g V / = /, а потому

U(g) = lim С/(г; V 4» li ^ /

d) Пусть zn/g и zn\h. Имеем: *nOn V г'п = гп-\-(zn— zn)+;
но (^n— г„)+ -^ (A —g)+ = О. Поэтому

(zn — ^w)+) =

^—*n)+) =J^i/ (гп) = £/(^).

e) Построим г^} /* ^*(Л) (л -^ оо) и положим

гп = гл} V 4г2)V• • • V г{пК
Тогда

Л)
при

Отсюда ясно, что lim гп >g"^>, а потому zn / g^ следовательно,
«->оо

на основании с)

lim £/(£(*))< t/(g) = lim f/DTn)< lim
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4.26. Для любого элемента х£Х положим

77(*)= inf £/<£); U (x) = sup U(h). D)

Так как для каждого элемента х£Х имеются такие элементы

zr, z"£Xv что г'<;х<;z", то ясно, что множества элементов g

и А, участвующих в определении U{x) и U(x), не пусты и эти

последние конечны (^ U (г') и ^.U(z")).
Далее, на основании 4.25 d) ясно, что всегда

Обозначим через -Yi множество тех элементов х9 для которых
имеем здесь знак равенства, и положим для них, по определению,

Приведём следующий критерий принадлежности элемента х мно-

жеству х{.
4.27, Если x£Xt, то найдётся такой у*9 а ?атем для любого

s > 0 найдутся такие g и h, g£G, h£H, что

U{g)—U(h)<sy*; E)

обратно, если такой j;* найдётся для любого е > 0, то х £ Х\ и при
этом, если элементу таков, что U{ti)^y^U(g) при любом е>0
и соответствующем выборе g и h, то U(x)=y.

Доказательство. Пусть х^Х\. Благодаря регулярности^про-
странства Y из множеств элементов g и h, определяющих U(x)
и t/(^) (см. D)), мы можем выбрать счётные подмножества так, что

Если принять^ hn = Aj V ^2 V ... V Ал, g"n=ftAftA-..
то (так как £/(gv,)< inf U(gk), U(hn)^ sup £/(Ал)) будем

иметь:

lim U (gn) = Um i/ (A,',) = t/(x).
Л-Кхэ Л->оо

Обозначим через j>* общий регулятор сходимости для обоих

предельных переходов; тогда при любом е>0 и при достаточно
большом п будет

следовательно

Итак, наличие требуемого у* доказано.
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Обратно, если ^у*, а также g и А, удовлетворяющие указанным
условиям, имеются, то, очевидно,

U(h) < £/(х) < V (х) < U (g), U(x) — U (х) < U{g)— U{h)< гу%

и потому х£Х[ и U(х) = U(x) в* U(х); при этом, если элементу

таков, что U(g) ^y^U (А), то | U(x) —у | < ву* и потому
£/())у

4.28. а) Если х, х'£Хи то х-\-х' £Х* и

U(x + x') = U(x

b) Если x^Jffi, то —х£Х{ и

c) Если х £ Яь то )s

d) Если а', х' ^ Л* и х ^> х\ то

£/(х)>^(У).

e) Если х„6 A^i и хпу х (или хп~\х), то

g) Если х£Хи то лг+, х^, |a:|6^i.
Доказательство, а) По 4.27 найдутся у", у* и затем, по

любому е > 0, /г, h! £H, g, gf ^ О такие, что

«У

Но тогда

откуда следует, опять по 4.27, что x-+-^/^A'i. При этом так как

+ A/)<f/W+ i/(/)<i/( + ^/)» то должно быть

b) Если x£Xl, то по 4.26 имеем:

U(—A:)=sup C/(A) = — inf f/( — /*) = — inf
—

Л<х Ъ>х д>х

аналогичным образом U(—х) = —1/00> и так как 6/ (дг) = ^7(лг),
то U(—л:)= £/(—-л:), следовательно (—a:)^-Yj и U(—x)=—U(x).



§ 4] РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОПЕРАЦИЙ КЛАССА И°о 369

c) Если X > 0, то утверждение легко доказывается подобно а)
либо Ь), а случай Х<0 приводится к А>0 с помощью Ь).

d) Если л: ;>*:', то, очевидно,

£/(*)« sup £/(/*)> sup £/(ft) «£/(*').

е) Так как последовательность {хп} —возрастающая и ограничен-
ная (элементом из Хх), то существует

limU(xn)-y.
Ь-»О0

Нужно доказать, что х£Х* н

Дня каждого хп> согласно 4.27, существует свой регулятор у*\
но мы можем считать, что у* выбрано общим для всех хп> а также

пригодным в качестве регулятора сходимости для предельного пере-
хода U(xn)->y*). По е>0 для хп найдутся gn£Gt hn£H такие,

что

Положим

g{n) = g\ V g% V ••• Vg"n; §' = suPS'n
П

Тогда, очевидно, g^x. Далее, по выбору gt имеем:

U(gW) = U(gt)< U (дг,) +1 ^*.

Покажем по индукции, что и для любого п

Действительно,

•) Читатель легко может проверить, что общий регулятор существует,

повторив доказательство теоремы об общем регуляторе сходимости

A.25 гл. V).
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Переходя к пределу в доказанном неравенстве по л—>оо и

учитывая 4.25 е) и ещё что £/(g*(n))> U(xn), получаем:

С другой стороны, при достаточно большом п = п0 должно быть

А тогда, полагая А = Апо, имеем:

U(A) = U(К) > U(хщ) —±^у* >у- .у*.

Из полученных неравенств вытекает, что

Это показывает, что x£xl и

Случай хп\х сводится к предыдущему. Действительно, тогда

(— хп)/*(— х) и на основании уже доказанного

U(x) = — U(— x) «= — lim U ( — хп) = Iim U (хп).
91 -> ОО П -> ОО

f) Так как, очевидно, Хх с: Х\ (для л:^^ можно принять

g
= h = x), то из е) сразу вытекает, что GcXl и Нс:Х\.
g) Достаточно доказать, что л:+^ЛГ*. Подобрав для х£Х[ эле-

менты У, £, А в соответствии с 4.27, имеем, очевидно:

[так как g-+
— h+ <(^+ — A+)+ (A^ —gj = g— h). Отсюда сразу

получаем, что по 4.27

4.29. Остаётся убедиться в справедливости всех утверждений,
высказанных в теореме 4.21.

Очевидно, Xlz>Xv To обстоятельство, что Х\ есть линейное мно-

жество, следует из 4.28 а), Ь), с); то, что это АГ-линеал, — из 4.28 g).
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Тот факт, что Х\—замкнутое множество, следует из 4.28е). Опре-
делённая в нём операция U аддитивна D.28а), однородна D.28с)),
положительна D.28d)) и (оо)-непрерывна D.28е), так как для поло-

жительной операции достаточно рассмотреть случай монотонного пре-
дельного перехода D.11).

Остаётся установить единственность распространения. Пусть ^(л:)—
другая положительная операция класса #£, распространяющая О с Х1
на некоторое замкнутое множество Х2 (Х^Х^сХ).
Прежде всего, если g£Gy xn/g, хп^ХгаХ2, то мы должны

иметь g£X2 и Ux(g) = lim Ux{xn) = lim U(xn)=U(g). Таким же

образом, если Л£#, то h£X2 и f/j (А) = £/ (Л). Пусть теперь

x£X*i(\X2. Как мы видели выше при доказательстве предложе-
ния 4.27, можно найти такие монотонные последовательности g^G,

что

lim
'

Но мы должны иметь, в силу положительности операции Ux, неравен-
ства

откуда ясно, что Ut(x) = U(x).
4.3. Замечания и дополнения к предыдущей теореме.
4.31. Для любого х£Х*х можно указать также элементы х

5

B.43, гл. I), что

при этом элементы х\ х" могут быть взяты не выше второго класса

т. е. получаются из элементов множества Хг с помощью не более

чем двух предельных переходов.

Действительно, если рассмотреть построенные выше для \
элементы Л^£Я, gn£G такие, что

hn < х < gn; lim U{gn) = lim U{hn) = £/(*),

то, полагая x = lim hn, x = lim gn сразу получаем наше утвер-

ждение.

4.32. Условие, что множество Хх мажорирует А', можно в 4.21

отбросить. Разница будет в том, что множество х\ будет тогда

замкнутым в смысле ограниченной (о)-сходимости, точнее, если

хп £Х*и хп ^х и | хп | < дг0, х0 £Хи тол: ^ЛГ?. Операция U будет не-

прерывна в том же смысле, т. е* при указанных условиях U(xn) —► U(x).
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Для установления этого предложения достаточно построить вспо-

могательное пространство Х'сХ, состоящее из элементов простран-

ства X, ограниченных элементами множества Xv т. е. таких элемен-

тов х£Х, что |хК*о' гДе хо— некоторый элемент из Xv и при-
менить теорему 4.21 к этому пространству. Очевидно, (о)-сходимость
в X' будет именно ограниченная (о)-сходимость в X, что и приводит
к указанным выше изменениям в формулировке теоремы 4.21.

4.33. Теорема 4.21 остаётся справедливой и в том случае, если

X—/С-группа, в которой пятая аксиома /^-пространств выполнена в

полном объёме.

В доказательство не требуется вносить никаких изменений и нужно
лишь исключить пункты, связанные с проверкой свойств, относя-

щихся к умножению на скаляры.

4.34. Оказывается возможным также построить по данной операции U

пространство, подобное пространству L. Наметим это построение.

Пусть Q — максимальное расширение пространства X. Обозначим через

9J множество таких положительных элементов о/£й, которые представимы
в виде со' as lim * , хт €Х\, хп>О, х„У1 о/, lira U(х )< + оо, а также

П-»оо
п п п п

w->oo

элементов, представимых в виде ш = а^— и>'2> где Ц и и>2
— положительные

элементы из Q7.

Для положительных элементов ш ^ Q.' можно принять

У(ш)= lim U(xn),

причём легко проверить, что выбор определяющей последовательности хп,

удовлетворяющей поставленным выше условиям, не влияет на значение £/(о>).
Для неположительного о> б & положим UM = U Ы+) — U (<о ). Можно про-

странство У, в котором величина р(а>) = £/(|ш| ) может играть роль метри-
ческой функции, хотя она имеет значения, принадлежащие пространстзу К,
а не числовые. При этом будут соблюдены все условия 1—5, наложенные

на метрическую функцию в пп. 1.11 и 1.21 гл. VI, что позволяет установить,
что Q — регулярное пространство. Это пространство аналогично простран-
ству L суммируемых по Лебегу функций.

4.35. В теореме 4.21 устанавливается возможность распространения поло-
жительной операции U. Если операции U регулярна и её модуль £/* = | U\
монотонно непрерывен, то распространение U также возможно. Для этого

достаточно распространить операции U+ и U__ на некоторые множества

Х\ и Х*2* а тогда U будет распространено на множество х\ = Х\ f) %\
с сохранением (о)-непрерывности, причём такое распространение, во всяком

случае на множестве Хх, определяется единственным образом.

4.4. Применения к теории меры и интеграла. Мы покажем

сейчас, что установленные выше общие теоремы о распространении опе-

раций класса Н°о позволяют в применении к конкретным простран-
ствам легко получить основные факты теории интегралов Лебега и

Стилтьеса—Лебега, а также теории меры.
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4.41. Применим прежде всего теорему 4.21 к случаю, когда X
есть пространство всех ограниченных функций х \J;)9 заданных

в л-мерном эвклидовом пространстве 7={*} и отличных от нуля
каждая лишь на ограниченной части пространства, а Хг— подмно-

жество непрерывных функций из X. В качестве операции U примем

заданный на Хг функционал, равный интегралу Римана

Все условия теоремы будут удовлетворены. В частности, если

xn£Xv xn\O, то так как непрерывные функции xn{t) отличны

от нуля лишь на компактном подмножестве пространства Г, в силу
упоминавшейся уже теоремы Дини, функции xn(f) будут стремиться
к О равномерно, а в таком случае

lim F(xn)= lim f xn{t)dt=*O.
т

На основании доказанной теоремы функционал F(x) может быть

распространён на множество X* ф}нкций, включающее в себя все

ограниченные функции классификации Бэра, отличные от нуля на

ограниченной части пространства. Функции из множества АГ* можно

назвать измеримыми (L) и значение функционала F(x) принять для
них за значение интеграла

Легко убедиться в том, что это определение совпадает с обычным

определением интеграла Лебега (для ограниченных функций на огра-
ниченной части пространства). Прежде всего, из положительности,

аддитивности и (о)-непрерывности функционала (теорема 4.21), а также

его определения сразу вытекают следующие свойства интеграла:

1. Если x(t)—непрерывная функция, то интеграл Г x{t)dt совпа-

т

дает с её обычным интегралом Римана.

2. [ *(*)<#> 0, если *(/)>0.

3. f [X, хг (t)+ X^2 (ff\ dt = \v f Xi (t) dt+ X2 f x2 (t) dt.

T T T

4. Если lim xn(f) = x(t) и |*„@|<*о(О;• *0.х

и lim Гxn(t)dt= fx(t)dU
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5. Если xv Afg^A'b Гxx(t)dt=* Г x2(f)dt и д:1<аг<^2, то

т т

6. Если т = т(Й есть изометрическое преобразование простран-
ства Г, то

fx(z(t))dt=fx(t)dt
т ч

(это свойство получается на основании справедливости соответствую-
щего равенства для непрерывных функций).

На основании этих свойств убеждаемся сразу в том, что (по
свойству 4) ограниченные функции второго класса Бэра интегри-

руемы, а тогда по свойству 5 и всякая функция, интегрируемая
в смысле Лебега, должна войти в Х\. Проводя рассуждения в обрат-
ном порядке, убедимся в том, что всякая функция, принадлежащая Хг,
интегрируема по Лебегу.

Понятие интеграла может быть распространено далее обычным

образом на функции, неограниченные или отличные от нуля на не-

ограниченном множестве.

4.42. На основании построенного понятия интеграла может быть

введено и понятие меры. Ограниченное множество EczT будем
называть измеримым, если его характеристическая функция ®E{t)
принадлежит X*, и примем по определению

Тогда на основании свойств интеграла в применении к характе-
ристическим функциям легко проверяются основные свойства меры:

1. Положительность: тЕ^-0.
2. Абсолютная аддитивность: если Е = Е{ ЦЕ^Ц • • • и ^<Л£^ =

шшАAф])9 то mE=mEx-\-mE2-j- ...

3. тЕ = тЕ\ если Е и Е' конгруэнтны.
4. Если тЕ= 0 и Е'сЕ, то тЕ' — О.

5. mD=\, если D—единичный куб пространства.
На основании определения меры и перечисленных свойств её

легко установить тождественность этой меры с мероопределением

Лебега. Действительно, если Е— конечная система интервалов, то,

аппроксимируя ?^@ непрерывными функциями, легко убеждаемся
в том, что тЕ равна сумме объёмов (мер) интервалов. Отсюда, по

аддитивности, находим, что и мера любого открытого множества

равна сумме объёмов интервалов, из которых оно может быть

составлено. После этого легко перейти уже к случаю любых изме-

римых множеств.
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4.43* Рассмотрим теперь случай, когда Ф(/)—- положительная
аддитивная функция интервала / эвклидова пространства Т. В одно-

мерном случае, например, Ф(/) = Ф((«, §))=*g($)—g(a)9 где g
—

неубывающая функция. Тогда для всех непрерывных функций, отлич-

ных от нуля на ограниченных подмнЬжествах пространства Т, опре-
делён интеграл Стилтьеса:

Покажем, что для всех ограниченных (В)-множеств может быть

определена абсолютно аддитивная функция Ф(г) такая, что для непре-

рывных функций значение интеграла Радона

т т

Это— известная теорема Радона о распространении функции
интервала.

Для доказательства её достаточно к функционалу F (х) применить

теорему о распространении 4.21, все условия которой соблюдены.
На основании её можно считать этот функционал определённым во

всяком случае для всех ограниченных бэровских функций, отличных

от нуля на ограниченной части пространства, и при этом положи-

тельным и (о)-непрерывным. Но такой функционал, как известно

(см. 2.17 гл. VIII, замечание), выражается интегралом Радона

гдеФ(е)—абсолютно аддитивная функция. Это и приводит сразу
к заключению теоремы Радона.

4.5. Распространение функций множества. В качестве ещё

одного применения теоремы 4.21 получим следующую известную
теорему о распространении функций множества.

4 51. Пусть К—некоторое кольцо подмножеств *) множества Е

и Ф(е)—^положительная и абсолютно аддитивная функция множества
со

(т. е. если еп £ /С, ех z>£2z>..., П еп = Л,то Ф (еп) ~* 0), определённая

для всех е£К. Тогда Ф может быть распространена на борелеву
надстройку В (К) над классом К с сохранением положительности и

абсолютной аддитивности.

Доказательство. Воспользуемся теоремой распространения
4.21, приняв за X множество всех функций, заданных на Е и

*) Кольцом множеств называется множество множеств, включающее
вместе с каждыми двумя множествами их сумму и пересечение.
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принимающих целочисленные значения, а за Хг — совокупность функций
п

вида х(t) — 2'<?* (О» где ** € #> '« —целые, а ?#@ обозначает харак-

теристическую функцию множества *?. Определим ещё U{x) в ЛГ1}
положив

Тогда будут соблюдены все условия замечания 4.33 к теореме 4.21

и, применяя её, придём сразу к требуемому результату.

§ 5. Проблема моментов

5.1. Постановка проблемы. Классическая проблема моментов

состоит в разыскании функции g, монотонной или ограниченного

изменения, удовлетворяющей условиям

H (k = 0, I, 2,...). О)

и характеризации последовательности {(*&}, для которой эта задача

разрешима. Проблема моментов может ставиться также как вопрос

о разыскании суммируемой функции ср (t), .удовлетворяющей условиям

H (£ = 0, 1, 2...), B)

причём на функцию ср(О могут накладываться те или иные дополни-

тельные условия, например, ср £ I? (р > 1) или vrai max I 9 (О I < + °°-

В частности, если функция g(f) разыскивается монотонная или функ-
ция <р(*) — неотрицательная, то говорят о положительной проблеме
моментов.

Наконец, можно ставить проблему моментов и многомерную
(например, двумерную); в этом случае речь идёт о разыскании
в области G функции множества Ф(е) или соответственно суммируе-
мой функции двух переменных o(t, s) удовлетворяющей условиям

[ Aа)
Ъ

или соответственно

ftW<?(t, $)dtds^n^h Ba)
G

где {\*4tti}jtti=Qt 1,2,...—заданная система чисел.
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Проблема моментов рассматривалась П. Л. Чебышевым, А. А. Мар-

ковым, Стилтьесом и другими.
Если рассматривать проблему моментов в случае конечного

интервала и поставить даже более общую проблему о нахождении

функции g (f) из условий
ь

|Ц. C)

где xk{f)— данные непрерывные функции, то её можно считать

частным случаем следующей задачи функционального анализа:

Найти линейный функционал F в пространстве Е, принимаю-
щий заданные значения рк на элементах xk:

Р(хк)-к. D)

Действительно, если принять во внимание общий вид линейного

функционала в С D.11 гл. VIII), то ясно, что нахождение функцио-
нала F для случая Е = С равносильно нахождению функции g из

условий C). Таким же образом нахождение <?£LP или почти всюду
ограниченной из условий

ъ

ftfc E)

равносильно нахождению линейного функционала в Lq (—[—=1),
соответственно в L, решающего ту же задачу D).

К последней задаче могут быть применены общие предложения
о функционалах в линейных нормированных пространствах, что при-

водит, как к следствию, к некоторым результатам для общей

проблемы моментов в случае конечного интервала. С другой сто-

роны, применяя теоремы о распространении операций класса Н%,
можно получить ряд результатов для положительной проблемы
моментов в случае конечного и бесконечного интервалов.

5.2. Применение теорем функционального анализа к общей
проблеме моментов для конечного интервала. Прежде всего мы

можем получить единственность решения классической (степенной)
проблемы моментов и условия единственности общей проблемы.

6.21. Необходимым и достаточным условием для единственности

решения проблемы моментов C) (соответственно E) для случаев

<?£LP и ®£М), есть фундаментальность системы функций {xk(t)}
в С (соответственно в Lq (—|— — О или В ^)> Т« е- требование,
чтобы каждая функция x(t) в этих пространствах представлялась
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как предел сходящейся (в смысле сходимости в данном пространстве)
последовательности линейных комбинаций функций хк.

Действительно, общая проблема D) имеет единственное решение

в том случае, когда функционал F, равный 0 на элементах {хк}*
непременно равен О тождественно, т. е. когда множество {х%} то-

тально; но для последнего необходимо и достаточно, чтобы оно

было фундаментальным A.42).
Так как множество степеней {#}, 6 = 0, 1» 2,..., фундамен-

тально и в С, и в Iе и в L, то отсюда получаем
5.22. Если решение проблемы моментов A) с q£V или B)

с <?£Lp(p>l) либо <р£М существует, то оно единственно.

Далее, в 1.31 было по существу дано необходимое и достаточ-

ное условие существования решения для общей проблемы D). Его
можно переформулировать для каждой из частных проблем, напри-

мер для Е = С и E = Lq; получаем
5.23. Для существования функции g£ V, решающей проблему C),

необходимо и достаточно существование такого Му чтобы

<iW max

при произвольных h4.

5.24. Для существования функции <р£1*Ч/?> 1), решающей про-

блему D), необходимо и достаточно существование такого М, чтобы

Наконец, специально для степенной проблемы моментов A) при-
ведём более конкретный критерий разрешимости.

5.25. Теорема (Ф. Хаусдорф). Для того чтобы проблема A)
(a=0, b=l) имела решение

—функцию g ограниченного изме-

ненияf необходимо и достаточно, чтобы числа jii удовлетворяли
условию

где A°|i^ = |&^; Aw'blji^ = AwjAfc— A^ji^+i и, следовательно,
т

= 2ctt(—l)Vfc+»* ^Ptf ^/иол varg*^Af.

Необходимость. Пусть проблема момента* имеет решение,

т. е. в С существует функционал F, удовлетворяющий условию
1

о
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Тогда Р(#+1) = |1Л+1 и поэтому

и аналогично

Отсюда, полагая 6Л=* sign Aw-fc|ifc, имеем:

*

| а—»л | = S e,rfA--V* - 2 екс*
ЬО fc«0

Достаточность. Пусть условие выполнено. Рассмотрим мно-

гочлены С. Н. Бернштейна для функции x(t):

Вп(х, t) =

Строим функционал F, по определению полагая F (tk) = ръ и в co-
rn

ответствии с этим, если Р (t) = 2 а/Л т0

Тогда, как выше,

Отсюда

^D) с - 1>"-*дя-кн* I < 2c* Ix (I) I |д<"~*^ < Mi
A0
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В частности, воспользуемся этим фактом для случая, когда

х (/) «« р (t) — некоторый многочлен, скажем, степени т. В таком

случае Вп(Рл t) — также многочлен степени <!т*).
При этом так как при п ->оо Вп (Р, t)-> P (t) равномерно **), то и

коэффициенты многочлена Bn(P, t) при п ->оо стремятся к коэффи-
циентам многочлена Р(£), а потому на основании определения функ-
ционала F имеем:

(n(P, f))y
П->ОО

что позволяет произвести предельный переход в полученном ранее

неравенстве и даёт

Последнее неравенство показывает, что функционал F9 опреде-
лённый на множестве многочленов, имеет норму <; М. Поэтому он

продолжим на всё С с той же нормой. Но в таком случае функцио-
нал Fy по общей теореме о представлении функционалов в С (ср. 4.11

гл. VIII), представим в виде

1

F (х) = fx (t) dg (t) (var g< M).

*) Тот факт, что если Р (t) — многочлен степени т, то Вп (Pf t) — много-

член степени < /га, устанавливается, например, так.

Дифференцируя выражение Вп(Р, t) и заменяя затем в первой части

суммы индекс суммирования k на k +1, получаем:

п

Аналогично, по индукции получим, что

В« (Л /) = я(я—1) •.. (*-*+

Из этого выражения видно, что если Р—многочлен степени /га, то, так как

для него {т -f 1)-я разность Д^+i /> Г - j = 0, (т + 1)-я производная его

многочлена Бернштейна B^w+1)(/> *)=0 и, следовательно, БЛ (/>,/) —мно-
гочлен степени <[/я.

�•) См. И, П. Н а т а н с о н [2], стр. 23,
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Тогда, в частности,

5.3. Положительная проблема моментов. Применение теории
операций в полуупорядоченных пространствах позволяет с лёгкостью

получить классические теоремы, относящиеся к так называемой поло-

жительной проблеме моментов. Их мы получим, установив предва-
рительно одну общую теорему, относящуюся к этой задаче и рас-

сматривающую сразу многомерный случай (формулировка дана для

случая плоскости).

6.31. Теорема, Для того чтобы существовала вполне адди-

тивная положительная функция Ф(г), удовлетворяющая условию:
Ф(г) = 0, если £f|6 = A, т. е. спектр которой расположен в дан-

ном замкнутом множестве G, и такая, что

J
—оо —оо

необходимо и достаточно, чтобы для всякого многочлена

ha

не отрицательного в G, было

1}) %ы\к,1>
kfl

Необходимость. Умножая неравенство Р(s, *)]>0 на

и интегрируя, находим сразу:

Достаточность. Возьмём в качестве пространства А'множе-
ство функций х (s, t)y опрэделённых на G и не превосходящих каж-

дая некоторого многочлена \x(s> /)|<P(^, t); легко проверить,

что это /С-пространство. Через Хг обозначим множество самих мно-

гочленов и через Хс— всех непрерывных на G функций из X.

Хс— /С-линеал и ^—линейное подмножество его. Если х — много-

член:

1>
л, i

ТО ПОЛОЖИМ

(т. е. в разложении х по степеням iksl заменяется на
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Тогда/—аддитивный положительный функционал, определённый
на линейном множестве Xv На основании теоремы 2.13 он может

быть распространён с сохранением этих свойств на /(-линеал Хс.
На Хс он обладает непрерывностью, т. е. если хп (t, s) -> 0 убывая,
то f{xn)-+0.

Действительно, имеем xt (t> s)< Рг (t, s), где Pt(t, s) — много-

член. Положим

Ро(Ь*)*=Ргу9 s)(?* +fi)

и, взяв произвольное е > 0, подберём такое т, чтобы

Так как хп (t, s) -> 0 убывая, то в общей части множества О и круга

s*-\-fi*Ctn* сходимость будет равномерной и потому xn(t, $)<>
при n^N. Тогда при n^N на всём множестве О

и, так как функционал / положителен,

откуда и ясно, что / (хп) —► 0.

Далее, так как Хс— АГ-линеал и соблюдены условия теоремы

4.21, то функционал/(л:) можно распространить на множество Хх>
содержащее все измеримые (JB) функции из X. После этого, если е

обозначает множество, измеримое (j3), и<ре —его характеристическую
функцию, то полагая

получим абсолютно аддитивную функцию множества, удовлетворяю-
щую условиям теоремы.

Ясно, что Ф (е) = 0, если 4 П О = А-
На основании теоремы об интегральном представлении операций

A.33 гл. VIII, ср. также 2.17 гл. VIII), заключаем, что

*) Впрочем, в этом легко убедиться и непосредственно. Если х £ X, >,
то, составляя сумму Радона для этой функции при разбиении 0 = /0</i<...,

п

i—li < X и полагая et =$(/<< х (s, t) < /*+1), имеем У k ф (*i) =
^0
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В частности, используя доказанное равенство для функций tksl,
находим:

ч. и тр. д.

5.32. Теорема. Для того чтобы существовала монотонная

функция, решающая проблему моментов

+ 00

необходимо и достаточно, чтрбы при любом п квадратичная
форма

была неотрицательна) или, что то же самое, чтобы были неотри-
цательны определители

=о п == 0, 1, 2, ...

Доказательство. По теореме 5.31, чтобы проблема момен-

тов была разрешима» нужно, чтобы для всякого многочлена P{f),
не отрицательного на (— со, -+-оо), было Я({})>0

Поэтому, если Q(f)«2a^-—произвольный многочлен, то, пола-
0

п

гая P(t) = Q2(t) = ^ афр+э^ мы должны иметь

40

что доказывает необходимость условия теоремы.

=/B blei) < /W- Поэтому также конечна V ^ф (^<) < / {*)• С другой

со

стороны, 2 (^+1— ^)Ф(^Х^Ф(^)« Отсюда легко заключить, что обе

суммы Радона сходятся к f(x)> т. е. J x(s, t)d<b(e)—f{x).
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Обратно, если неотрицательность форм дана, то так как всякий

многочлен P{f)% не отрицательный в (—оо, -j-°°)> может быть

представлен в виде

я(О=J $(*)*)>

т

имеем для него Р({ц}) = 2Qj2({p})>-0. В таком случае по теореме

5.31 проблема моментов разрешима, т. е.

где Ф(е)— абсолютно аддитивная функция множества. Однако, по-

скольку функция tlc непрерывна, интеграл Радона может быть заме-

нён интегралом Стилтьеса B.18 гл. VIII), что и приводит к утвер-
ждению теоремы.

б.ЗЗ. Теорема. Необходимое и достаточное условие разреши-
мости положительной проблемы моментов Стилтьеса

ft, (я = 0, 1, 2, ...)
о

есть неотрицательность форм
п п

и 2 Pi+j+i*i*j- (б)
ij0

Необходимость условия вытекает из того, что, поскольку мно-

гочлены

Р @- Q"@ = (S ««'О" =%**?*' и %
не отрицательны в @, + оо), должны быть неотрицательны и формы

п п

= 2 ^+/i<«j и Pt ({ц}) = 2
ij0 ij

*) Возможность представления многочлена P(Q в указанной форме видна

сразу из рассмотрения его разложения на множители, которое имеет вид

к i к i

так как вследствие неотрицательности многочлена все вещественные корни
его — чётной кратности.

Можно доказать, что здесь, так же как и в рассмотренном ниже случае,
можно было бы получить представление только с двумя слагаемыми.
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Обратно, так как каждый многочлен P(f), не отрицательный
в @, + °°)» представим в виде

то из предположенной неотрицательности форм F) следует, что

РЦРк}}^-®- А тогда опять заключаем на основании теоремы 5.31,
что проблема моментов разрешима.

5.4. Положительная проблема моментов для конечного интервала.
5.41. Теорема. Для того чтобы существовала монотонно

возрастающая функция g (/), решающая проблему

P* (*=0, 1, 2, ...),

необходимо и достаточно, чтобы при любых т и k было

Необходимость. Очевидно,

i
1

Достаточность. Пусть Р (/) ^ 0 в промежутке @, 1). Для
многочлена Бернштейна, составленного для Р (/), имеем:

вар, Ы)

Переходя к пределу при п -> оо и принимая во внимание, что при

этом коэффициенты многочлена Вп(Р, t) стремятся к соответствую-
щим коэффициентам многочлена P(t), имеем:

*) Возможность такого представления следует из того, что положитель-

ные вещественные корни многочлена P(t) непременно должны быть крат-
ными, а потому его разложение на множители имеет вид

Р @ = Л П (t + а{) П (/ - h?И Ш~ РЛK + Ь\] {ait Bf. > 0),

откуда, раскрывая произведения и квадратные скобки, приходим к требуе-
мому заключению.
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Поэтому на основании теоремы 5.31 заключаем, что проблема момен-

тов имеет решение — функцию Ф(е); но опять, так как множитель**

непрерывен, интеграл Радона можем заменить интегралом Стилтьеса

по соответствующей функции g(f).
6.42. Отметим, что также на основании теоремы 5.31 и таким же

образом устанавливается двумерный аналог теоремы 5.41, состоящий
в том, что для существования положительной аддитивной функции
интервала Ф(е)у удовлетворяющей условиям

1 1

о О

необходимо и достаточно, чтобы Дт» пр^ г ^ 0.
5.43. На основании теоремы 5.41 легко также дать критерий

существования решения проблемы моментов B) с ограниченной изме-

римой функцией 0^.<?(t)^M. Для этого необходимо и достаточно,

чтобы, кроме условия Awji(^ ^> 0, выполнялось условие

^ =М.\-2... т

(*=0, 1, 2, ... ; m==l, 2, ...)•

Необходимость условия вытекает из того, что если решение

имеется, то должно быть

1 1

д»р(*) _ Г р A — f)m <? G) dt^M Г ^A —t)m dt — A/Aw

о о

1

так как для срG)=1 момент jjl^==.
Достаточность. Первое из условий обеспечивает существо-

вание решения проблемы в виде

о

При этом, так как проблема со значениями моментов w—

имеет, очевидно, решением функцию gi(t) = Mt—g(t), но, с другой
стороны, в силу второго условия, её решение должно быть поло-

жительно, то по единственности заключаем, что именно решение gx (t)
должно быть монотонной функцией. Это показывает, что функция g (t)
удовлетворяет условию Липшица, а тогда g'(t)=*<p(t)— ограничен-
ная измеримая функция и интеграл Стилтьеса может быть превра-
щен в интеграл Лебега:



ГЛАВА X

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЙ

В теории линейных операций в нормированных пространствах и

применениях этой теории к анализу весьма важное значение имеют

теоремы о последовательностях линейных операций, в особенности,
теорема С. Банаха об ограниченности норм всюду сходящейся после-

довательности операций и теорема Банаха— Штейнгауза, дающая необ-

ходимые и достаточные условия сходимости. В этой главе доказы-

ваются теоремы о последовательностях линейных операций в полу-
упорядоченных пространствах, в частности, аналогичные названным,
а также даются некоторые их применения.

§ 1. Общие теоремы о сходимости последовательности

операций

1.1. Ограниченные последовательности операций. Будем пред-
полагать здесь и повсюду в этом параграфе, где не указан специально

тип пространств, что X и Y— регулярные /(-пространства.

1.11. Последовательность операций {Un} класса Н\(Н°0) будем
называть (^-ограниченной (^-ограниченной), если при (^-аннули-
руемости (соответственно (о)-аннулируемости) множества Е а X таким

00

же будет и соединение его образов U Un(E) *).

1.12. Замечание. Если X и Y— /СЯ-пространства, то после-

довательность операций {Un} класса Щ= И\ (^-ограничена, если

ограничена последовательность их норм {||£/|1ь} (см. 2.45с) гл. VI

и 2,24 гл. VII).
Можно установить следующее предложение.
1.13. Для того чтобы операции Un образовывали (/)-ограничен-

ную ((о)-ограниченную) последовательность, необходимо и достаточно,

чтобы они были равностепенно непрерывны в точке х — 0. Точнее

говоря, чтобы при х ^ О (хк -^ О) мы имели Unk (xk) -^ О

"""■*©), каковы бы ни были натуральные пк.

*) Определения (/)- и (о)-аннулируемости — см. 3.11 гл. V.
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Доказательство. Проведём рассуждение для случая (^-огра-
ниченности, в случае (о)-ограниченности оно лишь упрощается.

Необходимость. Докажем, что если хк
-—� О, то Un]i (хк) —* О.

Выберем частичную последовательность хк.—►© и подберём множи-

(о)
3

тели л^. —> со так, что ijXkj—►© A.22 гл. V). Так как последова-

тельность {Un} (/)-ограничена и множество {kjXjcA ограничено, то

множество [Un (bjXkj)} (/)-аннулируемо. А тогда, поскольку у-
-> О,

имеем Un (xkj)—»-О. Итак, из последовательности {Unk(xk)} можно

выбрать частичную, (/)-сходящуюся к О. То же самое было бы воз-

можно и по отношению к любой её подпоследовательности, поэтому

и сама последовательность ип (хк) —* О.

Достаточность, Пусть Е с X—(/)-аннулируемое множество.
со

Нужно показать, что множество U ^п(Е) будет (/)-аннулируемо.
П 1П= 1

Возьмём последовательность его элементов Unk(xk), xk£E. Для

любых рк -> 0 имеем pkUnk (хк) = Unk (ркхк) —* О, так как ркхк —> О

и операции Un равностепенно непрерывны при х = О. Ввиду произ-
вольности чисел ^-^0 это и доказывает (^-аннулируемость мно-

жества U Un{E).
п

1.14. Замечание. Отметим, что множество операций {U} будет, оче-

видно, (о)-ограничено, если оно ограничено как множество в пространстве

регулярных операций #г(а ИгаН°0 по теореме 2 42 гл. VII), иначе говоря,

если имеется такая операция U*£ Hr, что для любой операции множества { U}
имеем:

\U(x)\^U*{x) при *>©.

Это условие, однако, лишь достаточно, но не необходимо. Например последо-

вательность функционалов в A2:/W(jf)=* Г Y7ie-ntx{t) dt будет (о)-огра-

о
ничена, не будучи ограничена в пространстве регулярных фукционалов, в дан-
ном случае изоморфном ZA

Отметим попутно, что, как легко проверить, пользуясь предложением
1.26 гл. VII и регулярностью пространства Y, если операции V регулярны,
множество {U} и множество {\U\} будут (о)-ограничены одновременно.

1.2» Условие (^-ограниченности последовательности операций.
1.21. Теорема. Для того чтобы последовательность опера-

ций {(Jn) класса Н\была ^-ограничена, необходимо и достаточно,
чтобы при каждом х£Хмножество [Un{x)} было (tyаннулируемо.

Доказательство. Необходимость условия очевидна, достаточ-

ность докажем, пользуясь известным методом Лебега. Пусть после-
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довательность {(Jn) не (t)-ограничена. Тогда найдутся хк £X и целые пк

такие, что последовательность {хк\ (/)-аннулируема, a {Un (xk)} не

(/)-аннулируема. Благодаря последнему существуют такие 1Ч->0, что

не будут iltO при к-+оо.

Можем считать [лл>0. Положим Vk=Y\i^Un . Тогда для всякого

Vk(x)J-L О, но попрежнему последовательность {Vk} не

(/)-ограничена, а именно, найдётся такая последовательность xk-^lO,
что Vk (хк) не -i-L О (достаточно взять хк = Y^k xk).

Можем считать, что и для всякой частичной последовательности

Vki(xki) не будет -^1 О, так как, если это условие не выполняется

для всей последовательности, то оно непременно выполнено для не-

которой подпоследова!ельности, ибо в противном случае вся после-

довательность (t)-стремилась бы к нулю.
Переходя к частичной последовательности индексов к и ту можно

добиться того, чтобы:

(см. 1.27 гл. V), а также, согласно сказанному выше, €сля только

от (^-сходимости перейти к (oV сходимости на основании 2.36 гл. I;

2) Vm(xkI^0 при /#->оо для всех к и

3) Vm(xk)^O при к -» со при всех т.

Благодаря этому найдётся такой у* (регулятор сходимости), что

| Vm(хк) | ^еу* при т^М(е, к) и | Vw (лг^.)|^sy* при А!>/С(е, т).
Примем теперь кх = 1 и, считая, что Alf ...,ftf-.1 определены,

подберём kf так, чтобы

оо

Выбрав так номера ки . .., k^v ki% ki+v ..., положим •*= 2
Тогда

*

1^и потому, так как Vki(xki) не -1Я О, то и Vk.{x) не-1^.0, вопреки

вышесказанному.
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1.22. Если X—пространство типа (В), а К —регулярное /С-про-
странство и {Un) — последовательность операций класса Я*, то для

того чтобы она была {/)-ограничена, т. е. чтобы множество U Un(S),
п

где S— единичная сфера (х £5, если ||*|К1), было (^-аннули-
руемым, необходимо и достаточно, чтобы при каждом х£Х мно-

жество { Un {х) ) было (t)-аннулируемо.
Доказательство проводится совершенно аналогично предыдущему,

с тем единственным отличием, что вместо (£)• аннулируемости и (*)-схо-
димости в X нужно говорить об ограниченности по норме и, соот-

ветственно, (Ь)-сходимости, а условие 1) нужно заменить на

1а) 2П**11< + °°-

1.23. Замечание 1. Если <Y—регулярное /(-пространство и У—

типа (В), то теорема, аналогичная 1.21, верна и для операций класса Ньг.
1.24. Замечание 2. Для случая (о)-ограниченности теорема,

аналогичная теореме 1.21, вообще говоря, не верна. Она верна

(и тривиальна), если операции Un положительны, а X— ^-про-
странство.

1.26. В случае, когда X—пространство типа (В), a Y— /СВ-про-
странство, из 1.22 следует, что если при каждом х£Х последова-

тельность {||i/w(^)||} ограничена, то последовательность операций
{Un) @-ограничена, следовательно, ограничены их нормы A.12):

\Шъ<К.
То же утверждение остаётся верным и может быть доказано анало-

гичным рассуждением и в случае, если Y—произвольное линейное

нормированное пространство и Un— линейные операции класса Я£.
Это— известная теорема С. Банаха.

1.26. Отметим также, что если X—пространство типа (В), а/те(д:) —
последовательность линейных функционалов, которая ограничена при
каждом дг^АГ, то из 1.25 следует, что нормы этих функционалов
ограничены в совокупности.

1.3. Теоремы о линейности предельной операции*
1.31. Теорема о линейности предельной операции.

Если последовательность операций Un (x) класса Щ (t)-cxo~
дится в каждой точке:

(O-lim Un(x)=U(x\
П->СО

то и предельная операция U(x) — класса Н[.
Доказательство. Последовательность {Un {x)} (^-сходится

в каждой точке, а потому (t)-аннулируема при каждом х, а в таком

случае, по теореме 1.21, последовательность {Un} будет (/^ограни-
чена; следовательно, по теореме 1.13 операции Un равностепенно
непрерывны при *=«©,
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Для того чтобы установить принадлежность операции U к классу Wu
нужно показать, что она переводит (^-аннулируемое множество

в (/)-аннулируемое B.21 гл. VII).
Пусть {хп}— (/)-аннулируемая последовательность; покажем, что

и {U(xn)) (О-аннулируема, т. е. lnU(хп) Jfi О при Хл-+0.
Имеем Uk(xn) -21 U(xn) при каждом л, а переходя к частич-

Л-»оо

ной последовательности B.36 гл. I), получаем:

(о), lim UjH(xn)^U(xn).

Обозначим через у* общий регулятор для этой последовательности

предельных переходов. Тогда мы можем подобрать in для каждого п

так, чтобы

\Ukin(xn)-U(xn)\<y*
или

откуда видно, что написанная в скобках разность -^1 О при/г->оо.
С другой стороны, так как \пхп ifl О и операции Uk равностепенно

непрерывны при х = О, то

А тогда и knU(xJ^O, ч. и тр. д.

1.32. Если (о)-ограниченная последовательность операций Un(x)
класса Н°о (/)-сходится в каждой точке, то предельная операция также

принадлежит классу Н°о.
Здесь равностепенная непрерывность операции Un вытекает из

(о)-ограниченности, которая дача по условию, а дальнейшее рас-

суждение то же, что и в доказательстве предыдущей теоремы.
Если X и Y—/^-пространства, то предложение 1.32 может быть

переформулировано следующим образом.
1.33. Пусть последовательность операций U%^lia() (/)-сходится

в каждой точке х^Х. Если для любого ограниченного множества

ЕаХ

p = sup sup \\ип(хг), .
.., Un(xk)\\< оо,

то предельная операция принадлежит классу Н1^
Доказательство. Пусть U (jc) = (^)-lim Un (х) при всех х ^ X.

Покажем, что для любого ограниченного множества Е^Х его образ
U(E) тоже ограничен B.32 гл. VII).

Пусть Е ограничено, хи..., Хь£Е, По непрерывности нормы

группы AД2 гл. VI; норма группу
— частный случай метрической
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функции группы, а (^-непрерывность нормы вытекает из ее (о)-
непрерывности, как для функции с числовыми значениями)

откуда и следует ограниченность U{E) B.45 b) гл. VI).
1.34. Если X—пространство типа (J3), а {/п} — последователь-

ность (£)-линейных функционалов в Х> сходящаяся при каждом х£Х:
fn(x)->f(x), то/—также (й)-линейный функционал в X.

Доказательство. По 1.26 нормы функционалов /п в сово-

купности ограничены: \\fn\\^K, а тогда

Аналогичное утверждение имеет место и для операций класса //£,
если Y— произвольное линейное нормированное пространство

(см. 1.25).
1.4. Условия сходимости последовательности операций. Здесь

мы дадим в нескольких вариантах условия сходимости последова-

тельности линейных операций (достаточные, а также необходимые
и достаточные). Среди них наиболее существенно 1.42. Предложе-
ние 1.47 представляет собой по существу теорему Банаха— Штейн-

гауза, упоминавшуюся во введении к этой главе.

1.41. Пусть Y—К-пространство, полное относительно (/)-сходи-
мости *), и пусть {Un}—(^-ограниченная последовательность опе-

раций класса Щ, которая (/)-сходится на некотором множестве Z),

плотном в X. Тогда последовательность {Un(x)\ (/)-сходится
всюду в X.

Доказательство. В силу полноты пространства Y достаточно

показать, что если pt -> со и qi -> со, то [Upi (х) — Uqi (x)]^L О.

Очевидно, достаточно показать, что это последнее соотношение вы-

полняется для некоторой частичной последовательности индексов

ijj -> оо.

Возьмём хп—►л;, xn£D. Подберём лп-»сс такие, чтобы

К(хп—х)^-О. Так как UpXxn) .|^ U(xn) и Uq. (хп) гД Ц{х)

при всех п, то с помощью замены последовательности индексов /

на частичную можно достигнуть того B.36 гл. I), чтобы для всех п

существовали (о)-пределы

(o)-lim UPi(xn) = (o)-\im Uqi(xv) =*U(xn).

¥) Мы имеем в виду здесь полноту в следующем смысле: если для

любых/?г-->оо и gi~>oo будет (Ур,— Уд.)—*-°' то последовательность

(/)-сходится к некоторому у.
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Тогда найдётся такой у\ что | Up.(xn) — U(xn) | < гу* и

\Uqi(xn) —U(xn)\<sy* при />У(е, п). Через щ обозначим наи-

большее п < i такое, что / >« J Г— , /zj . Ясно, что п4 -► оо при / -> оо.

Имеем теперь:

Так как множество {Ьщ(х— хщ)} (^-аннулируемо и
^-

>0

при /-►оо, а последовательность операций \Un] G)-ограничена, то

при / -* оо первые два слагаемых —> О, третье также, что и дока-

зывает существование предела (/)-Hm Un(x).
Для случая (о)-сходимости аналогичное предложение даётся в сле-

дующей теореме.
1.42. Теоре ма. Если последовательность операций \Un)

класса Щ такова, что для всякого х£Х множество элементов

{Un(x)} (t)-аннулируемо {ограничено), и если на множестве D,
плотном в X, последовательность \Un{x)) (t)-сходится ((о)-схо-
дится), то тогда последовательность {Un (x)} (f)-сходится
((о)-сходится) для всех х£Х. В случае (?)-сходимости предпола-
гаем, что Y полно относительно (/)-сходимости *).

Доказательство. Для случая (/)-сходимости теорема сразу

следует из теорем 1.21 и 1.41.

Случай (о)-сходимости. Пусть, наоборот, имеется такой х,

что последовательность {Un(x)} не является (о)-сходящейся; так как

множество {Un(x)} ограничено, то полагая

у=Ш ип(х)—\т Un(x)9
имеем:

Возьмём х^+ х, x{£D и такие, что 21 xi— х \ < + оз. Так как

i

^nW^^W ПРИ i->oo, то, переходя, если надо, диагональным

процессом к частичной последовательности B.35 гл. I), можно

*) (о)-полнота в несколько ином смысле имеет/место» даже если У—

произвольное /f-пространство (теорема 2.21 гл. I).
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считать, что Un{x£)—>-Un(x) при г-*оо («=1, 2,...). Положим

Sn. т (*) = [U» (*) V Un+1 (*) V • • • V U» (*)] -

- [Un (x)AUn+i (jc) Л • • • ЛUM (х)).
Имеем:

а) (о)-Urn (o)-lim Snm(x)—y; b) (o)-Hra Snn(xp) = O;

c) (o)-Hm 5„ ж(*, —*e) = O; d) (o)-lim 5Я>m(xp)- S^ „ (x).

Действительно, а) и d) очевидны. Далее, так как при каждом

р существует (o)-lim Un(xp), т. е. Thn Un(xp) = \\m Un(xp), то

7l»OO

равенство b), очевидно, имеет тот смысл, что при каждом р

SUP Sn ш (ХР) \ °-

Аналогичный смысл имеет и равенство с). Действительно, пусть

у0
— общий регулятор для предельных переходов Un (xp)-+ Un (x)

(л=1, 2,...)- Тогда для фиксированных тип

i(*p — ха)\<*Уо ПРИ Р>9>Р(*> «*,*)■ ' = «, л+1,..., /л.

Отсюда следует, что

Подберём теперь общий регулятор у* для всех предельных пере-
оо

ходов а) — d). Зададим е^. > 0 и такие, что AT» V Aefe< -j- oo.

Возьмём такие я2 и wp что |5Wj> щ(х)—у\ < гху*-. Подберём,

далее, рг так, что | S^ Wl(^)—3^! < 2е^у* и Sn^h (xp-xq) < eley*

>ПРИ /7,
Продолжая таким образом, определим /гЛ, /пА. и рк (рк

так, что

*

(/=1э 2»--м к—1);
при р,

Ряд EiATj,—хрк__{ | сходится. Подберём аа.-^оо @<Ха_1<а
и такие, чтобы ряд ЕХЛ|* —^—11 годился A.26 гл. V).

Положим
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Пользуясь тем, что, для любых х, хх и x2t Sn,m {хх +х2) < Sntfi
+ ^,г„ (л:2), a Sn,m{— x) = Sn4m{x), мы легко найдём, что

Так как

Х

*\ (Л/+1
— Ki) XPi "Г Ч *рь + Z

то имеем:

ft —1 СО

откуда

Отсюда, так как^/>0 и ЯЛ-»оо, ясно, что последовательность

{£/Л(л;)} не ограничена, вопреки предположению.
1.43. Следствие. Если X—регулярное К-пространство, имею-

щее плотное счётное подмножество DczX, и {/„} — последователь-
ность (о)-линейных функционалов в X, ограниченная в каждой

точке, то из нее можно выбрать частичную, сходящуюся всюду в X.

Действительно, с помощью диагонального процесса можно из

последовательности функционалов /п выбрать частичную /„., которая
будет сходиться в точках счётного множества D; но тогда по 1.42
она будет сходиться и всюду в X.

1.44. Замечание. Следует отметить, что при предположениях

теоремы 1.42 предельная операция U(x) будэт класса Н\> но она

будет не обязательно принадлежать //£, даже если все Un будут из Но
(см. ниже, 3.32).

1.45. Замечание. Напомним, что если Y — АТЗ-пространство,
то в теореме 1.42 требовзвие (t)-аннулируемости (ограниченности)
множества \Un{x)) при каждом х £ЛГможно заменить условием огра-
ниченности числового множества норм ||£/пС*)|| (соответственно норм

групп элементов ||£/,(*), ..., Un(x)\\) B.45b) —с) гл. VI).
1.46. Теорема. Если X—пространство типа {В), У—регу-

лярное К-пространство и {Un} — последовательность операций

класса Н\, множество значений которых при каждом х {^-анну-
лируемо {ограничено), и если на множестве D, плотном в X, эта

последовательность {^-сходится {{о)-сходится), то тогда последо-

вательность {Un{x)} {^-сходится {{о)-сходится) для всех х£Х.
В случае {t)-сходимости предполагаем, что в Y выполнен признак

tf относительно {г)-сходимости,
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В случае (^-сходимости теорема следует из 1.22 и теоремы, ана-

логичной теореме 1.41. В случае (о)-сходимости можно повторить

доказательство теоремы 1.42 с той лишь разницей, что последова-
оо

тельность Xi нужно выбрать так, чтобы 2 \\xi — х\\ < + °°> а затем

Хк — так, чтобы 2М**А —*^_111< + о°-

1.47. Если X—пространство типа (В), a Y—ЛГв-пространство
(или произвольное пространство типа (В)), и y = Un(x)— последова-

тельность операций клзсса //&, то для сходимости её по норме в

каждой точке необходимо и достаточно, чтобы:

1) \\С/п\\ были ограничены в совокупности;
2) последовательность {Un(x)} сходилась на плотном множествеD.

Необходимость условия 1) следует из 1.25, а условия 2)—тривиальна.
Достаточность для случая, когда Y—/СЯ-пространство, следует,

например, из 1.46, а в случае, когда Y—произвольное пространство
типа (В), легко устанавливается рассуждением, подобным использо-

ванному в 1.41.

1.48. Пусть DaX-^-плотнее множество в X, и притом мажори-

рующее X, т. е. для всякого х£X найдётся xo£D, хо^>\х\. Пусть,
далее, {Un} — последовательность положительных аддитивных опе-

раций, которая на множестве D (/)- (или (о))-сходится. Тогда последо-
вательность {Un} таким же образом сходится всюду на X.

Доказательство. Для любого х£Х подбираем xo£D так,
чтобы | х |< х0. Тогда | Un (х) | < Un (x0).

Теперь сходимость {Un) на всём X сразу следует из теоремы 1.42

при той же оговорке о (^-полноте у) *).

§ 2. Некоторые теоремы о сходимости функционалов

Приведённые в § 1 теоремы о последовательностях операций применимы,
в частности, к функционалам. Однако для функционалов, как показал А. И. Ба-

луев, некоторые предложения могут быть доказаны при более общих пред-
положениях или в усиленной форме. Такие предложения и будут рассмотрены
в этом параграфе.

2.1. Линейность предельного функционала. Линейность предельной
операции для линейных операций была доказана выше в случае, когда X—

регулярное /f-пространство A.31). Для функционалов аналогичное предложе-
ние верно без предположения регулярности /^-пространства X.

2.11. Если последовательность {fn(x)} (о)-линейных функционалов в

/С-пространстве (или /С-группе **.) X сходится при всех jc^A':

llm/„(*)«/(*).

то предельный функционал f(x) также (о)-линеен.

*) В регулярном /^-пространстве всякая положительная аддитивная опе-

рация входит в класс Н°о B.42 гл. VII).
**) Имеется в виду /^-группа, удовлетворяющая аксиоме V для счётных

множеств.
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Доказательство. В силу 2.51 гл. VII, достаточно доказать монотон-

ную непрерывность, т. е. что если *rt\O, то /(дгя)-*О.
Предположим противное, т. е. что хп\О, но f(xn) не стремится к нулю.

Тогда, переходя, если нужно, к частичной последовательности, можем считать,

что !/(*пЧ>я>0 при всех п.

Определим теперь последовательно числа пк и рк следующим образом.
Положим п± = 1;тогда, так кал/р(хП1 )-+f(xni) при р -*оо, можно выбратьрх

так, чтобы

Если уже определены /?1<л2< ... <пл_! и /?i</>2< • • • <CPk-h то

подбираем щ так, чтобы

\fPi\(xn)<t при п>пк (/«1,2, ...,*-1).

Далее подбираем рк так, чтобы

\/рк(*п€)-/(*п€)\< Т Vе 1. 2, .... Л).

Удобно изменить обозначения, полагая ^п. = ^ и / —7^. Тогда имеем:

Положим теперь

х = (*! — J2) + (jc8 —^) + • • •

Этот ряд сходится, так как хк\О. Покажем, что на элементе х последова-

тельность функционалов fi расходится. Для этого запишем х в виде

23k—1
_

°°

1

и оценим разность /г^(^)—/2Л-1W- Имеем:

2А;—1 2А—1

\7л Ы \<17п\ U2S+1) < *; I Л»-1 (°2)К
Сопоставляя эти неравенства, получаем:
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откуда и явствует расходимость последовательности (ft (#)}, так как в могло

быть выбрано < ~
.

2.2. Условия ограниченности и равностепенной непрерывности
последовательности функционалов. Из предложения 1.21 вытекает, в част-

ности, что в регулярном пространстве последовательность функционалов, огра-
ниченная в каждой точке, будет (о)-ограничена. Однако для функционалов
сходное предложение можно доказать и без требования регулярности и

даже для /f-группы.
2.21. Теорема. Если последовательность (о)-линейных функциона-

лов {fn(x)} ограничена в каждой точке: sup \fn (x)|-<-f-co, то

п

SIIPI fn I (•*) <С + °° пРи любом
II

Доказательство. Предположим противное. Тогда найдется такой

*0>О, что sup|/n|(.r0)-}-oo. Положим аг = sup | fn (x0) | и найдём такой
п п

номер п\% что

|/К)

Тогда, так как |/^ (л-0) —/^ (х0) I < ах, а /£ (дг0) +/^ (лго)«|/Я11 (х0), имеем:

Пользуясь теоремой 2.55 гл. VII, разобьём х0 на положительные слагае

мые: х0 as *<*>-(-jej^ так, что

Обозначим через лгх тот из элементов я$ (i = 1, 2), для которого

sup \fn \(x^) sss +co, ибо хоть для одного из них это выполняется. Тогда

имеем:

1. SUP I /n 1 (*l) = + ^.

Поступая с xi аналогично тому, как мы поступили с х0, найдём такой лг2,
что

О<*2<*1. \f>h(Xi)\>2, sup |/я|(дг2) = 4-со.
п

Продолжая процесс, определим убывающую последовательность элемен-

тов хк и подпоследовательность функционалов /nfc так, что

При этом, не умаляя общности, можем считать, что in! x^ = О, так как если
к

бы infjCfcssJt^tO.TO можно было бы заменить все х1с на хк—х, не нарушая

соотношения \fnk (xk) \ -> со.

Найдём теперь такое число klt что \fn. (**)|>1и затем, пользуясь не-

прерывностью /„ и |/Яд |, подберем pt >*i, чтобы



§ 21 некоторые теоремы о сходимости функционалов 399

Далее, выберем *2>Pi так, чтобы \/„к C*^ — хРх+ хк) |>2, а затем

ц > ^г, Для которого

Продолжая это построение, определим последовательность чисел

2 <Р2< #з <• • • такого рода, что, вводя обозначения /п*.=/* •***-~лт>< ^

= *^ имеем:

со

2 ** сходится; |7< (^i + ^2 + . • • + х{) \ > /; |/< I (^<) <е-

СХ)

Положим 2 = 2^ Тогда
1

|йWI> 1Л Л+- ^
так как

Таким образом, ^(г) | -> + со вопреки условию. Теорема установлена.
Из доказанной теоремы непосредственно получаем и такой результат.
2.22. Следствие. Если последовательность (о)-линейных функцио-

налов сходится в каждой точке, то и последовательность их моду-
лей ограничена в каждой точке.

Теперь перейдём к доказательству усиленного предложения о равно-
степенной непрерывности.

2.23. Если последовательность {fn} (о)-линейных функционалов сходится
к нулю, т. е. lim /л(лг) = О для всех х £ X, то последовательность {\fn\}

Я-»оо

(О)

равностепенно непрерывна в О, т. е. при хп—*-0

Доказат ельство. Общий случай легко сводится к такому, когда х„\О,
Предположим, что |/п| (хп) не стремится к нулю. Тогда найдутся число

а>0и последовательность таких л&, что

Переходя к частичной последовательности и пользуясь непрерывностью функ-
ционалов \fn\ {x)t найдём такие п^, что

\fnh I {хп —хп )>2а (/ =1,2,...).

Изменив обозначения, а именно, обозначая /я через fi и полагая у^ =
г

= хп —хп , получим последовательность {/$} (о)-непрерывных ф^нкцио-

*) Легко видеть, что это условие, будучи выполненным не только для

данной последовательности, но и для любой ее частичной, равносильно опре-
делению равностепенной непрерывности, данному выше A.13).
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налов и последовательность неотрицательных элементов {^} такого рода
что

оо

I U1 (Уп) > 2*. 2 -У* < **' Ига /л (*) - ° ДЛЯ

Положим ещё Rn =Уп+Уп+1+ •• •; тогда Rn\O.
Далее, для каждого .уп, опираясь на определение модуля функционала

A.26 гл. VII), найдём такое уп, ©<.уя<.уп, что

Возьмём е>0, е<-т . Положив ni = 1, найдём mi>ti\ так, чтобы

Полагая далее ^i = ущ
— (^ Д /?т), получим:

Продолжая так, определим последовательность nt<Cmx <«2<^2<« • •• удо-
влетворяющую условиям

I /я< (*i + .. • + ^<-j) I < e> где ^ =^
-(^ Л Rmj).

\fm\ {RmiX*.
Тогда

оо

Так как ^<^,-, то 2 ^<*i- Положим

Тогда при />2 будем иметь:

— 1/я,1 (^ +1+ ...)>*—« — £ — £> j,

что противоречит условию теоремы.

2.24. Если (о)-линейные функционалы fn (x) ->f (х) при всех дг, а д:м ^1 х0.

то

Действительно,

/п (^п) —/(*о) = (/« -/) (^п — ^о) +/(*« —*о) + (/я -

но первое слагаемое ->0 в силу того, что последовательность {/п — /}
равностепенно непрерывна (по 2.23), второе — благодаря непрерывности
функционала / B.11) и третье —по условию.
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2.3. Функционалы в Д-простраистве ограниченных элементов. Мы

будем предполагать здесь, что X — А'-пространство ограниченных элементов
B.Л гл. VI). Установим на основании предыдущего некоторые предложения
о слабой сходимости последовательности функционалов в таких пространствах.

Известно, что каждому регулярному функционалу/ в пространстве огра-
ниченных элементов можно сопоставить функцию единичных элементов
Ф (£)=/(£), которая абсолютно аддитивна в случае (о)-непрерывности функ-
ционала, и сам функционал выражается через неё в виде интеграла

где ef — характеристика элемента х A.33 и 1.44 гл. VIII).
Обратно, каждая абсолютно аддитивная функция Ф (е) с числовыми зна-

чениями ока ывается и (оо)-непрерывной (а также н (/oj-непрерывной—см.
1.44 гл. VIII). А тогда каждая абсолютно аддитивная функция Ф (е) порождает
(о)-линейный функционал/.

Имеем следующие предложения относительно слабой сходимости, кото-

рую будем обозначать /п >f или Ф„ > Ф и понимать под этим схо-

димость на всех элементах, например, Фп(е)->Ф (е) при е £ (£.
2.31. а) Слабый предел последовательности абсолютно аддитивных функ-

ций есть абсолютно аддитивная функция.
b) Изменения абсолютно аддитивных функций, образующих слабо сходя-

щуюся последовательность, ограничены в совокупности:

c) Если е£ — характеристика элемента л:, а ехп — характеристика эле-

мента хп и хп—»► .г, а Фп >Ф то

lim
п->оо

СО —ии

Доказательство, а) Пусть Фп > Ф. Каждой абсолютно аддитивной

функции Фп отвечает (о)-линейный функционал fn. Из слабой сходимости

функций Фп следует сходимость функционалов /п на единичных элементах.
Если мы рассмотрим /f-группу Хг с: X, составленную из элементов х £ X

п

вида х = 2 he%> рДе к — Целые числа, a $e,i = 1, то последовательность {fn}>

очевидно, будет сходиться и на всех элементах из Xlt а тогда предельный
функционал f (х) будет (о)-линеен B.11). В таком случае соотве1ствующая

ему функция единичного элемента Ф (е) =f(e) будет абсолютно аддитивна;
но она и представляет собой предел функций Ф^(б^), так как

Ф(е) =/(<?) = hmfn(e) = lim Фл (е).

b) На основании предыдущего рассуждения и теоремы 2.21 получаем,
что |/У11 A) = | Фл I A) (см. замечание к 1.33 гл. VIII) ограничены в совокуп-
ности.

c) Пространство X можно рассматривать как полуупорядоченное и в то

же время как пространство типа (В) B.31 гл. VI). Тогда fn(x) — (о)-линей-
ный и (^-линейный функциончл в Х\ при этом ||/w|| = |||/n ||{ = | Фм| A). По
доказанному в Ь), ||/л|| ограничены в совокупности. Последовательность

функционалов fn(x) сходится на всех конечнозначных элементах, и так как

это — плотное множество, то и на всех х £ X A.47). А в таком случае по 2.24

справедливо и утверждение с).
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§ 3. Применения теорем о сходимости линейных операций

3.1. Операции со значениями в S.

3.1L Теорема. Пусть X—регулярное К-пространство или

линейное нормированное пространство, {Un(x)}— последователь-

ность линейных операций класса Н\ {соответственно Нъ), отобра-
жающих X в пространство S измеримых функций y(t), т. е.

пусть при этом:

1) lim Un (#, t) конечен для почти всех t при каждом х£Х;
ю->оо

2) lim Un(x, t) существует при почти всех t для х из неко-

торого множества D, плотного в X.
Тогда последовательность {Un(x, t)) сходится для почти всех

при каждом х£Х.
Доказательство. Заменяя л: на —л:, видим, что lim Un(x, t)

конечен для почти всех L Следовательно, для каждого х£Х мно-

жество функций {Un(x, t)} ограничено в S; применяя поэтому 1.42
или 1.46, приходим сразу к заключению теоремы.

3.2. Сходимость разностных отношений к производной. Пусть
x(t)— функция, определённая и суммируемая на отрезке [а, Ь].

Пусть /—подвижный интервал, помещённый около точки st |/| — его

длина. Поставим вопрос о сходимости разностных отношений неопре-

делённого интеграла от функции x(t)

к хE), когда |/|-»0. Мы рассматриваем эти разностные отношения

как линейные операции.
Положим

д:* (s)=zs\ip\Ui(x, s)\.

Тогда при x£Lp (р > 1) функция х* также принадлежит If*). Сле-

довательно, если операции Uj(x) рассматривать как операции из Lp

в Lpt то при каждом х их значения образуют ограниченное множество.

Далее, очевидно, что для непрерывных функций х (f) (образующих плот-

ное множество в If) последовательность {£// (*, s)} будет равномерно
сходиться к x(s). Поэтому, применяя теорему 1.46, приходим
к следующему результату.

3.21. Если функция х — класса If (p > 1), то разностные отно-

шения её первообразной (о)-сходятся к л: в пространстве If.

*) См. Хард и, Литтльвуд и Полна [1], стр. 358, неравенство 398.
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Ь

Аналогично доказывается, что если Г | х (t) \\g | x (t) | dt < со, то

а

те же разностные отношения (о)-сходятся к х (s) в L.

Если x£L, то эти разностные отношения не обязательно (о)-схо-
дятся к ней в L. Простым примером этого является функция х (t),
определённая в @, 1] так:

x(f)=-^L^ при _1_<*/1 (/2=1,2,...).

Поэтому представляет интерес следующая теорема.
3,22. Если x£L, то функции Ui(x, s) будзт (о)-сходиться к x(s)

в пространстве LT *), где Г (а) = -[3 + (Х^и)~ji+-« @ < s < 1).

Доказательство. Благодаря теореме 1.46 достаточно уста-

новить, что д:*, определённое выше, входит в 1у. Положим

£Ar s= & [x* (s) > A^J. Каждую точку множества En можно окружить
/%

интервалом / таким, что I | x {t)\dt>N\l\. Из этих интервалов
}

можно выделить интервалы поларно без общих точек с суммой длин

^-jmEtf. Пусть 5— их теоретико-множественная сумма **); тогда,

очевидно, имеем

J
S

Отсюда, пользуясь монотонностью Т(и),
Ь со

\ Т [х* @) Л< b — а Аг £ J

*) Определение пространства L^
— см. 1.44 гл. VI.

**) Для построения S достаточно взять в EN замкнутое подмножество F

с ™F^-t mEy и выбрать для него конечное покрытие из указанных интер-

валов /, а затем выбрать из них последовательно наибольшие среди тех,

которые не имеют общих точек с предыдущими; тогда

mS > -у mF> -г тлЕк •

о 4
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3.23. Из доказанной теоремы получается, между прочим, что

неопределённый интеграл Лебега имеет почти всюду своей произ-
водной подинтегральную функцию.

3.3. Применение к ортогональным рядам. Пусть ^ — пространство
последовательностей х = {ак} с ^я|<+ оо. Пусть ОИ0>— система орто-

гональных и нормированных функций в a<tf<6 Opfcf:^2)- Рассмотрим
последовательность операций, отображающих /2 в Z.2:

Каждая операция Un £ Н°о, так как её значения принадлежат конечномерному

подпространству пространства I2.
3.31. Последовательность операций у = Un {x) (о)-сходится в I2 для

каждого x£l2.
Доказательство Так как (о)-сходимость на элементах вида х =

= {att ...,an, 0, 0, ...} очевидна, то достаточно установить ограниченность
после овательности {Un(x)} при каждом х£1г (\А2).

Положим

Тогда:
1) 7*(.v)£ZA Действительно,

+ 7,115, (*)ll +

oo oo

£ oo oo 7*а?4-2^~2 2 -i-4-2^2 2 -i
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2) I Un(x) \<Т(х) для всех х£Х и п = 1, 2, ... Действительно, пусть

п = et + 022 + 632* + ... + б^г-i + 2г @* = 0; 1).

Тогда при некоторых целых fy имеем:

\ип(х)\ = \и2Г(х)+^Ь Shtj(x)\.

Применяя теперь неравенство Буняковского и пользуясь тем, что

находим:
г JL

I ^,»W I < I U*r (*) I + kS I 5>< •, i W 12 }
Й
<

<if/iwi + 2151 wI + {S u+w^ iwi1}2 <7w-

Итак, ограниченность последовательности {(/л(л:)} доказана, а тем самым

установлено и наше утверждение. Легко видеть, что доказанное сейчас

предложение представляет собой известную теорему Меньшова-Радемахера *)
об ортогональных рядах в несколько усиленной ф рмулировке. В нашем

доказательстве мы использовали также основную идею доказательства этой

теоремы.

3.32. Замечание. Несмотря на то, что все Un€Щ (и даже Un6#?),
00

предельная операция U (х) = V _^j— <pfc, хотя и будет по теореме 1.31

операцией класса //£, но в общем случае не будет класса Н°о,
В самом деле, очевидно, что если операция \1)\ существует, то она

должна выражаться следующим образом:

7f = l

но при а&>-0 имеем:

если, например, |<рл(*)|<Л1, так как | | ук(з) \ds>± | <pj[ (*) *& = З

Между тем последний ряд не обязательно сходится при ^а
Отсюда, между прочим, вытекает и отмеченный выше факт, что после-

довательность операций {Un}, которая (о)-сходится или ограничена в каждой
точке, может не быть (о)-ограничена как последовательность (ср. 1.24 и 1.о2)

*) См. Д. Е. Меньшов [1].



ГЛАВА XI

ВПОЛНЕ ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ
И СОПРЯЖЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА

В /С-гфостранствах можно рассматривать различные виды адди-

тивных функционалов Среди них заслуживают внимания аддитивные

функционалы, непрерывчые в некотором квалифицированном смысле,—
вполне линейные. Теория таких функционалов способствует более

полному исследованию свойств и строения /С-пространств общего

вида. Совокупность всех вполне линейных функционалов в /С-про-
странстве представляет собою компоненту пространства (о)-линей-
ных функционалов, а тем самым и пространства Нг регуляр !ых

функционалов. С помощью теорем о распространении вполне линей-

ных функционалов возможно установить сиязь между /С-простран-
ствами различных типов. При этом выявляется особое значение

/С/3-пространств с аддитивной нормой.

§ 1. Вполне линейные функционалы

В настоящем параграфе рассматриваются основные свойства вполне

линейных функционалов, взаимоотношения между различными классами

аддитивных функционалов, вопросы распространения вполне линейных

функционалов и условия существования нетривиальных вполне линей-

ных функционалов.
1.1. Основные свойства вполне линейных функционалов.
Определение. Аддитивный функционал f(x), заданный

в /С-пространстве X, называется вполне линейным, если, какова бы

ни была вполне упорядоченная монотонно убывающая до нуля по-

следовательность элементов из X:

для всякого числа s > 0 найдётся порядковое число а0< 0 такое,
что

|/(*.)|<е при 7.>а0.
Из определения вполне линейного ф}нкционала легко следует, что

сумма двух вполне линейных функционалов и произведение вполне



§ 1] ВПОЛНЕ ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ 407

линейного функционала на вещественное число— вполне линейные

функционалы. Также очевидно, что всякий вполне линейный функцио-
нал будет вместе с тем и (о)-линейным и, следовательно, регулярным

функционалом.
1.11. Критерий впо лне-ли нейности положительного

функционала. Для того чтобы положительный аддитивный

функционал f (х), заданный в К-пространстве X, был вполне ли*

неиным, необходимо и достаточно, чтобы, какова бы ни была
вполне упорядоченная монотонно возрастающая ограниченная

сверху последовательность положительных элементов из X:

О < *1 < *2 < • • • < Х« < • • • (« < &)> SUP {*а} == *»
а

непременно

Доказательство, а) Необходимость. Пусть /(х) —
положительный вполне линейный функционал в X и

О < *1 < *2 < • ' • < Ха < • • • («<*). SUP iXa} = X.

Последовательность элементов {х — ха) (а < д) монотонно убывает до

нуля и, по определению вполне линейного функционала, для всякого

е>0 найдётся а0 такое, что \f(x— дга)|<г или |/(а:)—f(xa)\ < 8

при а > а0. Вместе с тем из положительности функционала /
следует, что f(x*)^Cf(x) при всех а < 8, и так как, по доказан-

ному, f(x) <f(xa)-\-s, где s сколь угодно мало, то

/(*) = sup {/(*.)}.

Ь) Достаточность. Пусть

Последовательность {хг —ха) монотонно возрастает, х{ —ха^> О
и sup {хх — хЛ}=хх. По условию,

ИЛИ

SUP {/(X,)—/(*«)
а

Отсюда

так что f{x) — вполне линейный функционал,
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1.12. Пусть /—положительный вполне линейный функционал
в /С-пространстве -Y, £—ограниченное множество положительных эле-

ментов из X и y = supE. Если f(x) = 0 для всякого х£Е, то

оО
Доказательство. Рассмотрим сначала произвольное конечное

множество Е и покажем, что f(y) = 0 для у = sup .£. Пусть Е = {^}
(/= 1,2,..., /г). Тогда у = ух Vy2\J ... Ууп<ух +У*+ ... +уп
и 0</(у)</(у1)+/СУ2)+---+/(Уп) = 0э откуда/(у) = 0.

Допустим теперь, что для всякого множества Е, мощность которого
меньше К«, утверждение доказано, и пусть мощность Е равна 8а.
Вполне упорядочим множество Е по типу Qa. Пусть Е—{у^}
EQa) и пусть

Тогда, очевидно,

< • • • < Ч < • • • и sup {^} =-у.

В силу предположения индукции

/ (^) = 0 при всех \ < Qa,
а по 1.11

/О)= sup{/(*0} = 0,

ч. и тр. д.

Доказанное предложение позволяет установить ещё один критерий
вполне-линейности положительного функционала.

1.13. Для того чтобы положительный аддитивный функционал /(л:),
заданный в /(Г-пространстве X, был вполне линейным, необходимо и

достаточно выполнение следующего условия:
если

S

то f(xa) >0 только для счётного множества А значений а и

Доказательство, а) Необходимость. Пусть f (х) — по-

ложительный вполне линейный функционал в Хи x = S;ca^O.
a

Ввиду положительности и аддитивности функционала

п) </ (х)

для всякого конечного набора ха , л'«о, ..., ха элементов хи\ по-

этому множество тех ее, для которых /(*й)>е, конечно, а тогда
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множество А тех а, для которых /(ха)>0, — не более чем счётное.

Пусть А= [ап] (я = 1, 2, . ..). Так как

х= Sxa + S.x;a = 2^+sup{xa{,
a £ A a £ A n v £ A

то благодаря линейности функционала и 1.12,

sup{*«}) = 0,
a £ A

b) Достаточность. Пусть

*1>*2> • • • >*«> • • • О < U) И inf {Дга) =0.
с/

Элементы л:а принадлежат компоненте Хг с: ^Г, порождённой элемен-

том хг A'j — /f-пространство с единицей (свойством единицы в Хг
обладает, например, элемент xt).

Рассмотрим характеристики е^а, полагая

е

Тогда при любом X > О

с^«"< ...<<•<... и {<) )
a

В таком случае разности ef*+i — ef« представляет собой попарно

дизъюнктные единичные элементы компоненты Хг и

А тогда система попарно дизъюнктных единичных элементов

где eas=seXat полна в Л^.
Отсюда следует, что подпространства

:Ь) По определению характеристики и по свойствам проекторов

Отсюда

О < inf (I — е*°) < }- inf х0 =* О.
а Л
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образуют разложение компоненты Xv В силу свойств разложений и

операции проектирования

х* = (*«) *« + S (ei+ г
— ек) ха < (ee) xi + S fe+ x

— е$ хх,

так как х^ха. Используя свойства характеристик и условие пред-

ложения, получаем:

При достаточно большом /г, т. е. если а достаточно велико, последняя

сумма сколь угодно мала, как остаток сходящегося ряда, и ввиду

произвольности X /(х«) сколь угодно мало при а > а0. Таким обра-
зом, утверждение полностью доказано.

1.14. Теорема. В К-пространствах счётного типа классы

(о)-линейных и вполне линейных функционалов совпадают.

Доказательство. Пусть X—/(-пространство счётного типа

f(x) — (о)-линейный функционал в X и

В силу свойства /(-пространств счётного типа A.43—1.45 гл. V),
найдётся счётная подпоследовательность

откуда (o)-limxa =0 и lim/(xa ) = 0, так что при достаточноболь-

шом п и a>aw, l/(xa)|<e, и f (x) — вполне линейный функционал
в X. То обстоятельство, что всякий вполне линейный функционал в X

будет вместе с тем и (о)-линейным,—уже отмечено выше.

Нижеследующие предложения посвящены вопросу о взаимоотно-

шениях между некоторыми классами аддитивных функционалов в /(-про-
странствах.

Как было установлено в 2.48 гл. VII, множество (о)-линейных функ-
ционалов, определённых в Ху представляет собой /(-пространство и

притом правильно и нормально содержащееся в /(-пространстве Нг
регулярных функционалов в X. Справедливо также и аналогичное

предложение, относящееся к вполне линейным функционалам в X.
1.15. Теорема. Совокупность вполне линейных функционалов

в К-пространстве X {при обычных линеаризации и полуупорядо-
чении) представляет собой компоненту К-пространства Нг регу-
лярных функционалов в X.

Доказательство теоремы совершенно аналогично доказательству
теоремы 2.48 гл. VII; следует только вместо критерия (о)-линейности
положительного функционала 2.45 гл. VII использовать критерий
вполне-линейности положительного функционала, установленный в 1.13.
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Следствие. Совокупность вполне линейных функционалов
в X представляет собой компоненту К-пространства (о)-линейных
функционалов в X.

Введём некоторые новые понятия.

1.16. Определение, (о)-линейный функционал f (х), заданный

в /^-пространстве X, называется сингулярным, если никакой

(о)-линейный функционал /' (х), удовлетворяющий условию |/'|<|/[,
не вполне линеен.

Регулярный функционал f{x), заданный в X, называется вполне

разрывным, если никакой регулярный функционал /'(*)? удовлетво-
ряющий условию l/'l^l/b не является (о)-лииейным.

Из самого определения сингулярного и вполне разрывного функ-
ционалов легко вытекают следующие предложения:

1.17. а) Всякий сингулярный функционал в X дизъюнктен всякому
вполне линейному.

b) Всякий (о)-линейный функционал в X, дизъюнктный всем

вполне линейным, является сингулярным.

c) Всякий вполне разрывный в X функционал дизъюнктен всякому

(о)-линейному.
d) Всякий регулярный функционал в X, дизъюнктный всем (о)-ли-

нейным, вполне разрывен.

e) Совокупности сингулярных и вполне разрывных функционалов
в X являются компонентами К-пространства регулярных функцио-
налов в X (в силу 1.33 гл. II).

1.18.Теорема о разложении регулярного функцио-
нала. Пусть X—К-пространство и Нг, Но, #*, Hs и Hd—
К-пространства соответственно регулярных, (р)-линейных, вполне

линейных, сингулярных и вполне разрывных функционалов в X.

Тогда:

a) компоненты Н*, Н8 и Hd образуют разложение Иг

Hr = S(H\ H8, Hd);

b) компоненты Н' и Н8 образуют разложение Но:

H0 = S(H*, Н8);

c) всякий регулярный функционал fr £ Нг единственным обра-
зом представляется в виде суммы вполне линейного f £H*, син-

гулярного fs £ Hs и вполне разрывного fd £ Hd функционалов:

d) всякий (о)-линейный функционал /0£ Но единственным

образом представляется в виде суммы вполне линейного f£H*u
сингулярного /„ £ Н8 функционалов:

Во всех случаях некоторые из составляющих могут быть нулями.
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Доказательство. Как было отмечено выше A.17d))> регу-

лярные функционалы, дизъюнктные всем (о)-линейным, вполне раз-

рывны. Поэтому Hd— компонента Нг и вместе с тем дизъюнктное

дополнение к Яо (также являющейся компонентой Иг) до Нг.
Отсюда

Hr= S(HOt Hd).
Далее, всякий (о)-линейный функционал, дизъюнктный всем вполне

линейным, сингулярен A.17Ь)). Поэтому Н8— компонента Но и вместе

с тем дизъюнктное дополнение к Н* (также являющейся компонен-

той Но) до #0. Отсюда

В таком случае имеем:

Hr = S(H\ нв, нй).
Утверждения с) и d) вытекают из теоремы о разложении 2.24

гл. II.

Заметим, что предложение о представлении регулярного функцио-
нала является аналогом известной теоремы математического анализа

о представлении функции ограниченного изменения в виде суммы
абсолютно непрерывной функции, сингулярной функции и функции
скачков.

1.2. Элементы положительности и условия дизъюнктности

вполне линейных функционалов. Важное свойство вполне линейных

функционалов устанавливается в следующем предложении. Именно

это свойство вполне линейных функционалов оправдывает введение

их в теорию /(-пространств.
1.21. Теорема об элементе положительности. Если

f ;> О— вполне линейный функционал в К-пространстве X и jc>©—
элемент из X, то существует и притом единственный элемент

xf£ Xt удовлетворяющий условиям:
1) ©<*г<*;
2) /(л:/)>° для всякого х1 £ X, для которого 0<д:/<;х/?;
3)/(*— *,)*=(>.
В частности, если /(л:)>0, то ^>О.
Элемент xf будем называть элементом положительности функ-

ционала /, соответствующим элементу х.

Доказательство. Если f(x) = 0, то ^==0, очевидно, удо-

влетворяет всем требованиям теоремы.
Пусть теперь f(x) > 0. Обозначим через Е совокупность всех

элементов у £ X, для которых

0<з,<* и /00 = 0.

Положим j/* = sup£. Тогда у*^С* и по 1.12 у* £ Е. Отсюда

следует, что, на самом деле, у*<х. Действительно, если бы^* = л\

jo f(x) = 0 вопреки сделанному предположению.
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Положим Xf
= x—у* и пусть элемент л:'удовлетворяет неравен-

ствам ©<л;'<;лу. Покажем, что/(х') > 0. В самом деле, в про-
тивном случае, /(#') = О, х' £ Е и х'^у':~. Но тогда из неравенств
х'^х— xf и x'^xf следует 2лг/^х, и так как /Bл/) = 0, то

2х' £ Е и снова из неравенств 2х'^х— xf и х' ^ xf следует
Злг'^л;, и т. д. После п шагов получим неравенство пх'^х и так

как это верно для всякого натурального я, то мы приходим к про-
тиворечию с принципом Архимеда. Итак, /(*') >0. Наконец,

f(x
— xf) = 0, так как х—хг= у*9 а/(у*) = 0, как было отмечено

ранее.
1.22. Замечание. Определённые в предыдущей теореме

элементы xf и х— лу дизъюнктны. Действительно, если бы

xf Л (х -"

xf) = *;' > **> то> с одной стороны, мы имели бы/(л:*) > О,
а с другой, 0</(л;*)</(л:—xf) = 0f откуда /(л;*) = 0.

1.23. Пусть /а>0 и /2>О— вполне линейные функционалы
в /^-пространстве X и х>0 — элемент из X такой, что/1(лг)>0
и /2 (х) > 0. Если х0 = Xfx Л л:д, где xfl и дуз— элементы поло-

жительности функционалов/! и /2 (соответственно) для элемента х, и

/о^ЛЛ/в» то *о = */о» т- е- элемент л:0 является элементом поло-

жительности функционала /0, отвечающим элементу ^.

Доказательство. Пусть сначала х0 > 0. Следует показать,
что для всякого элемента jc', удовлетворяющего условию О<д:/^л:0,
/о(х/)>° и чт0 /о(х—^о)^0- Допустим, что /0(л:/) = 0. Как

известно A.28 гл. VII),

/0(*')= inf ^W+/eD
я-i > О, а?, > О

так что в силу сделанного допущения найдутся последовательности

\Уп\ и \zn) элементов из Этакие, чтоуЛ>О, ^,>О, л4+ гя=х7 и

Так как функционалы fx и /2 положительны, то последнее соотно-

шение возможно лишь в том случае, если

п -> оо п -> со

Тогда для всякого натурального k найдётся индекс пк такой, что

1
#

отсюда

Полагая
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и переходя в предыдущем неравенстве к пределу при т -+ оо,

получим:

3Frr (ft===1' 2' •••)-

Но ey1>jj2> ... и если inf {j^} = **, то /г,(д:*) = 0, откуда, при-
нимая во внимание, что to *Cx* 4^x'^xQ^.xfl, заключаем, что

л"<;С=О, так что

lim ук = \\т упк= О.
Л" -> оо 7* ->оо

Подобным же обрззом можно из всякой подпоследовательности

{ущ} выделить частичную {ущ.}, сходящуюся к нулю, а это означает,

что уп—*■©. Аналогично покажем, что zn—>■ © и, следовательно,
х' = О, что приводит к противоречию.

Итак, /0 (л:) > 0 для всякого дг, О <; х <; х0. Наконец, из соот-

ношений

х — х0 = х — (x^AfJ < [ (

= (х — д:г) + (л: — л:^)
и положительности функционала /0 следует, что

°</о {х—х0) </0 (х—хг^ +/о (x—xf^fi (x—xfj +/2 (дг—д:Го)=0,
так как /0<Л и /0</2.

Пусть теперь х0==О. Покажем, что/0(.г) = 0. Допустим против-
ное; тогда /0(л:)>0 и, следовательно, xf > О A.21). Ноиз/q^/j
и/0</2 с очевидностью следует, что xf ^ xf и xf ^ xf ,

так

что xo = Xf A Xf *^>Xf > 0, что противоречит условию. Утвержде-
ние полностью доказано.

1.24. Теорема (Условие дизъюнктности вполне ли-

нейных функционалов). Для того чтобы вполне линейные

функционалы /г и f2, заданные в К-пространстве X, были дизъюнкт-

ны, необходимо и достаточно, чтобы X разлагалось на такие ком-

поненты Хг и Х2, что /1 (х) == 0 при х£Х2, а /2 (л:) = 0 при х £ Xv
Доказательство, а) Необходимость. Пусть сначала

fx и f2 положительны. Через Е обозначим множество элементов
положительности функционала fl9 соотвегств)ющих всевозможным

положи'ельным элементам из X. Если х, у£Е, то и х+у^Е
и A.v^£ при любом положительном вещественном числе X. Действи-
тельно, если 0<г<л:-|-з;» ТО по крайней мере один из элементов

zl-=^zAx и z2 = z Ay больше нуля (ср. 1.66 гл. I). Пусть, на-
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пример, гх > О. В таком случае, по определению элемента положи-

тельности, fi(zx) > 0 и, тем более, f1 (z) > 0, так что х-\-у есть

элемент положительности функционала fv Аналогично покажем, что

и Хх — элемент положительности функционала /1#
Пусть теперь М— подмножество множества £, ограниченное вХ,

и у = sup М > О. Если О < z <^уу то найдётся такой элемент х £ £,
что л: Л -г = <г'1 > О*), и так как х— элемент положительности функ-
ционала/t, то fi(z1)> О и, тем более, /1(г)>0. Отсюда следует,
что у— элемент положительности функционала ft.

Наконец, если О < у < х и х £ Е, то, очевидно, и у £ £. Теперь

ясно, что совокупность элементов .x;£,Y, для которых |лг|££, обра-
зует компоненту пространства X. Обозначим её через Хи а её дизъ-

юнктное дополнение через Х2\ тогда

Для всякого элемента х £ Х2, fx (х) = О. В самом деле, если бы

/г(х)ф0, то по крайней мере одно из чисел /1(х+) и ft (x") было

бы больше нуля. Пусть, например, /2 (д:+) > 0; тогда элемент поло-

жительности (х )fx > О и (х Jfl^-Y,, что невозможно.

Если теперь х£Х1ъ то/2(л:)==0. Действительно, если бы было,
например, /2(х+) > 0, то тогда (х )д > О служил бы элементом поло-

жительности обоих функционалов ft и /2, что невозможно благодаря
их дизъюнктности в силу 1.23. Итак, fx(x) = 0 для х £ Х2, а /2 (х) = 0

для х£Хк.
Пусть теперь ft и /2 — произвольные дизъюнктные вполне

линейные функционалы в X. Одновременно с Д и /2 дизъюнктны

и их модули |/J и |/2|, являющиеся положительными функциона-
лами. В таком случае, по доказанному,

*=S(*i, Х2),
причём l/jl равен нулю в Х2, а |/2| — в Я^. Так как всегда

|/(дг) |<|/|( \х\), to/j обращается в нуль в Я2, а/2 — в Xv ч. итр, д.

Ь) Достаточность была доказана для любых регулярных

операций A.29 гл. VII). Однако в общем случае это условие не

является необходимым.

1.25. Если X— /е-яространство с единицей, то для дизъюнктно-

сти положительных вполне линейных функционалов ft и /2, заданных

в X, необходимо и достаточно, чтобы элементы положительности

1^ и1р соответствующие единице 1 пространства X, были дизъ-

юнктны.

Доказательство. Заметим прежде в:его, что если (о)-линей-
ный функционал />- О, е £ 6 (АГ) и f(e) = 0, го f(x) = 0 для любого

•) Действительно, если бы zd£, то тем более, zdM и jard sup Af

A.65 гл. 1),что приводит к противоречию с неравенством ©<2<.у.
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х£Хе. Действительно, благодаря положительности функционала/,
/(£')= 0 при <?'<>, е'£Ш\Х)9 а тогда f(x) — Q для любого конеч-

нозначного х£Хе. Но всякий х£Хе представим как предел после-

довательности конечнозначных элементов из Хе, а потому, по непре-

рывности функционала /, и Дх) = О.

Пусть теперь 1^ dl^, Хх — компонента пространства X, поро-

ждённая элементом 1^ ,
и Х2 — её дизъюнктное дополнение. Так как

1 = 8A^, 1— Лг) (см. 1.22), то

Prvl=1 — 1
,

и так как /\ A — 1^ ) = 0, то, по сделанному выше замечанию,

/1(х) = 0 на всём Х%. Аналогично /2(*) —Она Хи и по теореме
1.24 /ad/2.

Обратно, если /jd/2, го но той же 1еореме 1.24

причём /1(л:) = 0 на Х2> а /2(-^) = 0 на Xv В таком случае 1^£Х,
а !/>. £Х2, откуда 1/^1/2.

1.26. Теорема. Если в К-пространстве X существует суще-
ственно положительный (о)-линейный функционал fx {х)у т. е.

такой, что f1(x)'>0 для каждого х > 6(х£Х), то X—К-про-
странство счётного типа и fx обладает свойством единицы в

Но — К-пространстве (о)-линейных функционалов в X.

Доказательство. Так как р (дг) =ft (x) (х >- О) удовлетворяет

условию строгой монотонности метрической функции, то, по 1.45
гл. V и замечанию к 1.17 гл. VI, X—счётного типа, следовательно,
классы (о)-линейных и вполне линейных функционалов в X совпа-

дают.

Благодаря существенной положительности функционала /1э един-

ственная компонента пространства X, на которой /х(х)*яе0, — нуле-
вая, т. е. состоящая только из О£Х Поэтому на основании теоремы
1.24 если / d/,, то /(х)==0 на всём X.

1.3. /(-пространства с достаточным числом вполне линейных функ-
ционалов. Если в /f-пространстве ^ для всякого элемента дгфо существует
вполне линейный функционал / такой, что /(х)фО, то будем говорить, что

в X существует достаточное число вполне линейных функционалов. В част-

ности, тогда для всякого а'>О найдётся такой />О, что /(*)>0 (см.
ниже). Настоящий номер посвящен исследованию строения таких пространств.
В основе соответствующих расс\ждений лежит теорема об элементе поло-
жительности вполне линейного функционала A.21).

1.31. Теорема. Всякое К-пространство X с достаточным числом
вполне линейных функционалов может быть разложено на компоненты

Хъ{а£А) счетного типа и с единицей так, что в каждой компоненте Ха
будет определён существенно положительный вполне линейный функ-
ционал /а, т. е. функционал /а£#*, обладающий следующим свойством:
/()> 0 д всякого х>О (х £ Ха).
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Доказательство. Методом трансфинитной индукции выделим в А'

полную систему {дга}(а<;0) попарно дизъюнктных положительных элементов
пространства X так, чтобы каждый элемент ха был элементом положитель-
ности некоторого вполне линейного функционала /« > О. С этой целью рас-
смотрим вполне упорядоченное множество Т = {лт£} (£ < 2) всех положитель-

ных элементов из X и для элемента х[ подберём вполне линейный функ-
ционал /х>0 так, чтобы/1(^)>0. Такой функционал непременно найдётся.
В самом деле, по условию существует функционал /'£#* такой, что

/'(*i):£0. В таком случае невозможно, чтобы f'+(x\)=sf^ 0*[) = О, следо-

вательно |//|(^)>0 и оаоно ол / \f | По 121вательно, |//|(^|)>0 и достаточно положить / = \f |. По теореме 1.21

для элемента х} существует элемент положительности (x'x}f функционала f1.
Положим

хг
= (х[)^л

Допустим теперь, что для всех р<а элементы Ха и соответствующие им

функционалы /^ уже определены, но система {дго} (р < а) не полна в X. Тогда
в Т найдётся первый элемент, дизъюнктный всем х$

с £<<*. Пусть это#
будет X,

. Для него также найдётся положительный функционал /а такой, что
я

/а (х'г I>0. В качестве ха выберем элемент положительности функционала/а

для элемента х^ . Ясно, что ха дизъюнктен всем элементам ^ с р < а.

Таким образом, система {хл} построена.
Через Ха обозначим подпространство пространства Х% порождённое

элементом дга. В таком случае система компонент {Ха} (а<#) образует
разложение пространства А**). Вместе с тем/а представляет собой существенно
положительный вполне линейный функционал в Хл. Действительно, элемент ха
обладает свойствами единицы в Хл и /а (е) ^> 0 для всякого единичного эле-

мента е>О(е£Ха), в силу свойств элемента положительности. Если же
х — произвольный положительный элемент из Ха, то найдутся: единичный
элемент е^>0 (е£Хл) и число Х>0 такие, что х^Хе, и тогда, ввиду
положительности функционала /tt, /а (х) ]>Х/а (е) >0. Тем самым, /а — суще-
ственно положительный функционал в Ха. Его вполне-линейность в Х„
очевидна.

Остаётся показать, что Ха — счётного типа, но это следует из того (см.
замечание к 1.17 гл. VI), что соотношение 0<jc<j/ (дг, у£Ха) влечёт за

собой /.(*)</«Ы. так как f*(y)*=*fa(x)+f*(y— x) и А(у— х)>0
поскольку у— х> О.

Теорема полностью доказана.

В связи с этой теоремой естественно обратиться к изучению /С-про-
странств с единицей, в которых определён существенно положительный

(о)-линейный (или вполне линейный) функционал. Как будет сейчас показано,

такие пространства тесно связаны с /СВ-пространствами, рассмотренными
в гл. VI.

1.32. Теорема. Всякое К-простпранство X с единицей, е котором

задан существенно положительный (о)-линейний функционал f (x)}

допускает расширение У, представляющее собой КЗ-пространство
с нормой, аддитивной для положительных слагаемых'"*).

*) Действительно, из дизъюнктности элементов ха следует дизъюнктность

порождённых ими компонент Ха A.34 гл. II). Вместе с тем из дизъюнктности

элемента х^Х всем компонентам Ха вытекает, что х дизъюнктен всем

элементам ха, но система {ха} полна в X, следовательно, х = о и система

{Ха} образует разложение X.
**; Близкое по содержанию предложение содержится в гл. IX D.34).
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Доказательство. Пусть X—максимальное расширение простран-
ства X. Для положительных элементов из X определим неотрицательную

(конечную или бесконечную) вещественную функцию N(x), полагая

N(x) = sup {/(*')} (*>©, х£Х).
0<а?'<а?
х'£Х

Через Y+ обозначим совокупность положительных элементов

для которых iV(*X + °°« Положим в этом случае

Ясно, что ||*||>0 для *>О и ||О||=0.

1) Пусть xcY+ и y£Y+; покажем, что xJrydY+ и ||* + j'H =
= \\х\\ + \\ у ||.

В самом деле, если ©<^<; лг+_У> z£X, то в силу 1.42 гл. I найдутся
элементы х! и уг такие, что О •< *' <лг, то 0-<у<_у и z = xr -\- уг (оче-
видно, хг,уг£Х). Тогда, по определению нормы,

и, переходя к верхней грани,

KIUII + \\y\\.

Отсюда, в частности, следует, что х-\-у£ F+.
С другой стороны, найдутся элементы хт и у' такие, что О <; хт <; х,

*<У'<У (*', У еАО и /(*')>!! х || —£ , /(У) > II у || - j
. Тогда

и, переходя к верхней грани,

11*+_УИ>11*|] + llj'll -«.

Отсюда, ввиду произвольности числа е, заключаем, что

что в сопоставлении с ранее установленным обратным неравенством даёт:

Н*+.У11 = 11*11 + II .У II.

2) Пусть -V £ K.J. и X — вещественное число >-0. Покажем, что lx £ F+
и i| Хл: || =Х||* ||.

1гсли X = 0, то утверждение очевидно. Пусть >/>0; тогда

sup {/(«)}= sup

г£^

ч. и тр. д.

3) Если у 6 Y+ и О < х <j/, то х £ Y+ и || х || < || у || .

Это утверждение следует из определения нормы в Y+ и её аддитив-

ности.

4)Еслилг-5^>О(^£>/4), то \\х\\=--У. \\хп\\.
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В самом деле, в ^Y найдётся элемент у, О<Су^Сх, такой, что

И .У II > II* II — «.

Полагая уп = у/\ хп, получим с помощью дистрибутивного закона

у = Sл» и II у II = /Су) = 2/( v») = 2" ■>'»" •

п п п

так как элементы^ и уп принадлежат X. Из неравенств уп^хп (п~ 1. 2,...)
следует, что

и*и -•<iij'ii= SII-v»'I<2"*>»и•
п и

т

Но для любого конечного т ^ хп-*Сх; отсюда (в силу аддитивности

т т

нормы) V || хп || = || 2 хп II < II х II к, следовательно (переходя к пределу

по т -> со),

21| *п II < II х и.
п

Таким образом, получаем, что

ll*ll-s<2 II*,г\\< II х ||.
п

Ввиду произвольности е заключаем, что

2 II *п II = II * II -

5) Через У обозначим совокупность элементов х£Х, для которых

|лг|бК+. Из доказанного следует, что Y— нормальное подпространство

пространства X, содержащее X (см. 1.26 гл. II). Далее, ясно, что X нор-
мально содержится в К и полно в нём, т. е. Y есть расширение простран-
ства X. Полагая I! * II = II ! * III для всякого элемента х£ Y, получим, что

У—/СБ-линеал и /<-пространство с нормой, аддитивной для положительных

слагаемых. Из 4) благодаря критерию (о)-непрерывности B.45 гл. VII),
легко следует, что норма || х || непрерывна в К В частности, если хп\О
в Г, то || хп || -> О.

6) Пусть Xn/i + оэ в У (*W>O). Покажем, что || хп \\ -> -)- ее.

Допустим сначала, что хп/ + оов X. Тогда в силу 2.31 гл. IV най-
дётся единичный элемент е > О (е £ X) такой, что

lim [xn/\ke] = ke (Л=1, 2, ...).

Но в этом случае

lim ||*л||>Нп1 II *ЯЛ^ 11 = Л Ik ||,
П->оо л-> оо

причём ||^||>0. Так как это верно при любом натуральном к, то

lim || хп || = + со.
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Предположим теперь, что хп/* х< + °° в %> но x^Yt и допустим,
что || хп || ->Af < + оо при л->-оо. В этом случае, если О-^х'^х (*'£Л^,
то

*' = *'A* = *'AsuP{*n}==sup{.*:'A-*n}:= Ь'ш \х'/\хп\.
п п я->оо

Так как х' $Х9 то ввиду [непрерывности функционала / в X и свойств

нормы в К,

/(*')= Ига Я^Л^пК Ига ||*'Л*пИ< lira II *n II = М.
n->oo

Это верно для всякого элемента х\ удовлетворяющего указанным выше

условиям и потому, переходя к верхней грани, получим N'(х)-^М, т. е. х £ У
и хп не стремится к бесконечности в У, вопреки предположению. Следо-
вательно, || хп || -* + оо, и утверждение доказано.

Теперь мы видим, что норма в У удовлетворяет всем условиям, налагае-
мым на норму в /(^-пространстве, так что У—/(^-пространство и притом
с нормой, аддитивной для положительных слагаемых.

Следствие. Если в К-пространстве X с единицей определён суще-
ственно положительный (о)-линейный функционал f(x), то его можно

распространить с сохранением линейности и существенной положи-

тельности на некоторое расширение пространства X, являющееся
KB-пространством с нормой, аддитивной для положительных слагаемых.

Действительно, полагая для всякого у$У,

/*О')= ШЧН-И^-И.

без труда проверим, что f*(y) — существенно положительный линейный

функционал в У, совпадающий с f(x) на X, т. е. являющийся распростра-
нением функционала / на всё У. Очевидно также, что такое распространение
может быть осуществлено только единственным образом.

1.33. В /СВ-пространстве X с единицей всегда имеется существенно поло-

жительный линейный функционал одновременно (о)-, (Ь)- и вполне линейный.

Доказательство. Выделим полное в X множество попарно дизъ-

юнктных единичных элементов Е = {е} так, чтобы каждый элемент е £ Е был

элементом положительности некоторого линейного функционала в X. Суще-
ствование такого множества Е легко следует из теоремы об элементе поло-

жительности линейного функционала и из наличия в X достаточного числа

таких функционалов (см. 2.22 гл. IX). X—счётного типа, поэтому Е—счётное

множество.

Пусть Е = {еп} (/1 = 1,2,...) и /я— положительный линейный функ-
ционал в X, для которого еп служит элементом положительности. Полагая

получим линейный и существенно положительный функционал в X. Действи-
тельно, ввиду полноты множества Е в X для всякого единичного элемента

е£Х найдётся еп£Е такой, что е/\еп = е0^>О. По определению элемента

положительности, fn(eo)^>O, а тогда и /(£г>)>0 и, тем более, /(£)>0.
Если х— произвольный положительный элемент из Ху то *:>Хе, где £>О
и Х>0, и/(х)>Х/(*)>0.

1.34. Всякое /ffi-пространство Х с единицей допускает расширение К,
представляющее собой /(^-пространство с нормой, аддитивной для положи-

тельных слагаемых.

Непосредственно вытекает из 1.32 и 1.33.
Доказанные предложения позволяют легко установить условия существо-

вания вполне линейных функционалов в /С-простраиствах.
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1.35. Теорема. Для того чтобы в /(-пространстве X существо-
вало достаточное число вполне линейных функционалов, необходимо
и достаточно, чтобы X разлагалось на компоненты XfJL, каждая из ко-

торых допускает расширение У«, представляющее собой КВ-простран-
ство с аддитивной для положительных слагаемых нормой.

Доказательство, а) Необходимость. По теореме 1.31 X разла-
гается на компоненты ХЛ, в каждой из которых существует существенно
положительный вполне линейный функционал. А тогда по теореме 1.32 ка-

ждое ХЛ допускает расширение указанного типа.

Ь) Достаточность. Пусть X=z SXy и каждое Х^ допускает расшире-
а

ние Уа, являющееся /(^-пространством с нормой, аддитивной для положи-

тельных слагаемых. Если д:>о — произвольный элемент из X, то по теореме
о разложении B.24 гл. II)

х = S** (*« € *«,*« > о),

причём для некоторого а = а0 непременно дга > О. В Ка<> имеется существенно

положительный (о)-линейный (и вместе с °тем вполне линейный) функцио-
нал /^; достаточно, например, положить

Этот же функционал будет существенно положительным и линейным и

в Хао—нормальном подпространстве пространства Као. Действительно, если

хп^*х в Хч, то тем более хп^1х в Као и, значит, /ао (•*„)-*/«,(■*)» сле-

довательно, /^ непрерывен в Х^. Аддитивность же и существенная положи-

тельность функционала / в Х^ очевидны. Распространим теперь функцио-

нал / на всё X, полагая для всякого х £ X

Из свойств операции проектирования легко следует, что/—вполне линейный
положительный функционал в X. Так как

7(х) =/tfo (лгао), где хч = Рг^лг,
причём лгао>0, то /(л:ао)>О. Тем самым в X существует достаточное число

линейных функционалов.
Следствие 1. Во всяком дискретном К-пространстве X сущест-

вует достаточное число вполне линейных функционалов.
Действительно, X разлагается на компоненты, изоморфные /(Г-пространству

вещественных чисел E.21 гл. III), которое является частным случаем АГ^-про-
странства с аддитивной нормой.

Следствие 2. Если X—К-пространство счётного типа, то усло-

вия теоремы 1.35 необходимы и достаточны для того, чтобы в X суще-
ствовало достаточное число (о)-линейных функционалов.

Действительно, классы (о)-линейных и вполне линейных функционалов
в /(-пространствах счётного типа совпадают (см. 1.14).

1.36. Если в /Г-пространстве X существуют вполне линейные функцио-
налы (хотя бы и в недостаточном числе), то X есть соединение двух компо-

нент, из которых одна удовлетворяет условиям предыдущей теоремы,
т. с. в ней существует достаточное число вполне линейных функционалов,
л в другой вообще нет нетривиальных (не равных тождественно нулю)
вполне линейных функционалов,
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Доказательство. Пусть Е — совокупность всех элементов положи-

тельности /^-пространства X, отвечающих всевозможным вполне линейным
положительным функционалам в X. Через Xt обозначим компоненту про-
странства X, порождённую множеством Е, и через Х2 — её дизъюнктное
дополнение. Легко видеть, что Е полно в Х\, поэтому для всякого эле-
мента х^Хь л:>О, найдётся элемент у^Е такой, что х/\у = <г>О. Если
/>© — вполне линейный функционал, для которого у служит элементом

положительности, то /(г)>0 и тем более /(л*)>0; и так как х — произ-
вольный положительный элемент из Х±, то в Хг существует достаточное
число вполне линейных функционалов.

Пусть теперь хо£Х?, д:0>О. Если бы в Х2 существовал вполне линей-

ный положительный функционал /, для которого/(дго)> О, то, полагая

f(x)=f[Prxx] (х£Х),

мы получили бы положительный вполне линейный функционал во всём -V,

причём /(лг0) =/(дго)>О. Если у
— элемент положительности функционала/

для элемента лг0, то О<_у<-*"о и у £ Х%. Вместе с тем, по определению мно-
жества Е> у£Е и, следовательно, у^Хь Отсюда, однако, следовало бы,

что у = О, а это противоречило бы неравенству /(у) = /(д:0) >0. Итак,
в Х2 не существует нетривиальных вполне линейных функционалов. Остаётся

заметить, что компоненты Х\ и X* образуют разложение пространства X.
1.37. Если X—расширенное /^-пространство, а хг—элемент положи-

тельности вполне линейного положительного функционала f(x), то х^- пред-
ставляется в виде соединения конечного числа дискретных элементов.

Доказательство. Допустим, что Xf может быть представлен в виде

соединения бесконечного множества существенно положительных элементов:

*f= 5 *п (хп>О).

("О

Каковы бы ни были числа 1Ш «ступенчатый» элемент х = У] 1пхи£Х. Но

1

из О<л^<л^ вытекает, что / (хп) > 0, а тогда, полагая A/J=-r—-, мы

получим:

что невозможно.
1.38. Если в расширенном /^-пространстве X существует достаточное

число вполне линейных функционалов, то X—дискретное /^-пространство.
Доказательство. Допустим противное; тогда в X содержится не-

прерывная компонента Хс E.31 гл. НП. Пусть x^XCtx^>O\uo условию
найдётся вполне линейный функционал/> О, для которого /(*)> б. Пусть
Xf
— его элемент положительности, соответствующий элементу х. Тогда

п

по 1.37 Xf
= Sxi> гДе хг

— дискретные элементы и О<^;сг-^х Но это про-

1

тиворечит определению непрерывности пространства Лс.
1.39. Если в расширенном /^-пространстве X существует существенно

положительный (о)-лннейиый функционал f (х), то X конечномерно.

Доказательство. По 1.26 X— счётного типа, и так как («)-линейные
Энолне линейные функционалы в X совпадают, то но 1.33 X дискретно.
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В то же время 1—элемент положительности функционала / и по 1.37
п

1=S^> где в{
—

орты. Таким образом, в X существует лишь конечное
1

число ортов, откуда и следует конечномерность пространства X E.2 гл. III).

1.4. О распространении вполне линейных функционалов. Отме-
тим некоторые предложения, относящиеся к распространению вполне

линейных функционалов. В дальнейшем, говоря о распространении
вполне линейных функционалов, мы будем всё время иметь в виду

распространение с сохранением свойства вполне-линейности. Нам

понадобится сначала одно вспомогательное предложение.

1.4JL Пусть У— расширение /(-пространства X, у^Уу О>о>**)>
но Л^5 и пУсть Е={ха} (ос£А) — множество всех положитель-

ных элементов из Ху удовлетворяющих условию ха<у0; тогда

supYE=y0.

Доказательство. Очевидно, у* = supyE -^yQ. Еслиу*<Су0,
то ввиду полноты X в У найдётся элемент х' > О (V £ X) такой,

что (у0—у*) Д х/ = л:0>©. Так как X нормально содержится в У,
то хо£Х и yQ—у*^х0. Отсюда у*-]гхо^уо и тем более

}С В таком случае

откуда х0-^ О, что противоречит неравенству х0 > О. Итак, у* =у0,
и наше утверждение доказано.

1.42. Теорема о распространении вполне линейных

функционалов. Пусть X—К-пространство и У— некоторое
его расширение. Тогда

а) Если f—положительный вполне линейный функционал в X

и F— его распространение на всё У, то F— также положитель-

ный функционал и для всякого у £ К, О

= sup {/(*)}. A)
0<<

Ь) Для того чтобы положительный вполне линейный функ-
ционал /, заданный в X, мог быть распространён на всё У, не-

обходимо и достаточно, чтобы для всякого у £ Г, у ^> О,

= sup {/(*)}<-foo.
0<ф

с) Если f и f — два положительных вполне линейных функ-
ционала в X, причём f допускает распространение на всё У и

/^ /, то /' также допускает распространение на всё У.



424 ВПОЛНЕ ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ. СОПРЯЖЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА [ГЛ. X

d) Если вполне линейный функционал /, заданный в X, допу-
скает распространение F на всё У, то это распространение
единственно и при этом F+, F__ u\F\ служат распространениями
на У, соответственно для /+,Д и |/|.

Доказательство, а) Пусть F— распространение вполне

линейного функционала />-© с X на Y. Если у£Х, .у>-0, то со-

отношение A) очевидно. Далее, если соотношение A) выполняется

для некоторого .у >- © (y£Y) и х^О — элемент из X, то

sup
О < х' < у

= sup {/(* + *'))= sup {/(/)| *)
0<'< 0<"<Ч

и соотношение A) имеет место для элемента х-\-у.
Рассмотрим вполне упорядоченное множество £ = {д:в} положитель-

ных элементов из X, меньших или равных у. В силу 1.41 sup E=y
в Y, и если положить

то

Ух <Уъ < • • • <Уа < • • • и sup [уа] = sup Е =>
а

Соотношение A) имеет место для всякого уп (я= 1, 2,. . . ), так

как уп ^ X Допустим теперь, что оно справедливо для у$ с t3 < а,
и покажем, что оно выполняется и для j/a.

Пусть сначала a — трансфинитное число первого рода a = 7 + 1.

Тогда

но х^А', а тогда хо£Х и, по доказанному, соотношение A) имеет

место для уа. Если же a— второго рода, то рассмотрим монотонно

убывающую последовательность 7= [уа —у$} (р < а). Очевидно,
inf 7= О и, по определению вполне линейного функционала,

Так как соотношение A) предположено справедливым для у^ то
Q ^C F (yp) <C F (У?") пРи Р'<р", а тогда, вследствие произволь-
ности s, F (ук)^Ь и

В таком случае, по предположению индукции,

sup {/(x)}}< sup
0

'*) Последний переход с использованием розможности двойного разбие-
ния A.42 гл. 1).
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Но для всякого х£Х, 0<!л:<;^в, f(x)^.F(ya); поэтому

sup {/(*)} </?СУа)- Тем самым Р(уа) = sup {/(*)}, ч. и тр. д.

Из доказанного утверждения следует также, что F определяется
однозначно заданием /^0, т. е. распространение /!>0 на К воз-

можно только единственным способом.

Ь) Необходимость условия содержится в а). Покажем его доста-

точность. Пусть для всякого у £ У, у ^> О,

F(y) = sup {/(*)} < + сх>.

т£Х

Для произвольного ^у £ У положим

Тогда функционал F будет определён во всём Y. Из положитель-

ности и аддитивности функционала / легко следует положительность

и аддитивность функционала F (ср. 1.22 гл. VII). Далее, ясно, что

F{x) =f(x) для элементов х£Ху так что F есть распространение

функционала / на Y.

Для доказательства вполне-линейности функционала F в Y вос-

пользуемся критерием 1.13. Пусть

Ввиду аддитивности и положительности функционала F найдётся не

более конечного числа значений а, для которых F(ya)^>e, где

г — заданное положительное число. Поэтому множество А значений а,

для которых F(ya)>0, не более чем счётное. Положим

/= S ул и/'= s л;

тогда У=у'-\-у" и F(y) = F(y')-\-F(y"). Покажем прежде всего,
что f(rv') = O. Действительно, по определению F(y'), найдётся
элемент х£Х, О<^jt^.y\ такой, что

В силу закона дистрибутивности

*= S
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откуда, принимая во внимание положительность и вполне-линейность

функционала/ и то, что из 0</(л; Л>)< F (Уи) = °> Г1РИ а£А

следует f(x /\ уа) = 0, получаем:

) = 0 и

Отсюда, ввиду произвольности г, y

Пусть теперь А = {а,} (/= 1, 2, ...); тогда, благодаря положи-

тельности и аддитивности функционала F,

СО

и ряд y^F(ya ) сходится. По определению F(v") найдётся такой

элемент х ^ Ху О ^ х ^Су'\ что

и по закону дистрибутивности

В силу вполне-лииейности функционала /

и при достаточно большом

)=4 2 (лл.I<-^.li-n+i * J 2

Но

У—*=

2
и поэтому

( S Л.)-/7! 2 (

откуда
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Это означает, что

и F— вполне линейный функционал.

с) Пусть/;>0—вполне линейный функционал в X, допускающий
распространение F на У, и /'-</, где/'>0— вполне линейный

функционал в X. Покажем, что /' может быть распространён на У.

Действительно, для всякого у£У, .У^>© имеем:

F'(y)= sup {/'(*)}< sup {f(x)}=F(y)<+oo,
О <а?<# O<<

откуда в силу Ь) и следует, что F' есть распространение функцио-
нала /' на всё Y. Очевидно также, что Z7' ^ F.

d) Пусть /—вполне линейный функционал с 1и F— его рас-
пространение на У. Как известно A.24) гл. VII,

/+(*) = sup {/(*')} и F+(x)= sup {^(х')} (*>О, х£Х).

Но f(xr) = F{xr) в JV, поэтому /+ и F+ совпадают в А', т. е. F+
есть распространение функционала /+ на Y. Такое распространение,
как было установлено ранее, единственно. Таким же образом дока-

жем, что F_ — единственное распространение функционала /_ на Y,
а следовательно, F и \F\ — единственные распространения функцио-
налов / и |/| на всё К Теорема доказана.

Замечание. Пусть/;>©— вполне линейный функционал в X

и X—максимальное расширение пространства X. Выделим в ^мно-

жество Y элементов у £ X, для которых

Ф(Ы)= sup {/(*)} < + оо.

О<<11

Легко видеть, что Y— расширение пространства X и в силу дока-

занной теоремы f допускает единственное распространение F на Y,

причём для элементов у >- О (у £ Y)

Отметим также следующее очевидное следствие теоремы 1.42:

если F—вполне линейный функционал в У, равный нулю в X

(Y— расширение пространства X), то F равен нулю и во всём У.

1.43. Теорема. Если Y—расширение пространства X, то

К-пространство Y* вполне линейных функционалов в Y изоморфно
нормальному подпространству К-пространства X* вполне линей-

ных функционалов в X.

Доказательство. Пусть Хг — совокупность всех функциона-
лов /£ X", допускающих (единственное, по доказанному) распро-
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странение F£Y* на У. Если fv f2£X', Ft и F2— их распростра-
нения на У, то, очевидно, Ft-\-F2 есть распространение Д -j-Д и

XFj—распространение ХД на К (X — вещественное число). Далее,
если f£X*9 f£X* и |/'|<|/|, то и f£X' (см. 1.42 c)-d)), так

что X'— нормальное подпространство пространства X*. Наконец,
если />© (f£Xr) и F— его распространение, то и F>0, и об-

ратно (см. 1.42а) и следствие теоремы 1.42). Таким образом, соот-
ветствие f<—>F (f£X', F£Y*) сохраняет линейные соотношения
и полуупорядочение и является изоморфизмом; следовательно, У* изо-

морфно нормальному подпространству пространства X*.

1.44. Пусть (£ — база /С-пространства X с единицей, причём для элемен-

тов из (£ имеет место теорема о диагональной последовательности. Если 9
—

существенно положительная аддитивная вещественная функция, заданная в (£\
т. е. функция, удовлетворяющая условиям:

1) <р(е)>0 Для всякого £>© (#£©);
2) если ег d е2 (ег, е% £ (£), то <р (*1 + ^2) «= ? (*i) + ? (^2)» то в © может

быть определена существенно положительная аддитивная и непрерывная
функция 6 такая, что &(е) <у (е) для всех е 6 @.

Доказательство. Пусть {#п} — произвольная убывающая до нуля
последовательность единичных элементов пространства X. Отнесём этой по-

следовательности неотрицательное вещественное число

Точную верхнюю границу чисел а, отвечающих всевозможным последова-
тельностям еп\О, обозначим через а*. Ясно, что каждое а<;<рA) и потому

а* < 9 (!)• Докажем, что существует последовательность единичных элемен-

тов £*t\O такая, что

a(e*v 4, ...) = «*•

С этой целью выберем последовательности элементов {effl} A1tk = 1,2,...)
так, чтобы

Не умаляя общности доказательства можно предположить, что ^<!
(в противном случае достаточно было бы положить е{$ = ^ V 4^V • • •

и последовательности {е^} обладали бы всеми нужными свойствами). По

сделанному предположению о диагональной последовательности, существует
последовательность индексов £i<&>< ... такая, что

litn е{*п) = О.
7i-> CO

Положим

<^4^f^ (л = 1,2,...).

Очевидно, е*г\О. Так как элементы effl монотонно возрастают с увеличе-

нием п (при фиксированном k), то, каково бы ни было натуральное число т,
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е*п^епП ^einl ПРП п>™. Но {етп } (л = 1, 2, ...*, rri фиксировано) есть

подпоследовательность последовательности {е^}\ поэтому

и так как это верно при всяком т = 1, 2,..., то

С другой стороны, по самому определению числа а1'-,

a(e*v *?*, . ..)<>*>
так что, действительно,

«* ==«(£*, е*, .. .).

Зададим в (£ функцию ср', положив

<р' (,) = lim ч (е ■ «*) *) (* € в).

Определение функции 'f' имеет смысл, так как £*,\О, e-e*t\O, а функ-
ция ср аддитивна и положительна. Очевидно также, что ?'(£)><> при всех

Покажем, что ср' — аддитивная функция. Действительно, если er d в", то

по дистрибутивности сложения и умножении

<р/ (е' + ^) = lim 9 К^' + «^) • **J = lim ? [^ . e*t] +
П -> со ft -> a>

+ lim ? [е" - в*] = у' (е') + ^ (е'г).

Убедимся теперь в том, что ср' (е) < ср (^) при всяком в > О. В самом

деле, из £^\О следует, что е*е^<^е при достаточно больших л > щ, от-

куда, ввиду существенной положительности функции ср,

[* *l

С увеличением п последнее неравенство только усиливается, поэтому и
в пределе при п -> оо ср' ()< ()

Положим

Из аддитивности функций ср и ср7 следует аддитивность и их разности <1.

Далее, из неравенства '/(е) <<?(*) (в>0) следует и существенная положи-
тельность функции 6. Остаётся показать, что 6 непрерывна в E. Допустим
противное; тогда найдётся последовательность единичных элементов ^\О
такая, что

()>

Так как ^(О убывает с возрастанием п, то

А->оо

*) Об умножении элементов в /^-пространстве и его свойствах см. 3.3 гл. IV.

**) Ср. 1. 14 гл VIII.
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В таком случае для всякого п найдётся индекс кп такой, что

<Р (*«) — ? \еп • 4) > £ при Aj > £„.

Заметим, что если последнее неравенство справедливо при k = k0, то оно

будет иметь место и для всех k^>kQy так как е*. с увеличением £ убывают.

Поэтому индексы kn могут быть выбраны так, что £i<&s<«. .<^л<

Элементы <> — е . е* и £ • Л дизъюнктны и, по аддитивности функции ср,

<Р К— сп
• 4j = «Р (<'п)

-

? (^»" 4п) >г (я == Ь 2, .. .)•

Далее, так как

т. е. e]J. d [еп— еп'е\ ]> т0» по аддитивности функции «р,

—

^п
*

екп

так как, по самому построению последовательности {£*}, р

Поломким

Очевидно, еп-> О и если еп = sup (еп, еп+j, ...), то <?п\ О и^й> ^п. Теперь
при всех п = 1,2, ...

&£)>e+ a* и lim «рЙг)>е + а*.

что противоречит определению числа а*. Таким образом, ^(^п)№ Для
всякой последовательности еп\О и ф непрерывна в (£-. Утверждение
доказано.

1.45. Теорема. Если в К-пространстве X с единицей существует
существенно положительный аддитивный функционал f и для единич-
ных элементов пространства X имеет место теорема о диагональной
последовательности, то в X можно определить существенно полоэ/си-
тельный (о)-линейный функционал Ф такой, что Ф<!/.

Доказательство. Положим <р (е) =f{e) для всякого единичного
элемента е$Х. Ясно, что ср

— аддитивная и существенно положительная функ-
ция, определённая на базе пространства X. По предыдущему A.44), суще-
ствует аддитивная существенно положительная и непрерывная функция ф,
удовлетворяющая условию <Н£)<ср(£) Для всех единичных элементов е£Х.
С её помощью определим в X функционал

Покажем, что этот интеграл имеет смысл при всех х £ X. Дей-
ствительно, если л* >«, то для нижней интегральной суммы имеем (если
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взять ef — О, что всегда возможно):

Отсюда уже следует существование интеграла для х>© и неравенство
Ф (x)^Cf(x) (ср. 1.21 гл. VIII). Но тогда Ф (х) существует и для любого

х£Х\ а по теореме 1.33 гл. VIII Ф (х) является (о)-линейным функциона-
лом в X.

§ 2. АГ-пространства, сопряжённые /^-пространству
ограниченных элементов

Выше было установлено, что всякое /<-пространство ограничен-
ных элементов представляет собой УО5-линеал и вместе с тем /С-про-
странство B.3 гл. VI). В таком случае, в пространстве ограничен-
ных элементов X можно рассматривать регулярные (о)-линейные и

(^)-линейные функционалы. В силу теоремы 2.84 гл. VII классы

регулярных и (£)-линейных функционалов в X совпадают, а по 2.43

гл. VII класс (о)-линейных функционалов содержится в классе регу-

лярных функционалов. Пусть X* — сопряжённое пространство (^-ли-
нейных функционалов, заданных в X. Как было показано в гл. IX B.32),
X*—КВ-лингал (полный, как нормированное пространство) и /С-про-
странство.

2.1. Первое сопряжённое пространство.
2.И. Теорема. В пространстве X*, сопряжённом К-про-

странству ограниченных элементов X, норма аддитивна для
положительных слагаемых, т. е.

/^Ouf^O, то ПА+ДЦ = ЦАЦ + ||/а||,

причём ||/||=|/|A) для всякого

Доказательство. Пусть сначала /*^>®(/£Х'). По опре-
делению нормы (#)-линейного функционала,

ц/11= sup {|/(*)|}.

Но в пространстве ограниченных элементов [х | <; ||л:||1, поэтому
если || д:[| <; 1, то |х|<;1. Таким образом, среди элементов про-

странства X с нормой, не превосходящей единицы, наибольшим бу-
дет единица пространства X; отсюда, принимая во внимание поло-

жительность функционала /, получаем, что [f(x)\^f(\x\)^f(\)
для всякого х, для которого ||л:|| ^1. Так как ||1 || =1, то, сле-

довательно, H/II =/A).
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Если /— произвольный (£)-линейный функционал в X, to, так

как X*—/ГЯ-линеал,

11/11 = 111/111=1/1A).
и второе утверждение теоремы доказано.

Пусть теперь Л>0 и /2>О (/i,/2€^*)- ТогДа> по доказан-

ному и принимая во внимание аддитивность линейного функционала,
будем иметь:

И/i +Л11 = [/1+/21 A) =/1 A) +/2 A) = Il/i II + II/2II.
т. е. норма в X* аддитивна для положительных слагаемых. Теорема
доказана.

2.12. Следствие. X*—KB-пространство.
Действительно, X* удовлетворяет условиям теоремы 2.47 гл. VI.

2.13. Теорема. Пусть X— К-пространство ограниченных
элементов, в котором задан существенно положительный (о)-ли-
нейный функционал fx. Тогда, если fx принять за единицу в Но
(К-пространстве (о)-линейных функционалов в X), то базы про-

странств X и Но изоморфны.
Доказательство. То, что fx может быть принят за единицу

в #0, уже доказано выше A.26). Покажем, что база простран-

ства Яо состоит из функционалов вида fe(x)=f1(xe), где е£(&(Х).
Из 1.24 следует, что при любом е£(&(Х) /ed/i_e, так как

эти функционалы отличны от нуля на дизъюнктных компонентах.

Кроме того, /1-в=/,—/е, а потому fe£&(H0) C.21b) гл. III).
Пусть теперь /* > О— произвольный единичный элемент из Но;

покажем, что существует единичный элемент е* £Х такой, что

/*=/е*. Для этого обозначим через е* элемент положительности

функционала /*, отвечающий единице пространства X, и рассмотрим
разность

/о =/*-(/* Л /Л
Так как /* и /е*— единичные элементы из Но, то, очевидно, /0—также
единичный элемент пространства Но. Допустим, что /0 > О. Через е/
обозначим элемент положительности функционала /0, отвечающий

единице пространства X. Тогда из /0</* очевидным образом сле-

дует е'^е*. С другой стороны, /* и /е* имеют один и тот же

элемент положительности, отвечающий единице пространства X. Сле-

довательно, по 1.23 /* Л/е* имеет своим элементом положительности

также г*. Но функционалы /0 и /* Л/в* дизъюнктны, поэтому соот-

ветствующие им элементы положительности ег и е*, опять по 1.23,
также дизъюнктны, что, однако, несовместимо с ранее полученным
неравенством ef -О*. Противоречие явилось результатом допущения,
что fQ > О; следовательно, /0 = О и
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Совершенно аналогично покажем, что

Л—/*Л/л

так что /* =/е*. Таким образом, соответствие е <—► /е (е—единичный
элемент пространства Х> а /е— единичный элемент пространства Но)
взаимно однозначно и сохраняет полуупорядочение, т. е. является

изоморфизмом.
Отметим очевидное следствие доказанной теоремы.

Следствие. Максимальные расширения пространств X и Но
изоморфны (см. 2.45 гл. IV).

2.14. Первая теорема об общем представлении

(о)-линейных функционалов. Пусть X— К-пространство
ограниченных элементову и fx — существенно положительный

функционал в нём. Если fx принять за единицу в К-простран-
стве Н0(р)*линейных функционалов в X, то любой функционал /,
являющийся ограниченным элементом в Но, имеет вид

где у
—некоторый элемент из X, и такое представление един-

ственно.

Доказательство. Мы уже установили, что подпространство

ограниченных элементов пространства Но изоморфно X. Покажем,
что в качестве у можно взять тот элемент пространства АГ, кото-

рый при изоморфизме соответствует /.
Если / £ (Е (Яо), то представление / (х) =Д (хе), где е £ & (X)

и /=/в, установлено по ходу доказательства теоремы 2.13.

Если / = |j «kf\ где /*> =/ел 6 в(Яо), то

)
(х) = 2 «*А (хек) =/, (х 2 Чек

Пусть теперь /—произвольный ограниченный элемент простран-

ства Н0) т. е. l/K^C/i. По лемме 2.17 гл. IV существуют такие

конечнозначные элементы fn) £ Яо, что /W)J£U 1. По уже доказан-

ному

-л

где уп£Х—конечнозначный элемент, соответствующий/^ при изо-

морфизме между X и подпространством ограниченных элементов

пространства Но. Из этого изоморфизма вытекает также, что уп —*у,
где у

— элемент из Ху соответствующий при изоморфизме функ-

ционалу /.



434 ВПОЛНЕ ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ, СОПРЯЖЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА |ГЛ. XI

Так как из /л) -^/ вытекает точечная сходимость fn) (х) ->/(х)
A.32 гл. VII), то благодаря непрерывности функционала /j и про-
изведения имеем:

f(x) = lim fn\x) «- lim Л (хуп) =
П-»оо

т. е. возможность указанного представления доказана.

Докажем, что это представление единственно. Для этого доста-

точно показать, что если у zfc О, то /фО. Но действительно, пола-

гая х =у, получим / (у) ==fi (у2) > 0 вследствие существенной
положительности функционала fv

2.15 Вторая теорема об общем представлении
(о)-линейных функционалов. Если X— произвольное К-про-
странство с единицей, в котором имеется существенно положи-

тельный {оулинейный функционал fv то представление

fix) =М*У),
где у

— ограниченный элемент пространства Ху также имеет

место для любого /£//0, являющегося ограниченным элементом

пространства Но (где ft принято за единицу), а тогда подпро-
странства ограниченных элементов пространств X и Но изо-

морфны.
Доказательство. Пусть |/|<СД (/^Ио). Будучи (о)-линей-

ным функционалом в ХЛ f—тем более (о)-линейный функционал
в подпространстве Хо, состоящем из ограниченных элементов про-

странства X, а тогда по теореме 2.14 существует такой у£Х0, что

/G*)=/iC*y) ПРИ всех -к^о-

Для любого х£Х существуют такие хп£Х0, что хп -^ х в X,

а тогда хпу —* ху в X (так как у £ XQ) и потому

f(x) = Hmf(xn) = ПтД (хпу) =fx (ху).

Изоморфизм/^—>у (f£H0% y£X) между подпространствами
ограниченных элементов пространств X и Но вытекает непосред-

ственно из доказанного представления.

2.16. Теорема. К-пространство X ограниченных элементов, в ко-

тором существует достаточное число вполне линейных функционалов,
нормально содержится в максимальном расширении своего первого
сопряжённого пространства X*).

Доказательство. По теореме 1.31 X может быть разложено на

компоненты Хй (а £ А) с единицей так, что в каждой Ха существует суще-
ственно положительный вполне линейный функционал/а. Пусть К—компо-

*) Здесь и иногда в дальнейшем мы отождествляем для простоты эле-

менты пространства X с теми элементами пространства Аг*, которые им соот-

ветствуют при изоморфизме.
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нента пространства X*t порождённая множеством {/«} (а£А), и Ка —компо-
нента, порождённая функционалом /а. Функционалы /а можно предположить

попарно дизъюнктными и потому множество компонент Ка (а £ А) образует
разложение пространства Y B.31 гл. II). По теореме 2.15 Ха изоморфно
"подпространству ограниченных элементов пространства Уа и, следова-
тельно, нормально содержится в нём. В таком случае, Х% представляющее
собой соединение пространств Х^% нормально содержится в полном соеди-

нении пространств Ка. Но K=S^a тоже нормально содержится в полном

соединении пространств Уа, т. с. SY<>. — расширение пространства У и, сле-

довательно, S^a нормально содержится в максимальном расширении про-

странства У.
С другой стороны, У—компонента пространства X*, следовательно,

максимальное расширение пространства У нормально содержится в макси-

мальном расширении пространства X*, а тогда и X нормально содержится
в максимальном расширении пространства X*.

Справедливо и обратное предложение.
2.17. Теорема. Если К-пространство X ограниченных элементов

нормально содержится в максимальном расширении своего первого
сопряжённого пространства X*, то в X существует достаточное число
вполне линейных функционалов.

Доказательство. Следует показать, что для всякого элемента

(х£Х) найдётся вполне линейный функционал />О такой, что /(*)>
Но действительно, в X* найдётся элемент у, удовлетворяющий условиям
0<j<; х. Если У—подпространство пространства X*, порождённое эле-
ментом у, и ХТ— совокупность элементов из Х9 принадлежащих У, то X* —

нормальное подпространство пространства X. Но У, будучи компонентой

/СВ-пространства с нормой, аддитивной для положительных слагаемых, само

является пространством такого же вида, и потому в У существует суще-
ственно положительный (о)-линейный (и вместе с тем вполне линейный)
функционал /* (достаточно, например, положить

/*О0= И.У+1 —В.У-1 (y£Y)).

/* будет также существенно положительным (о)-линейным функционалом
и в X'— нормальном подпространстве пространства У. Положим теперь

Из линейности функционала /* и проектора (у) следует, что /—(о)-линей-
ный функционал во всём X; притом /(*)>() для х>О ввиду положитель-

ности функционала /* и операции проектирования, так что/!>О. Далее,
/W>/O0 =f*((y)y) =/*О)>0.

Если, наконец, {*а} — монотонно убывающая до нуля последовательность

элементов из Х% то (у)ха также монотонно убывает до нуля в X' и содер-
жит не более счётного множества различных элементов, так что /* ((у) ха) < е

при достаточно большом а. Отсюда следует, что /— вполне линейный функ-
ционал, удовлетворяющий условиям теоремы. Так как х — произвольный
существенно положительный элемент из X, то в X существует достаточное

число вполне линейных функционалов.

2.2. Линейные функционалы в ^в-пространствах с нормой,
аддитивной для положительных слагаемых. То обстоятельство,
что /С-пространство, сопряжённое /(-пространству ограниченных
элементов, есть /^-пространство с нормой, аддитивной для поло-

жительных слагаемых, оправдывает рассмотрение некоторых свойств
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линейных функционалов в таких пространствах. Этому рассмотрению
и посвящен настоящий номер.

2.21. Теорема. Если X—KB-пространство с единицей и

нормой, аддитивной для положительных слагаемых, то его со-

пряженное пространство X* изоморфно подпространству Хо
ограниченных элементов пространства X.

Доказательство. Пусть Но — /С- пространство всех (о)-линей-
ных функционалов в Хо. Так как в X, а следовательно, и в Хо
существует существенно положительный (о)-линейный функционал fv
определяемый, например, равенством

то Но— пространство с единицей (за единицу в Но возьмём /t).
По теореме 2.15 Хо изоморфно подпространству пространства Х*>

состоящему из ограниченных элементов. Покажем, что это подпро-

странство совпадает с X*.

Действительно, если /^А'*, то для х^О (х£Х)

откуда |/| <; || |/| || /1э т. е. /—ограниченный элемент простран-
ства X*.

Теперь из 2.15 сразу следует изоморфизм К-пространств X* и Хо.
2.22. Пусть X—/СБ-пространство с нормой, аддитивной для по-

ложительных слагаемых, и ^Y*—его сопряжённое К-пространство
(пространство одновременно (о)-линейных, вполне линейных, (^-ли-
нейных и регулярных функционалов в X). Если Хо— компонента

пространства X и Х^—совокупность всех линейных функционалов в Ху

обращающихся в нуль в Х'о— дизъюнктном дополнении к Хо, то

Х^— компонента пространства X*.

Доказательство. 1) Покажем прежде всего, что функцио-
налы f£X* и |/| одновременно принадлежат или не принадле-
жат Х*о.

В самом деле, пусть /£-Xj; имеем |/|=/V(—f) и для всякого

(см. 1.24 гл. VII)
= sup

х1 -f »"

Если х£Х'о, то х\ *"£*; и так как f£X*r то /(*') =f(x") = О,
так что |/| (л*) = 0. Если х — х+

— х_принадлежит XQ, то х+ и х„

также принадлежат XQ, и так как л*+, лг_ >- О, то, по доказанному,

|/|(*+)-0, |/|(xj-0 и |/|(х)-0, откуда
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Пусть теперь, обратно, |/|€*J; тогда для всякого ^
||( = 0; но /+<|/| и Л<|/|, позтому Д(*) =/_(*) = О
и /(лг) = О. Так как лг+ и х. принадлежат А^ одновременно с х,

то для любого х£Х*0 f(x)=f(x+)—f(x_) = O и

2) Пусть |/'|<|А /£**, /'№ тогда f
Действительно, из 1) следует, что |/|£ЛГ*; поэтому, если

0

*>©, то 0< |/' | (лг)< |/|(л:) = 0 и |/'|(д) = 0; это же справед-

ливо и для любого л: £ ЛГ0, так как [/'| (*) = |/' I (л:+)— |/' | (#_) = 0.

Таким образом, |/'|£ЛГ*. Тогда по l)/'^*.
3) Если множество E={fu) (а£А) содержится в Х*у то и

sup£=/0 принадлежит X*.

В силу 1) множество £*={|/а|} (а^А) также содержится в X*Q.
Покажем, что /* = sup£* принадлежит X*Q, Как известно, для

/•(*)- sup

но если х£Х*0, то и ^€-^о (* = 1» 2,...,л), так что |/в<|(л'<)=0
и потому /*(*) = 0. Это же справедливо и для любого х£Х*0, сле-

довательно,/* ^^ Но |/0|</*; следовательно, по 2)/0£ЛГ*.
4) ДГ*— линейное подмножество пространства ЛГ*. Действительно,

если Дб^о» /2€^о и ^ — вещественное число, то из /г(х)=*
=/,(*) = <> слеДУет t/i+/JW= O и [Щ(х)'*=0, откуда

Итак, XI—линейное подмножество пространства X*, удовлетво-
ряющее условиям нормальности и правильности, т. е. — компонента

пространства X*, ч. и тр. д.

2.23. Пусть X—О-пространство с нормой, аддитивной для поло-

жительных слагаемых, Хг и Х2— две его дизъюнктные компоненты,

Х\ и Л1— их дизъюнктные дополнения и X* и X*— множества ли-

нейных функционалов в X, обращающихся в нуль, соответственно
в ^ и /3. Тогда Х*г и Х*2— дизъюнктные компоненты простран-

ства X*.

Доказательство. В 2.22 уже доказано, что Х^иХ^— ком-

поненты пространства X*. Их дизъюнктность вытекает из предложе-

ния 1.29 гл. VII, если X разложить на Хх и его дизъюнктное допол-

нение Х*х и заметить, что Хг с Xfr
2.24. Теорема. Пусть X—КВ~пространство с нормой, ад-

дитивной для положительных слагаемых, {ЛГв} (*£А)— система

компоненту образующая его разложение, X*—К-пространство,



438 ВПОЛНЕ ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ, СОПРЯЖЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА [ГЛ. XI

сопряжённое с X, и Х*а— совокупность всех линейных функционалов
в X, обращающихся в нуль в Х'% — дизъюнктном дополнении к ХЛ.
Тогда {Х^} (а£А)—система компонент пространства X*, обра-

зующая его разложение.
Доказательство. В силу 2.22 каждое Х*и есть компонента

пространства X*; в силу 2.23 -ЛГ* и X* дизъюнктны при *ф$, так

что остаётся лишь показать, что система {X*J полна в X*.

Пусть /£ X*, /> О; найдётся элемент х£ X, х>0, такой, что

f(x) >0, и если xf—элемент положительности функционала /, отве-

чающий элементу х, то по теореме о разложении

xf
= S хЛ (хл > О, ха £ XJ

и -х;«0>© для некоторого а = а0, так что /(*<*<,)> 0- Введём в рас-

смотрение функционал

Легко проверить, что /' — линейный функционал в X, притом обра-
щающийся в нуль на Хи и совпадающий с / в Ха . По определению

совокупности Х*а f£Xl; при этом / не дизъюнктен /', так как

элемент ха^ очевидно, служит элементом положительности для них

обоих. Итак, всякий линейный функционал /> О (f£X*) не дизъюнк-

тен некоторому функционалу /' £ Х*а\ но это и означает, что система

\Х*а} полна в X*. Теорема доказана.

2.3. Применения теорем об общем представлении (о)-линей-
ных функционалов к конкретным пространствам. С помощью

теорем 2.14—2.15 мы установим некоторые результаты, полученные
ранее (в главе VIII) другим путём.

2.31. Общая форма (о)-линеиного функционала в М

(ср. 2.16 гл. VIII). М—/С-пространство ограниченных элементов,
а интеграл Лебега

ъ

(О

представляет собой существенно положительный функционал в Ж.

Поэтому к Ж применима теорема 2.14, следовательно, если

то

ъ

f (х) =/, (ху) =*jx(f)y (t) di,
а

где у € М.
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Пусть /— любой (о)-линейный функционал в М. Если />©, то

существуют4 ограниченные/(")/*/ (например, /W=/A«/t)- Ка-
ждый /(Л) имеет вид

где уп£М и, очевидно, образуют монотонную последовательность.

Положим

= lim yn{t).

Тогда по теореме о предельном переходе под знаком интеграла для
монотонной последовательности для *>-© имеем:

ь ь

fx(t)yn(t)dt->fx(f)y(t)dt;
а а

но fW(x)-*f(x) (см. 1.32 гл. VII), следовательно,

ъ

/Ч*)= J x(t)y{t)dt. B)
а

Благодаря аддитивности функционала то же представление имеет

место и для любого х£М.
Так как

ь

то, значит, y(t) — суммируемая функция, т. е.

Если /—любой функционал в Ж, то, полагая /=/+—/_, мы

сразу убеждаемся в том, что формула B) сохраняется и, как и

выше, y£L.
Обратное утверждение очевидно, т. е. ясно, что формула B) при

любом y£L представляет (о)-линейный функционал в М. Это и есть

общая форма таких функционалов.
2.32. Общая форма линейного функционала в L

(ср. 3.12 гл. VIII) (здесь, как мы знаем, классы (^-линейных и (о)-ли-
нейных функционалов совпадают).

В качестве fi можно опять взять интеграл A). Тогда к L приме-
нима теорема 2.15, т. е. любой ограниченный функционал предста-
вим по формуле B), где у £ М, так как подпространством ограни^
ченных элементов в L является М. Но L—/С5-пространство с адди-

тивной нормой для положительных слагаемых, поэтому в силу

теоремы 2.21 его сопряжённое пространство состоит только из
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ограниченных элементов и, таким образом, представление по фор-
муле B) с у £ М доказано для любого /.

Обратное очевидно, т. е. это и есть общая форма линейного

функционала в L.

Найдём норму функционала /. Из очевидного неравенства

1/(*)КЫ1*1Ия следует, что ||/||< ||.у||ж. Зададим теперь

е > 0 и обозначим через е множество тех /, для которых

Затем положим

(О при/£*.
Тогда ||х||х=1, а

Отсюда сразу следует, что

11/11= sup

а вследствие произвольности е ||/|| ^ 1Ь>||др что вместе с обратным
неравенством, полученным выше, даёт ||/|| = \\у\\м.

2.33. Общая форма линейного функционала в

L* (р>1) (ср. 3.32 гл. VIII). К Lp (р>1) опять применима тео-

рема 2.15, т. е. каждый ограниченный (относительно Д, определяе-
мого так же, как и в предыдущих случаях) функционал / предста-
вим по формуле B). Повторяя рассуждение из 2.31, мы легко убе-
димся в том, что то же представление имеет место и для любого

функционала, причём у (tf), во всяком случае, суммируема.
Найдём необходимое и достаточное условие, которому должна

удовлетворять функция у (/). Положим

х (а = i ЫО1 «-1 signJ/@, если \у (/) |<я,
пК)

10 , если \уA)\>п,

где 1—=1. Тогда, если принять во внимание, что (д—1)/? = ^,

получим:

J \y(t)\*dt\7%
откуда

^< II/IU
-E(\V(t)\<n)
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Так как это верно при любом пь то отсюда следует, что

Обратно, если

ъ

f(x)=fx(t)y(t)dt,
а

где у £ Ьй, то для любого x£Lp
Ъ

~1 Г
ь

т. е. / — линейный функционал в Lp и |]/||
Таким образом, формула B) с y£Lq даёт общее представление

линейных функционалов в Lp, и ||/|| == ||,y||Lg.
2.4. Строение второго сопряжённого пространства. Предложе-

ния, установленные в п° 2.2, позволяют легко решить вопрос о струк-
туре второго сопряжённого пространства для пространства ограни-
ченных элементов.

2.41. Теорема. Пусть X—К-пространство ограниченных
элементов, Y — X*— его первое сопряжённое пространство
(Ь)-линейных функционалов и { Ya} (а£А)—система компонент

с единицей, образующая разложение пространства У. Тогда вто-

рое сопряжённое пространство X** изоморфно соединению К-про-

странств Ya (a £ А), каждое из которых представляет собой

подпространство ограниченных элементов К-пространства Га.
Доказательство. По теореме 2.11 У—/Cfi-пространство

с нормой, аддитивной для положительных слагаемых. Всякая его

компонента Га, очевидно, также— пространство этого вида. В силу

теоремы 2.24 X** разлагается на компоненты Г* (а £ А), каждая из

которых представляет собой совокупность линейных функционалов
в К, обращающихся в нуль в У^—дизъюнктном дополнении к Ya.

Покажем теперь, что Yl изоморфна АГ-пространству, сопряжён-
ному Ка, т. е. АГ-пространству линейных функционалов в Ка.

Действительно, если /—линейный функционал в Ка, то его можно

распространить на всё Y с помощью соотношения

при этом f совпадает с / в Кв и равен нулю в Y^ Обратно, если

f—линейный функционал в У, обращающийсж в нуль в Y%% то ему

соответствует функционал / в Ya> равный f на Кв. Соответствие
/ +—* /' взаимно однозначно, сохраняет линейные соотношения и
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полуупорядочение и является, таким образом, изоморфизмом. Бла-

годаря теореме 2.21 К* оказывается изоморфным подпростран-

ству Ya ограниченных элементов пространства Ув, так что

2.42. Теорема. Второе сопряжённое пространство А"** для

К-пространства X ограниченных элементов есть К-пространство
ограниченных элементов.

Доказательство. Пусть Y—первое сопряжённое к ЛГ про-

странство. Как установлено в 2.11, Y есть /(В-пространство с нор-

мой, аддитивной для положительных слагаемых, и если положить

/iO0=ll.v+ll —ILv-ll Су €>0.

то /j — существенно положительный линейный функционал в К. В та-

ком случае /а, рассматриваемый как элемент пространства А**

(или К*), обладает свойствами единицы в X**. Пусть теперь /—про-
извольный элемент из А'**; так как (о)-линейные функционалы в Y

будут вместе с тем и (б)-линейными, то для всякого у >- О (у £ Y)

|/|(у)< HI/ID IMI = П1/1ПАСУ),
откуда

l/KBI/IB/i
и /— ограниченный элемент пространства X**. Таким образом,
X** — /Г-пространство ограниченных элементов.

Связь между первым и вторым сопряжёнными к X простран-
ствами устанавливается следующим предложением.

2.43. Теорема. Если X— К-пространство ограниченных эле-

ментов, то его второе сопряжённое пространство X** изоморфно
подпространству ограниченных элементов максимального расши-
рения первого сопряжённого пространства X*.

Доказательство. Обозначим X* через Y. В силу 2.41, если

{ Ya } (а £ А)— система компонент (с единицей) пространства К,

образующая его разложение, то К* (или X**) разлагается на компо-

ненты, изоморфные Ya — подпространствам ограниченных элемен-

тов пространств Ка. Следовательно, максимальное расширение про-

странства Y* изоморфно полному соединению

где Ка—максимальное расширение пространства Ya. Так как по 2.42

У* — /Г-пространство ограниченных элементов, то Y* изоморфно

подпространству ограниченных элементов пространства К, Но Y—
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максимальное расширение пространства Y B.23 гл. IV); тем самым

теорема доказана.
В главе IX B.36) было установлено, что всякий /Св-линеал X

изоморфен и изометричен части X** второго сопряжённого простран-

ства. Так как /(-пространство ограниченных элементов представляет

собой /СВ-линеал, то по отношению к нему верна и эта теорема.
Однако из указанной теоремы вовсе не следует, что X содержится

в JV** нормально. В том случае, когда это имеет место, X обладает

весьма важным свойством, выражаемым следующей теоремой.

2.44. Теорема. Если К-пространство ограниченных элементов X

изоморфно нормальному подпространству своего второго сопряжённого
пространства X**, то в X существует достаточное число вполне ли-

нейных функционалов.
Доказательство. Пусть х0 —произвольный существенно положи-

тельный элемент из X Следует показать, что в X существует вполне линей-
ный положительный функционал /такой, что /(*<>)> 0. По теореме 2.41

х** = S Тв,
а

где У=Х*— первое сопряжённое к X пространство, Y=Sya и Fa—под-
a

пространство ограниченных элементов пространства Ка. При изоморфизме у
между X и нормальным подпространством пространства X** элементу х0 £ X
отвечает элементуо^> О, у0 £X**. По теореме о разложении

Так как .Уо>0, т° среди составляющих Cvo)« найдётся по крайней мере
одна, пусть это будет 0>о)а0» отличная от нуля. Положим для всякого х $Х,
х>0

'°

х>0,

и для произвольного х £ X, х = х+ — дг_,

Определение функционала / имеет смысл. В самом деле, <р (дг) — элемент

пространства X**, следовательно, элемент соединения К*. Тогда его можно

спроектировать на составляющую Ya и <гем самым получит^ некоторый эле-

мент из Ktt , так как Уа нормально содержится в У^. Но Y— /fiB-простран-

ство и потому можно рассматривать норму проекции <р (дг) как элемента

из К
Так как норма в Y аддитивна для положительных слагаемых, то из опре-

деления функционала / легко следует его аддитивность и положительность.

Пусть теперь {*»} (а £ А)—вполне упорядоченная монотонно убывающая до нуля
последовательность элементов из X. Так как X содержится в Л** нормально,
то последовательность {?(.*«)}(«<&) также монотонно убывает до нуля
***
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В таком случае и последовательность её проекций в Рво (компоненту
пространства X**) будет монотонно убывать до нуля в Уо<> и вместе с тем

в Кв()И в У. По «полной линейности» нормы в К*) при достаточно боль-

шом а нормы этих проекций окажутся сколь угодно малыми, что и доказы-
вает вполне-линейность функционала /. Заметим, наконец, что

так как (уо)*о£Уао и СУо)«о>°- Теорема доказана.

2.45. Замечание. Нетрудно проверить и предложение, обратное дока-
занной теореме, именно:

Если в /С-пространстве X ограниченных элементов существует доста-

точное число вполне линейных функционалов, то X нормально содержится
в своём втором сопряжённом пространстве „Y**.

Таким образом, возможность нормального погружения Хв X** предста-
вляет собой необходимое и достаточное условие того, чтобы в X существо-
вало достаточное число вполне линейных функционалов.

§ 3. /("-пространства с обобщённой аддитивной нормой

Класс /f-пространств с обобщённой аддитивной (для положительных сла-

гаемых) нормой обобщает естественным образом класс /С-пространств с до-

статочным числом вполне линейных функционалов. Наличие в /(-пространстве
обобщённой аддитивной нормы позволяет исследовать его строение мето-

дами, аналогичными применённым в предыдущих параграфах. При этом ока-
зывается, что для всякого такого пространства X существует /С£-простран-
ство К, максимальное расширение которого изоморфно максимальному рас-
ширению пространства X.

Класс /(-пространств с обобщённой аддитивной нормой замкнут отно-
сительно операций соединения и расширения пространств и допускает, как
это будет показано в дальнейшем, реализацию с помощью измеримых функ-
ций, заданных на бикомпактах с абсолютно аддитивной мерой. Таким свой-
ством обладают только пространства этого класса.

В одном и том же /^-пространстве X с обобщённой аддитивной нормой
существует бесконечное множество обобщённых норм. Совокупность всех

таких норм изоморфна положительной части максимального расширения
пространства X.

3.1. Определение и основные свойства /Г-пространств с обобщён-
ной аддитивной нормой.

3.11. Определение. Пусть для положительных элементов /^-про-
странства X определено неотрицательное вещественное число || х \\, конеч-

ное или равное -+- °°»т- обобщённая норма элемента х £ X, удовлетворяю-
щее условиям:

1) ||ДГ||>0, если д:>0, и || О (=0;
2) tl*+.y!l = IUII + II.у|| (х>О,у>О)\
3) Каков бы ни был элемент х>О, найдётся элемент у такой, что

< и ||.у|1< +

�) Так как У— /ТВ-пространство с аддитивной нормой, то функционал

Ф0>)«= Н.У+11 - И .У-И

(о)-линеен и вместе с тем вполне линеен, а потому из ув Ч, О следует, что

Н.У.ИЧО.
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4) если последовательность {ха} (ха > О) монотонно возрастает и

sup {xa} == х,
о.

ТО

sup { || дг« || } = || х ||.
а

В таком случае X называется /^-пространством с обобщённой аддитив-
ной нормой.

В частном случае, если || д: ||< + °° Для всех х£X (х> О), будем гово-

рить, что X—/(-пространство с аддитивной нормой.
3.12. Если последовательность {ха} монотонно убывает до нуля в /С-про-

странстве X с обобщённой аддитивной нормой и || хг || < + со, то

Доказательство. Последовательность {х^ — х0} mqhotohho воз-

растает и

ос

В таком случае в силу свойства 4 нормы C.11)

Sup {|| *! —*e||}= i|

Но из аддитивности нормы в X вытекает её монотонность, следовательно,

11*аН<Н-°° и вместе с тем

11*1 —*« II = 11*1 II ~ ll*all,
а тогда

{||JC1|| —||хв||}= И^П и

3.13. Всякое нормальное подпространство Хо /С-пространства X с обоб-

щённой аддитивной нормой есть /С-пространство того же вида.
Доказательство. Если положить для х > О (* £ Х^)

11*11 Х0= И*И*

то, очевидно, норма в Хо будет обладать всеми свойствами 1—4 C.11).
3.14. Теорема. Пусть X—расширенное К-пространство с обоб-

щённой аддитивной нормой и У—совокупность элементов у£Х,для
которых

\\\У\

Если для любого у £ У положить

то У будет КВ-пространством с нормой, аддитивной для положитель-

ных слагаемых. При этом У— нормальное подпространство простран-
ства X, полное в X.

Доказательство. Нетрудно проверить, что У—линейное подмно-
жество пространства X, удовлетворяющее условию нормальности. Из свой-
ства 3 нормы в X следует, что У полно в X. Норма в У конечна и адди-

тивна для положительных слагаемых. В таком случае она и строго моно-

тонна. Пусть уп\О в У; тогда в силу 3.12 ||.уп||-*0. Если ж\+
в У и уп/[х(х^ У), то || х || =х -\- оо и по свойству 4 нормы || ,уп II
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Пусть, наконец, уп/*-\-оэъ X. Тогда найдётся такой элемент ^0> О (у0 £ У),
что при всех k = 1, 2, ...

(см. 2.31 гл. IV, замечание*)). Отсюда с помощью свойства 4 нормы выте-

кает, что

lim ЛупАЬУо И - * II Уо И (* = 1. 2, ...)

и, следовательно,
Ит У.у»||>Л||.УоУ.
п->оо

Но \\Уо\\>О, и так как последнее неравенство справедливо при всех нату-
ральных к, то || уп || -*• + оо.

Заметим, наконец, что функционал

регулярен в К и потому || Ху || = X Hj/1| для j>> О и л>0.
Таким образом, У—Л7?-пространство с аддитивной для положительных

слагаемых нормой, нормально и полно содержащееся в X.
3.15. Теорема. Всякое расширение К-пространства с обобщённой

аддитивной нормой есть К-пространство того же вида.
Доказательство. Пусть У— некоторое расширение /(-простран-

ства Xс обобщённой аддитивной нормой ну—произвольный положительный
элемент из У. Положим

!bll= sup ||}
©

Покажем, что эта норма в У удовлетворяет условиям 1—4 определения 3.11.

1) Пусть у> О {у£У). Так как X полно в У и нормально содержится

в нём, то найдётся элемент х£Х такой, что ©<*<.у. По условию 1
||дг ||х>0; следовательно, тем более |jf||r>0. Очевидно, далее, что||О||г=0.

2) Пусть ^>О, j/2>© (yv у2£У) и 1у±\\у< + со, \\у2||F< + oo. Если

О < х<ух +У2 (х € X), то найдутся элементы х± и х2 такие, что О < хг < J'j,
©<< и л:1 + ^2!=^ Ясно, что xt и дг2 принадлежат X Имеем:

<||а:||> = sup
j/ .Tj + oJs

О < о, < у2

С другой стороны, найдутся элементы х' и Jt" такие, что

O<jc//<j/2 и

II -^/ 8x>il^ b —j > 11^ »х>К Ir
-

у
•

Тогда

*) В главе IV такое соотношение установлено для некоторого
Но легко видеть, что тогда это соотношение справедливо и для всякого

х$Х такого, что 0<.х*О0. Благодаря полноте и нормальности УвХ

среди дг, удовлетворяющих указанному неравенству, найдутся элементы из У.
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И ВВИДУ ПРОИЗВОЛЬНОСТИ е

Сопоставление полученных неравенств приводит к равенству

\\Уг + У2\\т = bjY + bJy

Если же хотя бы одно из чисел 1\угЛу и ||.Уо11уо» бесконечно, то, оче-

видно, || ух -f y2 \\Y = + °э, и снова

3) Пусть j>>O (у£У); найдётся элемент лг£ЛГ такой, что <<.)
По условию 3 существует элемент х'> О < хг <! х, для которого Ия'Нд^ + °°»

но для элементов из X нормы в А" и К, очевидно, совпадают. Поэтому и

II •**'Ну< + со, и так как ©<л'<.у, то норма в У удовлетворяет условию 3.

4) Пусть последовательность {ya} (ya >- О, ya £ Y) монотонно возрастает и

По определению нормы в У для любого Л<||^|| найдётся х^Х, O<jc<j>,
такой, что || х || >v4.Jlоследовательность {х /\ул} монотонно возрастает в Л'и

в таком случае, по свойству 4 нормы .в X,

*ф{
a

и, тем более,

s

откуда ввиду произвольности А

Обратное неравенство очевидно и тем самым норма в У обладает также

свойством 4. Итак, У—/^-пространство с обобщённой аддитивной нормой.
3.16. Всякое соединение /^-пространств с обобщённой аддитивной нормой

есть /f-пространство того же вида.

Доказательство. Пусть {Xa} (a^A) — произвольное множество

АГ-пространств с обобщённой аддитивной нормой и У— их соединение. Опре-
делим в У обобщённую норму, положив

II.У II =2 У*.к Длялг = 5*а К>0, xa£Xa)
а

а
а

(при этом определении мы считаем || у \\ = + со, если множество слагаемых

отличных от нуля,
— несчётное, а также если оно — счётное, но ряд расхо-

дится).
Из определения нормы в У легко следует выполнение условлй 1—3.

Нетрудно проверить и условие 4.
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Пусть {у& (£<s) — монотонно возрастающая последовательность поло-
жительных элементов из У и

, ха>0 и

Имеем:

причём

так как Ха— /(-пространство с обобщённой аддитивной нормой.
Возьмём произвольное число А<С\\у\\. Очевидно, найдётся такое счёт-

ное множество индексов {an>, что 2 II •*«» II >А- Подберём числа Вп> О

п

так, чтобы

Для каждого я найдётся такое ?л, что || jc^ || > В , причём можно считать,

что ?n<Sn+i« В таком случае

^ ||}>SUP{2 ll^n)
>

Вследствие произвольности А

sup {Ил Н> > И.У11.

Обратное неравенство очевидно.
3.17. Теорема. Для всякого К-пространства X с обобщенной адди-

тивной нормой существует КВ-пространство Y (с нормой, аддитивной
для положительных слагаемых), максимальное расширение которого

изоморфно максимальному расширению пространства X.
Доказательство. По теореме 3.15 максимальное расширение

X /(-пространства X есть /(-пространство с обобщённой аддитивной нормой,
а по теореме 3.14 в X можно выделить полное вХи нормально в нём содер-
жащееся подпространство У, являющееся /СВ-пространством с нормой, адди-

тивной для положительных слагаемых. Ясно, что максимальным расширением

пространства Y будет X, и таким образом теорема доказана.

Доказанное предложение устанавливает тесную связь между /(-простран-
ствами с обобщённой аддитивной нормой и /(^-пространствами с нормой,
аддитивной для положительных слагаемых. Можно сказать, что всякое /(-про-
странство с обобщённой аддитивной нормой может быть получено из /(£-про-
странств с нормой, аддитивной для положительных слагаемых, с помощью

операций расширения пространств и образования нормального подпростран-
ства.

3.18. Теорема. Во всяком КВ-пространстве X можно определить
обобщённую аддитивную норму так, что X окажется К-пространством
с обобщенной аддитивной нормой.

Доказательство. Разложим X на компоненты Ха с единицей. По
теореме 1.34 Ха допускает расширение, представляющее собой /(Б-простраи-
ство с нормой, аддитивной для положительных слагаемых. В таком случае
в силу 3.13 Х9—/(-пространство с обобщённой аддитивной нормой, а по
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3.16 и Л" являющееся соединением пространств Лга, есть Д'-нрост ране гво
с обобщённой аддтнвной нормой.

3.19. Теорема. Всякое К-просшранство X, допускающее достаточ-
ное число вполне линейных функционалов, есть К-пространство с обоб-

щённой аддитивной нормой.
Доказательство. По теоремам 1.31 и 1.34, X разлагается на компо-

ненты Хц, допускающие расширения, являющиеся /^-пространствами, следо-

вательно, в силу предыдущей теоремы, пространствами с обобщённой адди-
тивной нормой. Тогда каждое ХЛ — пространство этого же вида и их соеди-

нение X—также пространство того же вида.

3.2. Элементарные ^-пространства. Понятие элементарного /(-про-
странства позволяет полнее изучить структуру /("-пространств с обобщённой
аддитивной нормой и тесно связано с понятием ДЖ-пространства, введённым
в VI главе. Существует большая аналогия между свойствами пространств
измеримых функций, заданных в промежутке [а% Ь], и свойствами элемен-

тарных /^-пространств. В элементарных /^-пространствах можно рассматри-
вать сходимость «по мере». В них имеет место абстрактный аналог теоремы

Д. Ф. Егорова и т. д. В случае, когда элементарное /("-пространство сепара-
бельно, оно оказывается изоморфным либо некоторому пространству изме-

римых функций, заданных в [я, Ь], либо пространству (конечных или беско-

нечных) последовательностей вещественных чисел, либо их соединению. Всё
это даёт основание рассматривать теорию элементарных /f-пространств как

абстрактную теорию пространств функций, измеримых в смысле Лебега.
3.21. Определение, /(-пространство X с единицей называется эле-

ментарным, если в его подпространстве ограниченных элементов X суще-
ствует существенно положительный (о)-линейный функционал Ф.

Из определения элементарного /С-пространства легко следует, что

оно — счётного типа, так что функционал Ф — вполне линейный. Далее ясно,
что компонента элементарного пространства, а также полное соединение

счётного множества элементарных пространств
—

элементарные ДГ-простран-
ства *).

3.22. Элементарное ДГ-пространство X есть пространство с обобщённой
аддитивной нормой.

__

Доказательство. Благодаря наличию функционала Ф X— ДГ-про-
странство с нормой, аддитивной для положительных слагаемых. Его макси-

мальное расширение У по теоремам 3.15 и 3.18 — /^-пространство с обобщённой
аддитивной нормой. Но ЛГ —нормальное подпространство пространства У и,

следовательно, по 3.13 само является /^-пространством с обобщённой адди-

тивной нормой.
^

3.23. Теорема. Максимальное расширение X элементарного К-про-
странства X есть КМ-пространство.

^

Доказательство. Определим в X метрическую функцию р, положив
для х > О

= Ф (arctg х),

::) Если Х= Sxn, где Хп— элементарные /^-пространства, и Ф„ — суще-
ственно положительный (о)-линейный функционал в Хп, то

будет требуемым функционалом в X. При этом мы считаем, что l^^Sljr



450 ВПОЛНЕ ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ. СОПРЯЖЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА [ГЛ. XI

где Ф — существенно положительный (о)-линейный функционал в Л'—под-
пространстве ограниченных элементов пространства X. Определение функ-

ции р имеет смысл, так как О <; arctg х < ~ 1, и потому arctg x представляет

собой ограниченный элемент пространства X, каков бы ни был xQX.
Из свойств функции arctg л: и функционала Ф легко вытекают следующие

свойства функции р:
1. р(О) = 0 и, если *>О, то р(л:)>0.
2. Если 0<Х.у, то p(*)<p(j').
Действительно, arctg х <] arclg у, а Ф — положительный аддитивный функ-

ционал.

3. Если хп —► х (хп^О)9 то р (хп) -► р (х), что вытекает из непрерыв-
ности арктангенса и функционала Ф.

4. Если х>0 и j>>0, то pU'+j'XpW + pW.
Действительно, arctg (л: -f- У)-*С arctg х + arctg у, а Ф — положительный

аддитивный функционал.
5. Если *Л/| + °° (-*"«^>O), то невозможно, чтобы

lim lim p(xni.p — xn)=*0.
П -» оо р -> оо

В самом деле, по 2.34 гл. IV найдётся такой единичный элемент
что при всяком /1 = 1, 2,... и любом &>0

lim [(vn+р — xn)/\ke0] = Av0.

Тогда благодаря монотонности arctg x

lim arctg (хп + р
— хп)^ arctg (ke0) = а^0,

где a = arctg&>0 (ср. 1.34 гл. IV).
Отсюда

lim lim р (хп+р — хп) = Ф[ lim lim arclg (xn+p— хп)\ > Ф (ае0) > 0.
П->оо р-ьоо п -> оо р -> оо

Таким образом, р обладает всеми свойствами метрической функции
в КМ-пространстве. Теорема доказана.

Следствие. В элементарном К-пространстве X для единичных
элементов имеет место теорема о диагональной последовательности.

Действительно, максимальное расширение пространства X, будучи
/СМ-пространством, регулярно, а сходимость последовательности единичных
элементов в максимальном расширении пространства X равносильна её схо-

димости в X.

3.24. В элементарном /(-пространстве X соотношения еп -U О и Ф (е^)—► 0

равносильны (еп £ @ (X), Ф — существенно положительный (о)-линейный функ-
ционал в подпространстве ограниченных элементов X).

Доказательство. Если еп —► О, то, по непрерывности функцио-
нала Ф, Ф (еп) —> 0. Обратно, пусть Ф (еп) —►О; выделим из последователь-

ности {еп} подпоследовательность {еп } так, чтобы

Положим, далее,
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Очевидно,

и существует предел

(o)-litn Fk = e{).
к->оо

Так как

епп V епк+г V • • • V епк+т< епк + enki.1+ • • • +

то ввиду положительности и аддитивности функционала Ф

* ('*» V • • • V е„к+т) < Ф (е„к) + ...+Ф (епк^ J.

Переходя к пределу при т—»-оо и имея в виду, что

Km (еп У ... \/еп ) = ек1
Ш -»со

Л Л т |Л

получим:

ФЙс)<9*ГТ и lim Ф (ifc) =. Ф (е0) « О,

откуда, принимая во внимание существенную положительность функционала Ф,
заключаем, что е0

= Ои^\О. Но, очевидно, О <; еп. <; ^, так чго

Таким же образом из всякой подпоследовательности {^} можно из-

влечь частичную, (о)-сходящуюся к нулю, а это и означает, что еп—»-0.
3.25. Теорема. Если хп -^> х в элементарном К-пространстве X,

то каково бы ни было число &>0, найдётся единичный элемент е^Х
такой, что Ф(£)<о ив подпространстве Xi—e, порождённом элемен-

том 1-е, последовательность хп—+х равномерно, т. е.

|A— е)(хп — х)\<г1 при n>Ne.

Доказательство. Если хп -% лг, то | хп — х \ •?-+ О. Не ограни-
чивая общности доказательства, можно предположить, что \хп—*дг| \ О.

Так как для единичных элементов пространства X имеет место теорема о

диагональной последовательности, то в силу 2.21 гл. V найдётся последова-

тельность единичных элементов ek \ О такая, что

По непрерывности функционала Ф, начиная с некоторого k = &0, Ф (ек) < о,

и если положить е = ekQ, то Ф(£&0)<& и

1A —tf)U» —Jc)K(l-e)|jc« —-«К-у (Х-е) (Л>^ Aj = 1,2,...).

Замечание. Если в качестве X взять S (/С-пространство измеримых

функций, заданных на множестве Г), то, полагая
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для воякой с}ммируемой функции х (/), получим существенно положитель-

ный (о)-линейный функционал в6' = М. Из доказанного предложения выте-
кает известная теорема Д. Ф. Егорова о сходящейся почти всюду последо-
вательности измеримых функций.

По аналогии с известным в теории функций вещественной переменной
определением сходимости «по мере», введём следующее

Определение. Будем говорить, что последовательность {хп} эле-

ментов элементарного /(-пространства X сходится «по мере» к элементу
х £ X, если для всякого X > О

Urn Ф1С*х(|дгл-.*|)]=0.
Л —> со

где Ф — существенно положительный (oj-линенный функционал в X.

3.26. Теорема. В расширенном элементарном К-пространстес X

(t)-cxodtutocmb совпадает со сходимостью «по мере»*).
Доказательство. Пусть хп-^х\ тогда | хп — х |-^*О и Се} (| хп-~х\)

(й+О (так как л &\ < (Сех) \ хп — х |). В силу 3.24

Urn Ф[С^(|*Й--*|)]= О,

и последовательность {хг} сходится к х «по мере».

Пусть теперь, обратно, хп сходится к х «по мере». Тогда Ф [Сс\(\ хи — л:!)]
—► () при любом Х>0, откуда, принимая во внимание 3.24,

и \хц — дг|(-^О (см. 4.18 гл. III и 2.26 гл. IV), т. е. xn{^Ux.
Связь между понятиями /С-пространства с обобщённой аддитивной нор-

мой и элементарного /^-пространства выражается следующим предложением.
3.27. Теорема. Всякое К-пространство X с обобщенной аддитив-

ной нормой разлагается на элементарные компоненты, следовательно,
может быть представлено в виде соединения некоторого множества

элементарных /(-пространств. Обратно, всякое соединение элементар-
ных К-пространств есть К-пространство с обобщенной аддитивной
нормой.

Доказательство. Пусть X—произвольное /f-пространство с обобщён-
ной аддитивной нормой. В силу свойства 3 этой нормы найдётся множество

{ха} (а £ А) попарно дизъюнктных положительных элементов пространства X,
полное в X, нормы которых конечны. X разлагается на компоненты X,,,
порождённые элементами ха. Покажем, что каждая компонента Ха есть эле-

ментарное АГ-пространство. В качестве единицы в Ха выберем дга и рассмот-

рим подпространство Ха ограниченных элементов пространства Ха. Опреде-
лим в нём функционал Ф, положив

для л-> О (х €

для произвольного х£ X. Так как для х£Ха \х\ <lxat то определение

функционала Ф имеет смысл. Далее ясно, что Ф — аддитивный и существенно

*) Эта теорема является абстрактным аналогом известной теоремы
Ф. Рисса из теории функций вещественной переменной.
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положительный функционал в Хо (свойства 2 и 1 нормы в X), Наконец, из

3.12 следует, что Ф — вполне линейный и тем более (о)-линейный функцио-
нал в Х^. Тем самым установлено, что Хгх—элементарное /^-пространство
и X разлагается на элементарные компоненты.

Пусть теперь X—соединение элементарных /f-пространств Ха(а£Л).
По 3.22 Хх — /^-пространство с обобщённой аддитивной нормой, а соединение

таких пространств в силу 3.16 есть пространство того же типа.

Отметим ещё некоторые предложения, используемые в дальнейшем.
3.28. Если в К-пространстве X с обобщённой аддитивной нормой и еди-

ницей норма единицы конечна, то X—элементарное /^-пространство.
Доказательство. Если х — положительный ограниченный элемент

пространства X, О<л:<[Х1, то в силу монотонности и однородности обоб-
щённой нормы

Если теперь для всякого ограниченного элемента пространства X положить

то благодаря аддитивности и непрерывности нормы Ф будет (о)-линейным
функционалом в подпространстве X ограниченных элементов пространства Х-
Вместе с тем из свойства 1 обобщённой нормы следует, что Ф (л:) > 0 для

всякого лг>О (х^Х), т. е. Ф — существенно положительный функционал.
Тем самым установлено, что X—элементарное /^-пространство.

3.29. Для всякого элементарного /^-пространства А существует /ф-про-
странство У с аддитивной нормой и единицей, максимальное расширение

которого изоморфно максимальному расширению пространства X.

Доказательство. По теореме 3.15 максимальное расширение X

/Г-пространства X есть /^-пространство с обобщённой нормой. При этом

можно предполагать, что норма ограниченного элемента пространства X (и
вместе с тем X) конечна. По теореме 3.14 в X можно выделить полное в X

и нормально в нём содержащееся подпространство К, являющееся /^-про-
странством с аддитивной нормой. Из доказательства теоремы 3.14 следует,

что Y состоит из всех элементов пространства X, норма которых конечна,

в частности, единица пространства X (и Л) принадлежит У и обладает свой-
ством единицы в К. Ясно, что максимальные расширения пространств X и У

изоморфны, так как Л — расширение пространства У.



ГЛАВА XII

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Теория абстрактных линейных пространств и операций в них

может быть использована также для построения абстрактной теории
функциональных уравнений, охватывающей различные частные виды

уравнений математического анализа: алгебраические, интегральные,
дифференциальные.

Здесь мы рассмотрим специально применение теории полуупо-
рядоченных пространств и операций в них для установления неко-

торых фактов из теории функциональных уравнений, которые не

допускали общего рассмотрения без использования этой теории.

Мы остановимся на исследовании сходимости процесса последо-

вательных приближений. Как известно, именно процесс последователь-

ных приближений был одним из первых методов, использованных

при установлении теорем существования решения для дифферен-
циальных уравнений. При этом сходимость такого процесса уста-
навливалась путём сопоставления приближений для двух уравнений:
данного и более простого—превосходящего (мажорантного). Этот

метод мажорант (Коши) в дальнейшем был использован и для других
классов уравнений, например, бесконечных систем алгебраических
уравнений.

Используя теорию полуупорядоченных пространств, удаётся дать

общую теорию метода мажорант доказательства существования ре-
шения и установления сходимости процесса последовательных при-
ближений. Попутно проводится рассмотрение и некоторых других

вопросов: единственность, исследование свойств решения, прибли-
жённое решение и др.

Как применение этой общей теории мы получаем некоторые из-

вестные и новые теоремы об отдельных классах уравнений: о беско-

нечных системах, об интегральных уравнениях (линейных и нелиней-

ных) и др.
Изложение общей теории оказывается удобным строить для про-

странств, нормированных элементами /С-пространства. Этот класс

пространств охватывает и пространства типа (В) и /С-пространства.
Мы начнём с определения таких пространств и построения начал

теории операций в них.
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§ 1. Пространства, нормированные элементами

полуупорядоченного пространства, и операции в них

1.1. Пространства типа (Вк).
1.11. Пусть имеются некоторое линейное множество X и АГ-про-

странство Z. Говорят, что X нормировано посредством Z, если

каждому элементу х £X соотнесён элемент г = | аг| £Z— абстракт-
ная норма элемента х, причём соблюдены следующие аксиомы:

1. |*|> О, если дгфО; |О| = О.

2. K+ 'sKJ'il+l'sl-

4. Если |д:\ = zt-]-г2, zv z2£Zy zu га>0, то существуют
такие элементы х{> х2 £Х, что х1-{-х2 = х и

Наличие абстрактной нормы позволяет определить сходимость в X.
1.12. Последовательность {хп} сходится к элементу х£Х, если

\хп— х\ —'■О в Z. В таком случае мы пишем

(bk) - lim xn = х или хп —► х.

1.13. Если X полно в отношении (bk)-сходимости, т. е. из того,
@)

что \хп—хт\—+ О при п, т-> сх>, следует существование F*)-пре-
дела у последовательности {хп)у то мы будем называть X простран-
ством типа (Вк).

1.14. Класс пространств типа (Вк) включает в себя и простран-
ства типа (В) и К-пространства, причём в первом случае норми-

рующее пространство Z = RU а \х\= \\x\\, а во втором Z совпа-

дает с X и |а:| = | х\.
По отношению к пространствам типа (В) данное утверждение

совершенно тривиально, так как условия 1—3 в 1.11 совпадают

с обычными условиями для нормы, а выполнение условия 4 также

очевидно. Требование же полноты для пространств типа (В) пред-
полагается выполненным.

Для /^-пространств соблюдение первых трёх условий, если при-
нять |*| = ] х |, следует на основании известных свойств модуля
A.52 гл. I). Чтобы установить свойство 4, нужно показать, что

если х есть элемент /С-пространства X и | х \ == zt 4- z2, где г1л z2 £ X;
zx, г2>-0, то можно построить разложение x=sxi^\-x2 такое, что

К1в*1э \х2\ = гяг
Имеем: д:+<;|д:| =^^-^2 и ■*-^*i-г** Согласно 1.42 гл. I

найдутся разложения
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Тогда требуемое разложение получается, если принять

х{
= хх Хр х2 == х

2 ,я2.

Действительно,

д: = л:+
— х- = (а:; + ^) —« -f -<) = xi + -*V

Далее, так как л:+Aл:_т то x^d^ и x^dxl, а потому

Но, с другой стороны, zx -\-z2 = \х\^ \хг | + |^21- Поэтому не-

пременно
I

и свойство 4 установлено.

Наконец, так как в данном случае (££)-сходимость совпадает

с (о)-сходимостью в X( — Z), то требование полноты относительно

неё следует из справедливости признака Коши для (о)-сходимости
B.21 гл. I).

1.2. Примеры пространств типа (Вк). Каждое полное норми-

рованное пространство, а также каждое /(-пространство представляют
согласно 1.14 примеры пространств типа (Вк). Однако можно указать

большое число естественно строящихся и полезных примеров

пространств типа (Вк) не такого рода.

1.21. Множество С непрерывных в [ОД] функций можно следую-
щим образом нормировать посредством «-мерного векторного про-

странства Z = /?n.
Разобьём промежуток [0, 1] точками /0 = 0 < ^ < /2 <... </п == 1

и положим

;,= max |x(/)| (/=1, 2,...,я); М^, С2, .
.., CJ.

Тогда С превращается в пространство типа (Вк). Хотя (^-схо-
димость есть равномерная, так же как и при обычной числовой

норме, но такая абстрактная норма полнее характеризует функцию
x(t) — элемент пространства С.

1.22. Если в качестве X принять совокупность измеримых функ-
ций с суммируемым квадратом и нормировать это- пространство по-

средством Z=Rn, полагая

U

М=(с„ :2,...,:„), где t;=J>(/)<« (/==1, 2 л),
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то опять превратим его в пространство типа {Вк\ в котором схо-

димость совпадает со сходимостью в /Я
1.23. Множество элементов пространства /2, т. е. последователь-

ностей х = F1э ;2,..., £Л,...), превращается в пространство типа (Вк\
если его нормировать посредством пространства Rn+V принимая

f Щ )•

1.24. Таким же образом множество ограниченных последователь-

ностей д: = (;1, £2,...) может быть превращено в пространство типа

(В%), если принять

l*l = (Hi|,|28|.---,|S»l, sup |

1.25. Множество ограниченных функций двух переменных x(s, f),
определённых в квалрате [0, 1; 0, 1], может быть превращено в про-

странство типа (Вк), если принять

т. е. в качестве нормирующего пространства принять Fo— простран-
ство ограниченных функций одного переменного.

Здесь (#&)-сходимость означает равномерную сходимость по одной

переменной при условии равномерной ограниченности последователь-

ности.

1.26. Пусть X есть совокупность измеримых функций двух пе-

ременных x(sy t) с суммируемым квадратом в квадрате [0, 1; 0, 1].
Тогда это пространство может быть нормировано посредством про-

странства Z = Z,2, если принять

1 2

\x\ = z, где z(s) = { f*a(*,/)<«} 2-
'о

Выполнение для нормы условий 1 —3 очевидно. Условие 4 прове-

ряется так: если \x\ = z1-\-z2, zvz2^Ot то достаточно принять

(если zx (s) -j- ^2 (s) = °» то нужно считать хх (s, t) = x2 (s, I) = 0).
(^)-сходимость здесь хотя и не совпадает со сходимостью

в среднем последовательности xn(s,t) как функции двух переменных,
но последняя является (*)-сходимостью B.3 гл. I) по отношению

к (£&)-сходимости. Отсюда легко заключить о полноте пространства X

относительно (#£)-сходимости.
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1.3. Регулярные операции в пространствах типа (Вк). Пусть
X и Y—два пространства, нормированные посредством А>про-
странств Z и W соответственно.

1.31. Аддитивная операция у = U(x), переводящая X в Y, назы-

вается регулярной, если имеется такая положительная аддитивная

операция w = V (z) из Z в W, что при всех х

\U(*)\<V(\x\);

при этих условиях операцию V будем называть мажорантой для £/.

1.32. Замечание. В случае, если X и Y— /С-пространства и

совпадают со своими нормирующими, определение 1.31 совпадает
с определением регулярной операции в /С-пространствах (ср. 1.25
гл. VII), причём в качестве мажоранты V может быть принят модуль
данной операции |£/|, а также любая операция >-|£/|.

Отметим также, что если X и У—нормированные пространства
(Z= W ==/?!), то мажорантная операция имеет вид w = cz (с— ве-

щественное ^ 0) и, следовательно, класс регулярных операций есть

класс операций, удовлетворяющих условию || £/(*)||ОЦ#||, т. е.

совпадает с классом (^)-непрерывных (#*).
1.33. Регулярная операция однородна, т. е.

для произвольного вещественного X.

Доказательство. Если X рационально, то это вытекает из

аддитивности операции £/. Если X иррационально, то, взяв рацио-

нальные \п так, чтобы |Х — Х^|< —, можем написать:

\)^

откуда следует, что \U(\x)— X£/(*)|=© и f/(Xx) = W(x).
1.34. Теорема. Среди всех мажорант регулярной опера-

ции U существует наименьшая, т. е. такая мажоранта Vo, что

Vo^. V для любой другой мажоранты V операции U.

Доказательство. Пусть {Кх}т^т множество всех мажорант

для операции U\ положим

Ко = inf Кт,

где нижняя грань взята в смысле упорядочения в пространстве (Z -> W)
регулярных операций из Z в W. Согласно смыслу нижней грани
в этом пространстве для *;>О операция VQ определяется так:

Докажем, что она также представляет^собой мажоранту для С/,
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Возьмём произвольное х£Х; пусть |л:|=:г. Из условия 4 легко

следует, что для произвольного разбиения г = гх -f- ^9 -f- • • • + zn'>
zk >> О; k sss ], 2,..., n существует такое разбиение x = xt -f- *2 ~b

-}- • • • + *n» 4T0 lxk\ = zk> k— l>%> • •
•»

л. Тогда для произвольных

т1э?2,...,хп и г,,.. .,гЛ; г<>-0, используя указанное выше разбие-
ние элемента х, имеем:

Переходя к нижней грани по х,,^,..., тя, получаем

т. е. VQ — мажоранта для U и притом, очевидно, наименьшая.

1.35. Определение. Наименьшая мажоранта VQ для данной

регулярной операции U называется её абстрактной нормой и обо-

значается \U\: Vo = |£/|.
Множество регулярных операций, переводящих X в Y, является,

очевидно, линейным; при этом, если принять в нём норму согласно

определению 1.35, то оно окажется нормированным посредством

АГ-пространства (Z~>W); при этом для абстрактной нормы будут
выполнены условия 1—3. Полнота относительно (бй)-сходимости,
как нетрудно видеть, также будет иметь место. Таким образом,
в случае, если окажется выполненным и условие 4, множество регу-

лярных операций (Х-+ Y) будет представлять собой пространство
типа (Вк).

1.4. Непрерывность регулярных операций и функционалов в

пространствах типа (Вк). Наряду с регулярными операциями можно

рассматривать аддитивные и F&)-непрерывные операции, переводя-

щие X в К, т. е. такие, что хп —>х влечёт U(xn)—* U(x). Это

определение непрерывности пригодно, впрочем, и для нелинейных (неад-
дитивных) операций.

Упомянем, что подобно тому, как это было сделано в гл. VII

B.13—2.14), легко показать, что F&)-непрерывность в О и адди-

тивность влекут за собой непрерывность всюду и однородность опе-

рации.
Отметим прежде всего два известных уже нам случая, когда

(^-непрерывные операции совпадают с регулярными.
1.41. Если X и Y—нормированные пространства (Z= W=Rl),

либо X и Y—ЛГ-пространства (X—Z> K= W)> причем X регулярно,
a Y есть /С+-пространство, то класс (bk)-непрерывных операций со-

впадает с классом регулярных.
Действительно, в первом случае, как уже отмечалось A.32), регу-

лярные операции суть не что иное, как операции класса Нъ, а во
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втором класс регулярных операций совпадает с классом Н% B.41
гл. VII), а это и будет в данном случае класс (Ыг) -непрерывных опе-

раций.
Включение в одну сторону имеет место при довольно общих ус-

ловиях:

1.42. Если для данной регулярной операции U её мажоранта V

(о)-непрерывна (т. е. (оо)-непрерывна), то операция U (^-непре-
рывна; в частности, регулярная операция (£&)-непрерывна всегда, если

Z— регулярное пространство.

Действительно, если хп—* О, то \хп\—> О; следовательно,
ввиду неравенства | £/(a:w)|<; V( \xn\) и (о)-непрерывности мажо-

ранты V, заключаем, что |£/(#п)| —* О, т. е. U(xn) —► О. В случае,
когда Z— регулярное /f-пространство, положительная операция V

заведомо (о)-непрерывна B.42 гл. VII), а потому применима первая
часть доказываемого предложения.

Обратное утверждение, что (£Ъ)-непрерывная операция регу-

лярна, вообще говоря, не имеет места; однако следует отметить два

частных случая, для которых оно верно.

1.43. Если X—нормированное пространство (Z = /?1), a W—

— К+-пространство, то (#&)-непрерывные операции регулярны, т. е.

для всякой такой операции U имеет место неравенство

где \U\ в данном случае — элемент пространства W.

Пусть U—(££)-иепрерывная операция; тогда, полагая

^0 = sup|
\\x\\ < 1

имеем w0 < -\- со. Действительно, множество пространства U/, верх-
няя грань которого рассматривается, (о)-аннулирусмо, так как если

Ы<1 и is»-**». то

xn)\^ О

по (^-непрерывности операции U. Но так как W есть ^-про-
странство, то это множество и ограничено. Очевидно, что так опре-
делённое w0 и есть значение абстрактной нормы \U\.

Отметим попутно любопытное следствие из последнего рассуж-
дения.

1.44. Следствие. Если X— нормированное пространство
(Z = /?!), a Y—Arf-пространство, то класс регулярных операций

совпадает с классом И%\ при этом \U\ имеет тот же смысл, что и

определявшаяся в 2.8 гл. VII для операций этого класса абстрактная
норма.
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В довольно общем случае совпадение классов имеет мест по очноше-

нию к функционалам.
1.45. Класс регулярных функционалов в пространствах типа (Вк) совпа-

дает с классом (^-непрерывных, если нормирующее пространство Z регу-
лярно.

Доказательство. То, что всякий регулярный функционал (^-не-
прерывен, следует сразу из 1.42.

Пусть теперь дан (&&)-непрерывный функционал. Чтобы доказать его

регулярность, определим в Z следующий функционал:

?(*)= sup U/(*')l + l/(*")l] для г > О.

|г'| + |а;"|<г

Функционал «(z) конечен при любом z, В противном случае нашлись бы

такие пары хп% х"п, I *•„| +1*„|< *, что

откуда

Но это невозможно, так как —x'n-L-l о и —хп—+ О, и потому, по

(^-непрерывности функционала /

Проверим теперь аддитивность функционала ?. Пусть z = Z\ + г2, z\> z2 !> О#
Тогда, если | х' |-{-1 х" 11< z = zi -j- z2, можно (по 1.42 гл. I) представить | jc'j
и |л:"| в виде jx'l = z[ + z'2, Wl^z^+zl, где z[, z# z"v z\^O и ^ +

+ z"i<!zl9z'2 ~\-г^ z2. Далее,по условию4можно х1 \\ ^представить в виде

xr = x\ + x'2, x" = x[ + x!2> где

В таком случае

\f(x>) i + i/(a") i < [\/{x\) i + i/^;) i] + [i/(^;') 1+1/D) i H

откуда, переходя к верхней грани, имеем:

< 9 (zi) + 'f

Обратно, пусть даны произвольные элегленты x'v x"v х'.„ х'^, удовлетво-

ряющие неравенствам

Рассмотрим числа f (x[), f (x'l), / (x'2), f (x ).Разобьём их на две группы так,

чтобы в каждой оказались числа одного знака. Пусть, например, f([)^0
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20, a/(*j)<;0 и/(^2)<0. Положим в таком случае x'

и х" = х[ -f х'2. Тогда будем иметь:

Отсюда, переходя к верхней грани, получаем:

что вместе с ранее доказанным обратным неравенством устанавливает адди-
тивность функционала ср. Так как, с другой стороны, неравенство

вытекает сразу из определения функционала <р, то <р есть мажоранта для /,
а следовательно, функционал / регулярен.

1.5. Условие существования операции, обратной для данной

регулярной.
1.51. Определение. Если у = U (х)— аддитивная операция,

отображающая пространство X типа (Вк) в пространство Y того же

типа, то говорят, что она имеет обратную С/ ,определённую в под-

пространстве Y' с F, если уравнение

U(x)=y A)

имеет единственное решение лг = £/-1(>у) при любом y£Y'. Это

означает, что тождественно

Если для некоторой операции t/-1 выполнено только первое из этих

двух соотношений, она называется правой обратной, если только

второе, то—левой обратной.
На основании определения непосредственно устанавливается, что

если прямая операция аддитивна, то и обратная (двусторонняя) адди-

тивна. Легко также проверяется, что наличие правой обратной обеспе-
чивает существование решения уравнения A) при любой правой
части у £ У, а наличие левой обратной обеспечивает единственность

решения уравнения A), если последнее существует.

Например, для установления последнего предложения предположим,
что имеются два решения: U{x) =у и U(x') =у. Тогда U(х—х') =
= © = (/(©) и применяя к обеим частям операцию U~l слева, полу-
чим х—х' = О, т. е. х = х'.

Дадим теперь достаточное условие существования регулярной
обратной операции.

1.52. Теорема. Пусть аддитивная операция Uудовлетворяет
условию

B)
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где Q •— аддитивная операция из Z в W, имеющая положитель-

ную обратную в W (т. е. такую, что Q-1(te>)>0 при w > О).
Тогда существует регулярная обратная операция U~ly опре-

делённая на множестве U(X), причём

Доказательство. При сделанных предположениях соответ-

ствие между X и U (X), осуществляемое операцией U, взаимно одно-

значно. Действительно, если U (хх) = U(x2\ или U{xx — х2) = О,
toO = \U(x1— x2)\^Q{\x1 — x2[)9 откуда I*,—*a|<Q-4O) =
= 0, т. е. х1=^х^. В таком случае на 0(Х) определена обратная

операция U~l {у). При этом, пользуясь условием B), имеем:

откуда, применяя операцию Q-1 к обеим частям, получаем:

это и показывает, что Q* есть мажоранта для С/ ,т. е. U~l регу-
лярна и

В частном случае, когда X и Y— нормированные пространства

(Z= W= /?j), операция Q имеет вид w = mz {m вещественно),
и чтобы она имела положительную обратную, должно быть /и>0.
Таким образом, в этом случае теорема 1.52 принимает вид:

1.53. Если X и Y—нормированные пространства и для адди-

тивной операции U выполнено соотношение

U{x)\\^m\\x\\

то она имеет {р)-линейную {класса Н*) обратную (в области

U(X)) и при этом || LTi||5< 1*).
Укажем теперь следующее важное применение теоремы 1.52

к вопросу о разрешимости функциональных уравнений.

Пусть операция U переводит пространство X в себя, т. е. X=Y,
и соответственно UP = Z, и пусть / обозначает тождественную опе-

рацию из X в X : 1{х) =#, и, аналогичным образом, Jz
— тожде-

ственную операцию в Z.

Тогда справедливо следующее предложение.

1.54. Пусть X—пространство типа E#) и U—регулярная опе-

рация, переводящая X в себя, причём она такова, что обратная опе-

*) Ср. С. Банах [2], гл. X, § 1.
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раиия [7z—I^JI1 существует и положительна. Тогда существует

регулярная обратная операция [У—U\~l и

Иначе говоря, уравнение

х — U(x)=y

однозначно разрешимо при любом у £ X и это решение как функция
от у представляет регулярную операцию.

Это предложение очевидным образом следует из 1.52, так как

ввиду неравенства

\{I—U)x\>\x\-\U{x)\>\x\-\U\\x\=[Jz—\U\{\x\)\
можно принять Q = yz —|£/|.

Отметим опять частный случай его, относящийся к нормирован-
ным пространствам.

1.55. Если X—нормированное пространство и операция U такова,
что !!^/||< 1, то операция /—U имеет обратную и

II П Г Т1 - I II У А

§ 2. Метод последовательных приближений для нелинейных

функциональных уравнений

2.1. Вспомогательная теорема об уравнениях в К-простран-
ствах.

2.11. Теорема. Пусть Z—^-пространство и пусть для

уравнения
z=V(z) A)

выполнены следующие условия {zr >< О обозначает некоторый
фиксированный элемент из Z):

1) V(z) определена для О^г^г7;
2) V (г) монотонна для О ^ z ^ z, т. е. если О ^ z <C z -f-

-f- Д<г<г', то

3) V(z) монотонно непрерывна; точнее, если ^п^
и zn f z (либо zn \г), то V (zn) f V(z) (соответственно
V(zn)\V(z));

4) V(O)>O;
5) !/(*') <*'.
Тогда уравнение A) имеет решение z* (О <]г* ^Cz'), которое

может быть получено процессом последовательных приближений.
Доказательство. Положим .г0 = О и определим гп ин-

дуктивно по формуле
• B)
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Докажем, что при любой п справедливы неравенства

Для п=0 это верно; покажем, предполагая, что для данного п

неравенства установлены, возможность перехода к п -J- 1. Действи-

тельно, пользуясь условием 2), имеем:

На основании установленных неравенств ясно, что существует
предел Hm zn = г* <; z', а переходя к пределу при /г~*оо в соотно-

шении B) и пользуясь монотонной непрерывностью функции V,

получаем:
К (**) = **,

т. е. г* — решение уравнения A) и оно получено процессом по-

следовательных приближений.
2.12. Замечание. Если бы мы приняли ^»г' и последующие

приближения определили равенствами

= V (z'n)9
то тогда бы lim z'n = г'* также существовал и представлял решение

П-> 00

уравнения A). При этом полученное таким образом решение может

и не совпадать с ранее найденным г*, однако непременно ^
2.2. Теорема существования для уравнений в пространствах

типа (Вк).
2.21. Определение. Пусть X—пространство типа (Вк), норми-

рованное посредством К-пространства Z. Пусть £/—операция, пре-

образующая X в себя. Будем говорить, что операция V, определён-
ная для ©<><>' и принимающая значения из Z, представляет
мажоранту для U в области |#|<>'> если выполнены следующие

условия:

2) |£/(х + Д*) —1/(*)|< К(г+ Дг)— V{z)
при

|| |Д
Замечание. В случае, если V(г)—монотонная и выпуклая

функция в том смысле, что Д V(z)^ О и ДК(г) возрастает при воз-

растании zy т. е.

V(^ + A2)-V(^)> V(z+te)— V(z) при

условие 2) может быть заменено более простым:
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2.22. Теорема существования решения. Если U-~onepa~
ция} переводящая пространство X типа (Вк) в себя, определён-
ная в области \х\^г' и мажорируемая в этой области опера-
цией V, удовлетворяющей условиям 1)—5) из 2.11, то уравнение

x~U(x) C)

имеет решение **, которое может быть найдено процессом
последовательных приближений, и при этом

Доказательство. Положим лг0 = О и определим хя индук-
тивно формулой

Покажем, что при произвольных k и / > /с

Так как IXi —x^lx^lUWl^VW^z^z^ZQ, то

неравенство D) справедливо при &</<;1 (т. е. для & = 0, / = 1).
Предположим, что D) установлено для £</<[/!, из чего следует,
в частности, что |^|<;^, и докажем, что оно сохраняется при

А</<[л+1. Действительно, имеем (если 0<Л<[я):

< V(zk-

Аналогичным образом, если /fe = O, то5 пользуясь уже доказанным,

имеем:

\хп+1— Jfol^l^n + lKI^ + l
— *11+1*1 К

Таким образом, справедливость неравенства D) доказана при /^

= /i4-lf а значит, и при любых А</</г + 1.

Так как гп ^2L-► ,г!:, то |гЛ—«гг«|—-> О при я, //г -> оо, а

тогда, на основании D), ввиду (bk)-полноты пространства X,
заключаем, что существует

п
= х* = х0+ (^—

Так как |л:лК^, то в пределе получается, что

I** !<**<*'

Наконец, так как
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то, переходя к пределу, находим:

£/(**) = (W)-Hm U(xn) = (bkyiim хп + г = х\
Я-»оо

т. е. л* — искомое решение.

2.23. Решения г* и х* уравнений A) и C), полученные после-

довательными приближениями, начиная со значения О, будем называть

главными решениями этих уравнений.
2.24. Следствие. Если для любых х и кх выполняется

неравенство

где О < а < 1, то уравнение

x=U(x) + x0 E)

имеет решение при любом х0 *).
Действительно, положим

Тогда 1/(г')=г', V(O) = |t/(O) + A:0|>O и соблюдены осталь-

ные условия из 2.11. Далее, У(г) служит мажорантой для функции
U (x) -f- л:0. Следовательно, выполнены условия теоремы 2.22 и на

основании её заключаем, что уравнение E) имеет решение л;*, причём

2.3. Единственность решения. Вообще говоря, решение уравне-
ния C) не единственно; однако в случае, если решение мажорант-
ного уравнения A) единственно, можно утверждать и единственность

решения уравнения C) в определённой области; более точно:

2.31. Теорема о единственности решения. Если удо-
влетворены условия теоремы существования 2.22 и при этом

z* = zr* (ср. 2.12), то решение уравнения C), удовлетворяющее
условию |*| О', единственно. Это решение может быть полу-
чено последовательными приближениями, начиная с любого зна-

чения х'о из области |лги1О'.
Доказательство. Пусть |jcJ|<;^o = ^'. Положим

(л = 0, 1,2,...)

*) В том частном случае, когда X—нормированное пространство (Z =

= /?i), это предложение совпадает с принципом Каччополли-Банаха (см. Н е-

мыцкий [2]).
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Тогда имеем (используя обозначения из 2.11, 2.12 и 2.22):

Покажем, что при всех k

Для & = 0 это неравенство уже получено. Предполагая его спра-

ведливость для А О, покажем, что оно верно для А = л-}-1.
Действительно,

Но так как по условию \\m(zn— zn) = z'*—z":• = О, то

(Wfe)-lim х'п =
п -> оо п -> оо

Итак, действительно, начиная с любого значения х'о с

мы приходим к решению л;*. В частности, если х'о есть решение

уравнения C), то все х'п — х'о и на основании уже доказанного

'n = лго;

это показывает, что не может быть решения уравнения C), удовле-

творяющего условию l-tfl^^7, которое было бы отлично от л:*.

2.32. Следствие 1. Если U и V удовлетворяют условиям
теоремы существования 2.22, то> во всяком случае, можно утвер-
ждать, что решение уравнения C), удовлетворяющее условию

единственно.
Это утверждение получается сразу из предыдущей теоремы, если

принять в ней z' = г*. Действительно, в этом случае все zn= z*9
а потому и 2'*=**, что на основании теоремы 2.31 позволяет

сделать заключение о единственности решения уравнения C).
2.33. Следствие 2. При условиях предложения 2.24 можно

утверждать, что решение уравнения E) единственно и может

быть получено последовательными приближениями% начиная с любого
элемента xQ.

Действительно, здесь мажорантное уравнение

очевидно, имеет единственное решение.
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2.4. Непрерывность решения. Мы покажем, что если уравнение
вида C) зависит непрерывным образом от параметра (и соблюдены
известные условия), то и главное решение его есть непрерывная функ-
ция от этого параметра.

2.41. Теорема о непрерывности решения. Пусть дано
уравнение

x=U(x;k), F)

где U —- функция от х и X, определённая для некоторой совокуп-
ности А значений параметра X (вещественного или абстрактного,
например, элемента метрического или топологического простран-
ства\ включающего Х0(Х0£Л), и при этом выполнены следующие
условия:

1) уравнение A) является мажорантным для уравнения F)
при всех значениях Х£Л в области \х\^Ъг\ причём для V со-

блюдены условия 1)—5) из 2.11 с заменой zr на Ъгг в первых трёх
из них.

2) U (х9 X), как функция от X, непрерывна е точке Хо, т. е.

(Ыг)А\т U(x,X) = U(x,k0) при I*

Тогда главное решение х* (А) уравнения F) сходится к х* (Ко)
при X —► Хо, т. е. х* (к) есть непрерывная функция от X при X = Хо.

Доказательство. Для любого X, как и при доказательстве

теоремы 2.22, определяются агп(Х) и я*(Х)== (bk)- lim xn(k). При
п ->оо

ЭТОМ

\х*(К)-хп(Щ<г*-гп; |*п(Х)|<г*О'. G)
Покажем прежде всего непрерывность функций хп(Х), т. е.

что

n()
X ->Х0

при любом п. Для л = 0 это верно; поэтому достаточно показать
возможность перехода от п к л-f-l- Имеем:

(X) —хп+1 (V| = |Ц(хя (Х);Х) — U(xn(Хо); Л,,) |<

Мы могли воспользоваться тем, что V— мажоранта, так как, очевидно,

В полученном неравенстве правая часть стремится к нулю бла-

годаря непрерывности U по X, а также благодаря непрерывности

мажоранты V и тому, что |*П(Х)— *«(*0)|~->О,
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Итак, действительно, хп.г1 (к)—-*хп+1(к0) при X -* Хо, и, значит,

непрерывность функции хп{\) при Х = Х0 имеет место для всех п.

Далее, на основании первого из неравенств G) получаем:

|**(А) - х* (X0)|<|x* W~xn(k)\+\x* (Хо) - х

Отсюда при X -> Хо находим:

Ш |х* (X) _х* (Хо)|< 2 (*« — zrt),

и так как /г произвольно, a zn^l+z*y то

(**)-lim л:* (X) = х* (Хо),
X -> Хо

ч. и тр. д.

§ 3. Случай линейных уравнений. Приближённое решение

В этом параграфе мы рассмотрим специализацию теорем преды-

дущего параграфа для случая линейных уравнений.
3.1. Основные теоремы о линейных уравнениях. Введём для

упрощения формулировок следующее обозначение.

3.11. Если г'— некоторый существенно положительный элемент

пространства Z, то через Z& обозначим множество элементов z из Z,
удовлетворяющих условию |г|<>г' при каком-либо вещественном г,
и через XZ'—множество элементов х из ХУ удовлетворяющих усло-
вию |лг|<^гг' при каком-либо г.

Как и в § 2, начинаем с уравнения в /(-пространстве Z.
ЗЛ2. Пусть дано уравнение

9 w£Z, A)

где К—некоторая аддитивная положительная и (о)-непрерывная опера-
ция из Z в Z, определённая в области Zs*, соответствующей эле-

менту г'>© такому, что

=<*/'> О. B)

Тогда уравнение A) при любом w из области Zwt имеет решение,
принадлежащее области Z^, которое может быть найдено процессом
последовательных приближений, начиная с г0 = О.

Действительно, если О ^ w <£ w'> то, полагая V(z) = K(z) -f- r*®%

видим, что соблюдены все условия теоремы 2Л1 с заменой г1 на rz'.

В частности,

Отсюда и заключаем о существовании решения г*, удовлетворяющего
условию O^z**iCrz\ т. е. принадлежащего Zy.
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Если дано любое (не положительное) w из области ZW'% то, найдя

решения уравнений вида A) с правой частью, равной w+ и w-%

получим как разность их и решение самого уравнения A), также,
очевидно, принадлежащее области Ze'.

3.13. Замечание. Очевидно, главное решение г* уравнения A)
зависит от w: z*~z*(w); при этом оно является положитель-

ной и аддитивной функцией своего аргумента. Это явствует из того,

что таково, очевидно, г0 = О и эти свойства сохраняются при пере-
ходе к следующим приближениям по формуле znU = zn+x (w) =

Это значит, что для оператора J—К в области Zw' определён
правый обратный

положительный, аддитивный, а также, как мы сейчас покажем, —

(о)-непрерывный.
Действительно, пусть wn<2L+w в Zwt. Тогда последовательность

wn ограничена в Zwt и, следовательно, при подходящем г \ wn | <[ rwr.

Поэтому, если рассматривать в уравнениях

стоящий справа оператор, как зависящий от параметра я, то эти

уравнения при всех п имеют общее мажорантное уравнение г =

= K(z) Jrrwf и потому на основании теоремы 2.41 о непрерывности
главного решения заключаем, что lim г*(?0я) = г* (w). Очевидно,

П->00

что для оператора V(z)*=*K(z)-\- wn поставленные в 2,41 требова-
ния непрерывности удовлетворены.

Переходим теперь к случаю уравнений в пространствах (8%).
3.14. Пусть К—положительная аддитивная операция, (о)*непре-

рывная в области ZZf, где г'!>© — такой элемент, что

г'— *(*') = «>'>©. B)

Пусть, далее, Н— регулярная аддитивная операция, переводя*
щая пространство X типа (В%) (нормированное с помощью Z) в

себя, определённая в Хг* и имеющая К своей мажорантой: |//|^/и
Тогда уравнение

. х— Н{х)^у C)

имеет решение для любого у из Хю* и это решение х* находится

методом последовательных приближений; при этом, если \y\^rw\
то |**|<гг\

Доказательство. Применим теорему существования 2.22,
принимая U (х)~Н(х) -\-у% V (г) =К (г) -f rm\ если |.у|<гш'.
Все условия этой теоремы будут соблюдены. Действительно, для V
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условия 1)—5) из 2.11, очевидно, удовлетворены, и V—мажо-

ранта для (/, так как

(ср. замечание к 2.21). Применяя теорему 2.22, заключаем, что урав-
нение C) обладает решением, причём для него \х* \^г* -^гг'.

ЗЛ5, Замечание. Опять на основании вида формулы

связывающей последовательные приближения, убеждаемся в том, что

все хп(у), а следовательно, и л:* (у), суть аддитивные операции от у.

При этом, если бы мы приняли ^/=jj'|, то мажорантность уравне-
ния B) по отношению к уравнению C) сохранилась бы, что даёт

нам:

т: е« главное решение х* (у) представляет собой регулярную опера-
цию от у (с непрерывной мажорантой г* (w)). Иначе можем ска-

зать, что для операции / — Я в Xw* существует обратная, которая
имеет мажоранту

3.16. В условиях теоремы 3.14 можно утверждать, что решение
уравнения C), принадлежащее подпространству Xz* (где г* обозна-
чает главное решение уравнения B)), единственно, и мы приходим
к нему, взяв в качестве начального значения любой элемент из Xz*.
В частности, если решение уравнения B) единственно в области Z^,
то единственно решение уравнения C) в области Хг/.

Это предложение получается сразу из 2.32, подобно тому, как

3.14 было получено из 2.22. Оно показывает, что операция /— Я,
если её рассматривать в Xz*y имеет однозначную обратную [/— Я]-1 =

*С)С)
3.17. Если для аддитивной операции Я выполнено условие

в частности, в случае нормированного пространства X, если

<а<1, то уравнение C) имеет единственное решение при произ-
вольном у£Х»

Это предложение получается непосредственно из 2.24 и 2.33,
если принять U(x) — H(x) -\-у.

3,18. Если уравнение

к) D)
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зависит от параметра к и для него при всех к мажорантным служит

уравнение B), т. е. |#Х|</С |.У WK1^', и если при к — Kq суще-

ствуют пределы:

- Нт Я> (х) = Н(х) для х£Х,*л bk- 1\

то тогда и главное решение д;* (к) уравнения D) стремится к глав-

ному решению предельного уравнения C):

- lim х*(Ь) = х*.
л->х0

Это предложение следует непосредственно из теоремы 2.41, если

принять в ней U(x;X) = Hx (х) -^-у (X), V (г) = К(г) + да'.
3.2. Теоремы о приближённом решении функциональных урав-

нений. Приведём две теоремы, позволяющие дать оценку точности

приближённого решения, которое получено в результате решения
некоторого уравнения, близкого к данному.

3.21. Пусть уравнение C) заменяется приближённо более про-
стым уравнением

х—Н'(х)=у, E)

причём известна оценка для \Н— Н'[. Тогда, если л;* обозначает

главное решение уравнения C), а х'—уравнения E), то имеем

оценку

\х* —*'К(|[/-Я']-1||Я-Я'|)(|**|).
Действительно, вычитая C) из E), имеем:

х'—х* — Н' {х') -f Н (**) = О,
или

х' —х*—Н' (х'~х*) — (W —Н) (х*),
х' — х* = ([/—Н'ГЧН' — Н\){х*),

что и приводит сразу к требуемой оценке.

Отметим частный случай её:
3.22. Если (|[/—Я']-1||Я—Я'1)B)<е«г для г>0, причём

0<а<1, то имеем оценку

причём существование решения уравнения C) в этом случае из сде-

ланных предположений следует само собой.

Для установления предложения в такой форме уравнение C)
следует переписать так:

х—Н' (х)=у+(Н—Н')(х).



474 ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ [ГЛ. XII

Тогда, полагая Г«*[/— Н']~1 (существование этой операции пред-

полагается), имеем:

Это уравнение, очевидно, равносильно первоначальному. Между тем,
оно заведомо имеет решение в силу сделанного предположения, как

это ясно, если применить 3.17 к Г (Я— Я') в качестве Я. При
этом на основании прежней оценки из 3.21 имеем:

[х
откуда

и, слеловательно,

Другая теорема о приближённом решении относится специально

к случаю полуупорядоченных пространств. Эта теорема устанавливает
в известных предположениях возможность построения приближённых
решений с избытком и с недостатком.

Итак, пусть X—/С-пространство, И—регулярная операция класса Н°о;
Н—Н+ — Н-. Допустим, что имеются две положительные операции Я'< Я+

и Я//<Я- простого вида, и пусть элементы у и ~у таковы, чтоу КУКУ-
Положим R = | И | — #' — Н" = (//т _ нг) + (Я- — Н"). Предположим, нако-

нец, что уравнение

х-\Н\{х)-\у\ F)

имеет положительное решение л*', для которого известна оценка xf

Построим систему

v — Hf (v) + /f' (и) «у -

Можно утверждать, что её решение и даёт приближения с избытком и

с недостатком к главному решению уравнения C); точнее, докажем следую-
щее предложение.

3.23. Если уравнение

w (8)

имеет положительное решение, каково бы ни было Z2>>0, то и система G)

имеет решение u = xt v = xf причём

X < X* < Г,

гдо -V*—главное решение уравнения C),
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Действительно, вычитая из первого уравнения системы G) второе, а затем

складывая их, придём к эквивалентной системе

2R(xi) |

Каждое из этих уравнений можно рассматривать независимо от другого,
как уравнение относительно разности и — v или, соответственно, суммы и + v.

Поскольку | Н'— АР |< Я'+ Я", к обоим этим уравнениям применимы тео-

ремы о существовании и единственности решения, если за мажорантное при-
нимать уравнение (8). Единственность имеет место, так как она всегда обес-
печена в области Xz^ZDXm а эта область ввиду произвольности w в данном

случае совпадает с X.

Поэтому указанные решения могут быть получены методом последователь-
ных приближений при любых начальных значениях.

Так как система (9) эквивалентна первоначальной системе G), то послед-

няя также имеет единственное решение u = х9 v — x и, очевидно, примене-
ние метода последовательных приближений к ней допустимо. Примем здесь
за начальные приближения r/0=sjtlf 1>0 = —*з> Дальнейшие приближения
определяются так:

= Я'(и«)-#"(*«)

и они сходятся к решениям системы: lim ип = х, lim vn = х.

п -> оо п -> оо

Нам остаётся проверить неравенства

Для п = 0 оно верно, так как г/0 = —#!< д:*<л:1г=ги0,ибо уравнение F)
мажорирует C). Покажем возможность перехода от п к п + 1. Имеем:

vn+1 = Н* (vn) -№ (ип) +y
//- (л:*) + (Н< - Я+) (л*) + (Н- - Я") (^ -

так как

(Я— Я+ + Я- — Я")(*•)<!(Я; -Я+ + Я- — И")(*

то заключаем, что

Совершенно аналогично получим, что un+i^x*. Тем самым неравен-
ства A0) установлены для всех л, а переходя к пределу при п-±оо полу-

чаем * <**<.£
В следующих четырёх параграфах в качестве применений общей

теории мы приводим доказательства ряда известных теорем анализа,
а также некоторые новые факты,
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§ 4. Некоторые применения к конечным алгебраическим
системам

4.1. Оценки для наибольшего собственного значения матрицы.
4.11. Рассмотрим симметричную матрицу порядка п

ll*«. *lk ь=1,2 «. A)

Наряду с ней рассмотрим линейную систему

х— ХН(х)=*у, B)

где *=($ь £2,..., £„)—элемент пространства X=Rn> а #—

линейная операция из X в Ху определяемая матрицей ||я/,й:||. Если
рассматривать Rn как нормированное пространство с эвклидовым

i

расстоянием ||*|| — B^J> то согласно предложению 3.17 система

уравнений B) будет иметь единственное решение, если

|Х|||//|) < 1,

где || #|| есть норма линейной операции #.

С другой стороны, если fa есть наибольшее собственное значе-

ние матрицы и хх
— соответственный собственный вектор, то

Xi

т. е. для X =
-у~ система B) имеет заведомо не единственное реше-

ние. Это говорит о том, что непременно

1Ч<11Я11*)- C)
Это и представляет оценку для наибольшего собственного значения

матрицы. В частности, применяя для \\H\\ оценку, установленную
в пункте 5.24 гл. VIII, находим:

Считая пространство X нормированным по формуле ||л:|| = тах|£<|
(обозначим нормированное так X через тп), аналогичными рассужде-
ниями

с
можем получить оценку

iSl,*!. E)

*) В действительности мы имеем здесь знак равенства E.24 гл. VIII),
но это соображение скорее может рассматриваться как средство нахожде-
ния || Я|), а не ! )ц I.
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4.12» Для наибольшего собственного значения матрицы справед-

ливы оценки C), D) и E).
4.13. Оценки D) и E) (оценка C) не эффективна) могут быть

уточнены, если мы будем рассматривать X как пространство типа (£jt).
Для этой цели разобьём координаты точки х на группы

*e(Sl. ...,^1,^+1, ....fog,....в/-1+1. --мЦ)

и введём нормировку

*'F О'=1. 2,...,/),

т. е. в качестве нормирующего пространства Z примем /?г, рассматри-
ваемое как полуупорядоченное пространство. Рассмотрим Hjt8—ящич-

ные матрицы, на которые разбивается матрица Н; так же будем обо-

значать и соответствующие отображения одного эвклидова простран-
ства в другое, ими определяемые, а через ||//j,ell— их нормы (под
числом || Щ% 81! можно подразумевать и любые числа >- нормы Hj, s).
Тогда имеем:

Используя это, оценим абстрактную норму результата операции Н:

2B «,-,*№,...,[ 2 B «.**№)•

Имеем (для р=1, 2, ...,/):

[ 2 B^,^ftJF=[ 2 B 2 «^

2 ^.^•■4

*) Здесь мы использовали неравенство [2B **, s)"]V9 < 2(S ^. «У7'
*#

(Харди, Л иттльвуд, Полна [1], стр. 47) для bi,s= 2 *'.*$*•
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Отсюда

K

если в пространстве Z=RZ определить операцию ЛГ, переводящую
его в себя, формулами

w= К(z) = (w{, w%y..., wj),
где

S (/=1,2,...,/)-

Из неравенства F) ясно, что | Н\ <; К, если под | Н\ понимать абстракт-
ную норму Н как операции из пространства X типа (Вк) в себя.

Уравнение г — \К{г) = w допускает однозначное решение и к нему

сходится процесс последовательных приближений, если 1^|<~х~» гДе

А,—наибольшее собственное значение матрицы К. При таком значе-

нии X обеспечена сходимость процесса последовательных приближе-
ний и для уравнения х— Ш(х)=у. Отсюда можно заключить, что

Итак:

4.14. Если Н—некоторая симметричная матрица и мы определим

нормы отдельных ящиков её ||///,*||, а затем построим матрицу /С=*
=« {|| #/, в И Ь, в-=i,2..., г> то будем иметь неравенство

если через Xt и соответственно Аг обозначить наибольшие собствен-

ные значения матриц Н и К.
Таким образом, оценка для собственного значения матрицы И

любого порядка получается посредством нахождения (или оценок)
норм матриц более низких порядков, для чего достаточно определить
их собственные значения. В частности, в случае, если матрицы Щч9—
также квадратные и симметричные, имеем ||Я^8|| =|X/>S|, где Ху)в —
наибольшее по модулю собственное значение матрицы Hjt 8 (в слу-
чае несимметричности матрицы Hjt 8 норма её выражается несколько

сложнее).
4.15. В частности, прилагая сказанное к матрице И четвёртого порядка,

получаем, что

^ i|4i Х1,а

|| Ч 1 Ч 2

где

Ч1

4 s

—

3"

"

*2, 2 14

1*3,1 +

Ь*4,41 +

■Уо

•Уо

Я1.1
2
+

h, з

—

fl2, 2>2 + 4л1, 2*2, 1

У (*3,1~ *4, 2J + 4^з, 2*4, 1

2
— *4.4J+4*4,3*3,4

2
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Поэтому
1 *i. г + Ч 21

479

Поясним изложенное примером.
4.16. Пример. Рассмотрим матрицу

I 1

1 —1

1 1

1 1 и

1 —1 !!

— 3 1

Матрица К, очевидно, будет

W?

и, следовательно,

40073

Это даёт оценку

\1г |< 4,0073.

Точное значение Xj в этом случае есть Xt = —3,78801. Если бы мы восполь-

зовались формулой D), то получили бы гораздо более грубую оценку
|Хг|<4,899.

Эти оценки могут быть особенно полезны при буквенных элементах мат-

рицы.
4.2. Применение к системам нелинейных уравнений. Приведём одну

теорему о существовании решения нелинейной системы уравнений, которую
мы получим здесь также на основании общих теорем предыдущих пара-
графов.

4.21. Пусть:
1) /*(£ь С*.-.. +п) ('== Ь 2*-«-# я) — непрерывные возрастающие функ-

ции своих аргументов;
2)/@0 0H (/1,2 л);

ру;
2)/,@,0,..., 0)«0 (/«1

3) Urn т-Д(/,/,-..,0*0 (/=1,2, ..../i).

Тогда система уравнений

/«1, 2 я)

имеет решение, каковы бы ни были ^>0.
Доказательство, Примем Z = /?п и через z7 обозначим вектор

=:(#, Я,..., Я], где Я— столь большое положительное число, что

H-fi(Ht Я,...,Я)-**>0 (/-1,2,....л).

Такой выбор Я возможен в силу условия 3). Тогда, если принять

то будут соблюдены все условия теоремы 2.11, и, применяя её, приходим
к нужному заключению.
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Теми же теоремами можно воспользоваться для получения известной

теоремы анализа о существовании и непрерывности неявной функции» а

также для установления сходимости процесса Ньютона для решения систем
нелинейных уравнений.

§ 5. Применения к бесконечным системам уравнений

5.1. Класс регулярных систем. Рассмотрим применение общей

теории к исследованию некоторого класса бесконечных систем линей-

ных уравнений

J3b*S*«4< (/-1,2, ...)• О)

5.11. Систему A) будем называть регулярной, если выполнено

условие

S| ai9 л| = 1 — Р| < 1 (/= 1,2,.. .). B)

Если при этом p*;>fl>0 (/=1,2, ...), то систему A) будем
называть вполне регулярной.

5.12. Для того чтобы применить к этому классу систем развитую
выше теорию, возьмём в качестве пространства X = Z пространство т

ограниченных последовательностей, рассматриваемое как полуупоря-
доченное.

В данном случае для элемента х={Ь4}£Х будет |л:| = |л;| =

=з{|Е{|}. Определим операции Н и К бесконечными матрицами
\\аь кI! и соответственно || | ai% к|||. Точнее, для х = { 6j } и z =з { С<}

оо

ъ}, где 4i=S«<»*6ft,

K(z)={wi], где Wf

Нетрудно проверить, используя условие B), что эти операции

определены в т и переводят т в себя. При этом операция К слу-
жит мажорантой для Я, так как

Легко устанавливается также (о)-непрерывность операции /С.

Действительно, если хп={^п)} -&U О в /й, то 1) lim Йя) = 0
л-»оо

(/=1,2,...) и 2) последовательность хп ограничена в т, что

означает, что |йя)|<С. Тогда при каждом /

lim Sle«,*|e^-O; C)
Л1

s
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последнее — так как каждый член ряда при п -» оо стремится к нулю
и ряд сходится равномерно относительно я, ибо мажорируется ря-

дом 2l#*, й|С Установленные соотношения C) и означают, что

К(*п) —-*© в т.

Систему уравнений A) можно рассматривать как одно уравнение

х-Н(х)=у D)

в пространстве Х=т, если под Я понимать определённую выше

операцию и считать усл{ч\{\. Если свободные члены удовлетворяют
условию

то, полагая wr — {rpi}, получим для него мажорантное уравнение

z-K{z) = w\ т. е. C,-2la«.*l<:*-'P< (/=1,2...). F)
Л1

Это мажорантное уравнение имеет положительное решение г1

{r} = (r,r,...). Действительно,

Поэтому имеются все данные для применения общей теории, что

приводит к следующим заключениям,

6.13, а) Если свободные члены регулярной системы A) удовле-
творяют условию E), то эта система имеет ограниченное решение

которое может быть найдено методом последовательных прибли-
жений.

Ь) Если гг*=г{К*} — главное решение системы F), то решение

системы A), удовлетворяющее условию |^|<СС* (/= 1,2,...; С—

постоянная), единственно. • частности, если последовательность

(Ф ограничена снизу, CJ!>a^>0, то системы A) и F) имеют един-

ственное ограниченное решение (система F)—решение zr = {г}),
которое может быть найдено последовательными приближениями,
начиная с любой ограниченной последовательности начальных значе-

ний.
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с) Главное решение системы A) при условии E) может быть

получено также методом редукции, как предельное для конечной

системы

I— 2<Ч.Л = 1|< A=1,2,.'., л), G)

т. е.

s( = hm ?|.
П~> оо

Действительно,

a) получается из предложения 3.14;
b) следует сразу из 3.16;
c) получается применением 3.18, если заменить конечную систему

G) эквивалентной бесконечной:

Hk^^k^'i — ^i для '<";

а затем рассматривать эту бесконечную систему как зависящую от

параметра п. Тогда по 3.18 главное решение предельной системы и

будет пределом при п -* со решений систем последовательности.

Как следствие отсюда, для случая вполне регулярной системы

получаем более просто формулируемое предложение.
5.14. Вполне регулярная система при любых ограниченных сво-

бодных членах имеет всегда ограниченное решение и притом един-

ственное. Это решение может быть получено методом последователь-
ных приближений при любых ограниченных начальных значениях,
а также методом редукции.

Действительно, так как в этом случае pi >* 8 > 0, то условие E)
означает просто ограниченность последовательности {т)е}.

Далее, главное решение {Сг) системы F) в этом случае непре-
менно ограничено снизу положительным числом. Действительно, так

как С*>-0, то непосредственно ясно, что

а тогда из 5.13Ь) сразу следует единственность решения и сходи-

мость при других начальных значениях.

5.15. Отметим, что для не вполне регулярной системы фактически
возможно наличие двух ограниченных решений. Так, система

—

"(Г+Тя JS« + ^ ! 2>

имеет два ограниченных решения

««-1 и
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Используем также наши заключения о регулярных системах дли

анализа одного класса систем, более общего, чем вполне регуляр-.
ные.

5.16. Пусть для системы A) выполнены при некотором Nследующие усло-
вия:

1) 2 \ai *1<+°° /=1,2,...,Л/,

системы

Де
в виде

2)

Анализ таких систем, как легко видеть, сводится к анализу конечной
емы.

Действительно, перепишем уравнения данной системы, начиная с (N+ 1)-го,
де

оо N

2 2

Это — вполне регулярная система. На основании 5.14 из неё возможно выра-
зить все неизвестные ё#+1>%+2, ...

линейно через £lt £2,..., 6#. Подставив
эти выражения в N первых уравнений системы A), получим относительно не-
известных ?!, ?2» • • 'Ля конечную систему из N уравнений, к которой, собст-

венно, неводится исследование данной бесконечной системы. Каждое решение
указанной конечной системы порождает ограниченное решение бесконечной
системы A) и обратно. Опираясь на это, можно получить, что для бесконеч-

ных систем, удовлетворяющих условиям 1) —2), верен ряд (бездетерминант-
ных) теорем, подобных теоремам о конечных системах. Например, такая си-

стема может иметь не более конечного числа линейно независимых решений
если соответствующая однородная система не имеет ограниченных решений
отличных от нулевого, то данная система имеет решения при любых огра-
ниченных свободных членах и обратно.

5.17. В заключение укажем, что теорема 3.23 о приближённом решении
уравнений в применении к регулярным системам даёт следующий способ

построения приближений с недостатком и с избытком. Именно решения %
и 5$ системы

h - 2+ч * 5%+ 2"" % * **=rrf + г 2 I % к I
fc = l A-el k^n+1

(где плюс при знаке суммы указывает, что должны быть взяты лишь слагае-

мые, в которых множитель лг- fc>0, а минус —что лишь слагаемые са<Л<
<0) представляют приближения с недостатком и с избытком для первых п
неизвестных 51# 62.-.-. 5» решений системы A).

5.2. Другой класс линейных бесконечных систем. Рассмотрим
опять бесконечную систему вида

6«=2e<.*6* = 4i (/==1» 2,...). A)
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Однако будем рассматривать х = {^} как элемент нормированного

пространства /р(р>1). Тогда, если для % выполнено условие

оо

Ь°о, (8)

а для матрицы ||#*,*|| выполнено условие

[ «a|A*r1JF<+oo) (9)

то данную систему можно рассматривать как уравнение вида

Х—Н(х)=у
в просаранстве 1Р. Действительно, в этом случае операция Н, опре-

деляемая матрицей [|я*,&||, есть операция типа Н°ь и тем более Нъь из

1Р в /р, причём норма её

(см. 5.33 гл. VIII). В частности, если JL<1, то мы находимся в усло-
виях предложения 3.17 и, применяя его, приходим к следующему
заключению.

6.21. Если для бесконечной системы A) выполнены условия

то эта система уравнений имеет единственное решение, удовлетворяю-
со

щее условию 2 1^1р< + °° и могущее быть найденным методом
г«*1

последовательных приближений, начиная с любой системы начальных

значений из /р, а также может быть получено методом приведения.

В случае, когда L <+ со, но условие L < 1 не выполнено, можно посту-

пить подобно тому, как было сделано в 5.16. Именно, можно найти такое N,
что будем иметь:

со оо Р
^

Тогда к системе уравнений, полученной из A) отбрасыванием первых N урав*
нений, если в ней рассматривать в качестве неизвестных ?# + 1, £]у+2«--''
применимо предложение 5.21, что позволяет выразить все неизвестные tN+x.
iv + а» • • • чеРез 5ii Ьь • •

•» fjv (ПРИ 9Т0М существенно, что из условия I < + оо

вытекает сходимость рядов 2 | aiik \p
l
для Л =г 1, 2,..., Л^). Тогда первые

Л^ уравнений системы A) позволяют построить конечную систему относи-
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тельно неизвестных ?lf £2»..., £#• к анализу которой и приводится исследо-

вание бесконечной системы A). Это приводит к следующему заключению.
5.22. При условиях (8) и (9) бесконечная система A) может иметь не

более конечного числа линейно независимых решений (из 1Р) и для неё

верны также другие бездетерминантные положения, упомянутые в 5.16.
Отметим, в частности, что если р

= 2, то условия (8) и (9) записы-

ваются так:

2 ^<+со, 2 fj а* *<+«>.

При этих условиях, следовательно, свойства бесконечной системы A),
рассматриваемой в Z2, подобны свойствам конечной системы.

5.3. Один класс нелинейных бесконечных систем уравнений.
5.31. Рассмотрим две системы уравнений

С, = й,+ 2 C2/tSl+ S ci^,CfaCb+...= /?i(C1,C2,...) A2)
7сt — 1 klt Ла ее 1

(/=1,2...).
Будем предполагать, что вторая система мажорирует первую, т. е.

при всех / и kv къ..., kj

Предположим, далее, что вторая система имеет положительное

решение z'= (Cif C2, ..�)• Тогда эти две системы мы можем рас-
сматривать как уравнения C) и A) §2в /С-пространстве $ всех бес-
конечных последовательностей (X=Z~s). При этом будут соблю-

дены все условия теоремы 2.22.

Действительно, если под V(z) понимать операцию, сопоставляю-

щую последовательности г={С4} последовательность V(z) =

={^(Ci» ^2> •••)}> т0 эта операция, будучи определена при г = г\
определена для О^г^.гг. Она (о)-непрерывна в той же области, так

как ряды, определяющие функции /^(С,, С2, •. -), сходятся равномерно.
Что касается операции U> определяемой аналогичным образом с

заменой Ft на f{> то она, очевидно, имеет смысл при IatK^. Далее,

то

Наконец, нужно показать, что если |*К>, (ДлгКАг и z-\~,

|£/(*-J-Ajc) —£/(*)| <К(#-|-A*)— V(z),
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Иначе говоря, нужно показать, что если |£&|<^ С* и !^|<ДСЛ, то

j = 1 Л„ ...
, kj = 1

< 2 2 С£...,

Но последнее неравенство верно, так как по раскрытии скобок каждое

слагаемое слева не превосходит по модулю соответствующего слагае-

мого в правой части.

Таким образом, соблюдены все условия предложения 2.22. Исполь-

зуя его, а также 2.31 и 2.41, приходим к следующему заключению:

5.32. а) Система A1) имеет решение, удовлетворяющее условию

(/=1,2,...); A4)

это решение может быть найдено методом последовательных прибли-
жений.

b) Если V€— главное решение системы A2), то решение системы

A1), удовлетворяющее условию A4), единственно.

c) Если коэффициенты системы A1) непрерывно зависят от некото-

рого параметра X: bi = bi(X)> с(^2,... ^ *= 4?. л2, ...9ц (Mi и для всех

значений система A2) остаётся мажорантной для A1), то если {£»(Х)} —
главное решение системы A1), функции Sf непрерывны.

Из теоремы 2.41 можно было бы (подобно 5.13с)) сделать так-

же заключение о том, что главное решение системы A1) может быть

получено как предел (при Л/*-* оо) главных решений конечных систем,

например, следующего вида:

Наконец, укажем ещё одно следствие из 5.32.

5.33. Если существуют такие числа а и Ь, что

Fi(atb,b, ...)<Af (/«1,2,...).

то система уравнений

имеет решение при |Х|<Х0= Minftf, -д-); это решение непрерывно зави-

сит от X и обращается в О при X = 0.

Действительно, рассматриваемая система есть система типа A1) с коэффи-
циентами, непрерывно зависящими от Х,для которой мажорантной является

система

U = h^i (*о. Сь ^ • •.) + [Ь - h^i (% М,.. 0]

(выражение в квадратных скобках >0), имеющая очевидное положительное

решение Ci = ^ == • • • = &• После этого остаётся лишь применить теорему 5.32.
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§ 6. Применения к интегральным уравнениям

6.1. Условия существования решения линейного уравнения.
Начнём с установления сходимости метода последовательных приближе-
ний для уравнения Фредгольма.

6Д1. Если дано интегральное уравнение второго рода

(s, t)x{t)dt=f(s), A)

где H(st t) — измеримая функция и для к выполнено одно из усло-
вий:

ъ

a) |X|sup f\H(sy t)\df<h I/(*)!<C; B)
t J

a

Ъ Ъ ! Ь

b) lXi[jJ>(*, t)dsdty<l, ff*(s)ds< + oo, C)

то интегральное уравнение A) имеет решение, которое может быть

найдено способом последовательных приближений. В случае, если

#(s, t) ограничена, последние равномерно сходятся к решению.

Действительно, интегральную операцию

ъ

(s, t)x(t)dt; у =

а

можно рассматривать как линейную операцию из X в Х% если под X

понимать в случае а) нормированное пространство L суммируемых

функций и в случае Ь) — нормированное пространство L2.

Благодаря известному нам выражению нормы для операций из L
в L C.16 гл. VIII) из условия а) сразу следует, что

Для операций из I? в L* имеем:

ъ ъ

а а

Ь Ъ

а

a a
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а тогда из условия Ь) тоже следует, что I

Но при соблюдении такого неравенства, как это вытекает из 3.37,
последовательные приближения (£)-сходятся к решению в L и I?
соответственно. Но если \H(s, t) | <; С и хп (s) — приближение к х (s),
то имеем:

= \{Н(8, t)lX (Q—

откуда ясна и равномерная сходимость.
6.12. Полезно отметить, что неравенства а) и Ь) дают тем самым

и оценки сверху для | At | — модуля первого (наименьшего) собствен-

ного значения.

Теперь приведём для случая бесконечного промежутка теорему,

устанавливающую условия существования ограниченного решения.
6.13. Если

то интегральное уравнение

+ 00

x(t)— J H(s, t)x(s)ds = f(t)y
— оо

где |/@ |<; С[1 — h(t)], имеет ограниченное решение |х * (t)|<] С.

Это — непосредственное следствие теоремы 3.14, применённой
к /(-пространству функций, ограниченных в (—оо, +оо), если

в качестве мажорантного взять уравнение

2{t)— f \H(S, t)\*(9)dS=C[l-k(t)]9
— оо

имеющее положительное решение z(s) = С.

6.2. Уточнение области сходимости последовательных при-
ближений. Применение более точной нормировки позволяет уточнить

•) Для операций из № в L? неравенство

ь ь

а а

вытекает также из 6.33 гл. VIII.
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Границы области сходимости способа последовательных приближений
по сравнению с указанными в 6.1.

Применим нормировку, указанную в примере 1.21:

|х|*=( max !*(*)!,..., max

U<t<tx t<t

Тогда, если в соответствии с ядром Н интегрального уравнения A)
рассмотреть матрицу /C=||c/jfe|| с элементами

'<»*
= ('* — 'ft-i)^.*; Mifk— max | H(s, t)\,

а также соответствующую ей операцию К из Z=/?w в себя, то

уравнение

1М/с()Н/| D

будет мажорантным для интегрального уравнения A).
Действительно,

т. е. операция К есть мажоранта для Я, ч. и тр, д.

Следовательно, если уравнение D), представляющее собой конеч-

ную алгебраическую систему, имеет положительное решение, то все

условия теоремы 3.14 выполнены, что позволяет применить её заклю-

чения. Итак:
в.21. Если система уравнений

где cif % определены, как выше, а

7j,= max

имеет при данном к положительное решение, то при данном значе-

нии К для интегрального уравнения A) применим способ последова-
тельных приближений.
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В частности, если через А{ обозначить наибольшее по модулф
собственное значение матрицы /С, а через ^ — наименьшее собствен^

ное значение интегрального уравнения, то имеем оценку

I4>ip F)

Первая часть утверждения 6.21 доказана выше. Далее, если \к\ <
< -у-, то процесс последовательных приближений для мажорантного

уравнения сходится, но тогда он сходится и для интегрального урав-
нения A), следовательно, первое собственное его значение находится

непременно за лределами области |^|<-г-, что и устанавливается

неравенством F).
Аналогичным образом, если ввести в X нормировку, подобную

приведённой в 1.22:

то матрицу К придётся определить так:

Ч Ч L

/ ]'|| G)

и в этом случае можно получить аналогичное заключение:

6.22. Если Ах— наибольшее собственное значение матрицы /С, то

для первого собственного значения интегрального уравнения A) имеем

оценку снизу

Эта оценка, так же, как и указанная в 6.21, более точна, чем полу-
ченная в 6.11 посредством применения обычных норм. Относительно

этих оценок можно показать, что при п -* оо, Д^ = ^— ti^ml -+ О

этот способ позволяет сколь угодно точно подойти к значению kv
Проиллюстрируем применение второй из приведённых оценок

примером.

6.23. Пример, Рассмотрим интегральное уравнение
1

х (s) -^ \Ch(s, t) x (t) dt^f (s)y
0

где ядро H{st 0 х- функция Грина йля уравнения струны с закреплёнными
концами:
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Тогда, если определить матрицу К, как указано выше, принимая

= ~ i (/ = 0,1, ..., 5), то матрица К будет

0,137275 0,162207 0,116237 0,070553 0,026667

0,162207 0,357274 0,307535 0Д86667 0,070553

0,116237 0,307535 0,435329 0,307535 0,116237

0,070553 0,186667 0,307535 0,357274 0,162207

0,026667 0,070553 0,116237 0,162207 0,137275

Решая соответствующее вековое уравнение, находим, что наибольшее соб-

ственное значение его

Л1 = 0,1-1,0216 = 0,10216.

Это даёт для наименьшего собственного значения интегрального уравнения

оценку

которая меньше чем на 1% отличается от точного его значения Xi = я8 =
= 9,86960.

Аналогичные рассмотрения могут быть применены и к системе

интегральных уравнений.

Рассмотрим систему

@—2 Г

<; i=i, 2,..., n).

Введём для функции ?<(*) норму pt-||= sup | (!*(/) |, а для

системы функций ^==[^@» ^(O»---. Sn(^]— абстрактную норму

Тогда, если положить

sup J \Hitj(sJ)\d$=citji
аг

то для данной системы интегральных уравнений мажорантной будет
алгебраическая система

h 2,..., я). (9)

Отсюда
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6.24. Если алгебраическая система (9) имеет положительное

решение, то система интегральных уравнений (8) также имеет ре-
шение.

Заметим, что выше при построении более точных границ для

собственных значений одного интегрального уравнения мы, по существу,

превращали его в систему интегральных уравнений, разбивая интер-
вал интегрирования на части.

6.3. Приближённое решение интегрального уравнения. Рас-

смотрим применение к интегральному уравнению общей теоремы 3.22
о приближённом решении.

Пусть интегральное уравнение

ь

x(s) - Xj# (s, t) x @ dt ==/ (s) A)

заменяется приближённо интегральным уравнением с более простым

ядром

x(s)~ lfh(s9t)x(t)dt = f(s); A0)
а

при этом ядро h близко к первоначальному, точнее

ъ

supf \H(s, t)— h{s, t)\dt<t. A1)
S

J

a

Будем предполагать, что для этого более простого уравнения нам
известна резольвента, так что решение его выражается в виде

s, t, 1)/@Л. A2)

Если мы теперь воспользуемся теоремой 3.22, приняв нормировку
пространства С, то для нормы операции Г, дающей решение урав-

нения A0) дг=:Г(/), имеем оценку (см. A2)).

ь

Й-1|Г(/)||<||/||+|Х|||/Цe supft/|T(*. 'Д)|Л= A-Н*|Я)||/||,

откуда ||Г1|<1+|^|5. Если же через И и И' обозначить интеграль-
ные операции, определяемые ядрами #(s, t) и h E, t), то в силу
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условия (И) имеем \\Н—#'||<8. Поэтому в данном случае можно

принять а вя еA -{-1X | В), что даёт на основании теоремы 3.22 оценку

верную, если а< 1. Итак, приходим к следующему предложению.
6*31. Если близость ядер точного и приближённого уравнений

определяется неравенством A1), причём приближённое уравнение
разрешимо и для его резольвенты известна оценка

s, t,

а также выполнено условие

то точное уравнение A) при данном А разрешимо, и близость при-
ближённого решения к точному указывается неравенством A3).

Эта оценка удобна тем, что в ней используются данные, относя-

щиеся только к приближённому уравнению. Используя для X вместо

нормировки пространства С нормировку пространства L или L2,
можно получить другие оценки.

Теорема 3.23 также может быть применена для приближённого решения
интегрального уравнения. Она даёт средство построить двусторонние при-
ближения, между которыми заключено решение уравнения.

6.4. Нелинейное интегральное уравнение. Применяя теоремы

§ 2 к случаю нелинейных интегральных уравнений, можно получить
различные теоремы о них, из которых приведём только одну.

6.41. Пусть функция K(sy t, и) определена и непрерывна для
значений s и t из области G и для таких и, что \u\^z^s).
Пусть> далее, существует функция Ф($, t, я), определённая и

непрерывная в той же области, что и К, и такая, что удовле-
творены неравенства:

1) \K(st t% 0)|<ФE, U 0);
2) ф;(*. /, и)>0; Ф;,0?, t, a)>0;

3) \K(S> *> ")!<*«(*> *> И) для почти всех ut если |«|<
s).

Тогда, если
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то интегральное уравнение

(s, U x(t))dt A5)

имеет решение, причём \x(s)\^zo(s). При этом если у уравне-
ния

Z (s) = Ф($, t, Z(t))dt A6)
G

решение, удовлетворяющее условию *(s)O0(s), единственно, то

единственно и решение уравнения A5), удовлетворяющее условию
|х(s)|<;z0(s), а ояо может быть получено методом последова-
тельных приближенийу начиная с любой функции х0 (s) такой,
что \xo(s)\^zo{s).
Доказательство. Эта теорема следует из 2.22 и 2.32. Рассматри-

ваем х и z как элементы полуупорядоченного пространства ограничен-
ных функций. Операция V определяется функцией Ф, операция U—
функцией К. Нужно проверить, что V является мажорантой для [7.

Но, действительно, опираясь на условия 2) и 3), получаем:

[s,t,x(t) +

x(t)

Ах

М.

@)

|в|]

dt—j K(i
G

G

?, t, x @) dt <

|»«)| + |Aa!(/)|

f / *;

5, ty \x(t)\+\bx(t)\)dt— $Ф(з, t,\x(t)\)dt, A7)

что и обеспечивает выполнение неравенства 2а) из 2.21. Применение
теорем 2.22 и 2.32 сразу приводит теперь к нужному заключению.

6.42. Следствие. Если функция K(s, t, и) удовлетворяет
по и условию Липшица:

\K(s, t, u-{-Au) — K(s, t, и)|<С!Д«|, когда |ie| + |Ae|<L, A8)

то уравнение A5) имеет единственное решение, удовлетворяющее
условию | х E) | <; L, если соблюдены неравенства

C*mG< 1, 5- mG-\-LC-mO<CLy где S = sup|/C(s, U 0)|. A9)

Это утверждение следует сразу из 6.41, если принять

Ф (<?, t, и) = S + Си.
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Замечание. Если соблюдено только второе из неравенств A9),
то можно сделать заключение только о существовании, но не о

единственности решения уравнения A5).

§ 7. Применения к обыкновенным дифференциальным
уравнениям

7.1. Сходимость метода Пикара.
7.11. Теорема. Пусть дана система дифференциальных урав-

нений

^г-/^,,^..., «д,9, A)

где функции f€ непрерывны по t и удовлетворяют условию Лип-

шица относительно %v £2, •••> &п> т- е* ^ля достаточно малых,
t и |^|, например, при |*|-<*0 и |M~H^<I^* выполняются

неравенства

B)

Тогда система A) имеет решение £tfrssg{(/)9 где функции <()
определены для t достаточно малых (\t\^b) и удовлетворяют
начальным условиям

5«@) = 0 (/=1, 2,..., л). C)

Доказательство. Систему A) мы можем переписать в форме

eW, .... «»@,0« (/ = 1,2,..., л). D)

Рассматривая систему функций (^@, ?2 @> • • •» £«(')) в промежутке

[0, 8] (выбор 8 будет указан ниже) как элемент /С-пространства си-

стем ограниченных функций, можем рассматривать систему D) как

уравнение вида х = U (jc). В качестве мажорантного уравнения
г= V(z) можно принять систему

t

/|/,@,..м0,*IЛ (/ = 1,2,..., /i). E)
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Все условия теорем существования и единственности B.11,2.22,
2.31) будут выполнены. Действительно, условия 1)—4) из 2.11 выпол-

няются очевидным образом. Условие 5) (V(z'L^zf) будет удовлетво*
рено, если мы в качестве г (раньше мы обозначали этот элемент

через г') возьмём систему функций С< = а^па, если только а и о вы-

брать так, чтобы выполнялись неравенства

(последнее условие будет использовано дальше). В самом деле.

< п Са . ± («««..

т. е. <
Проверим, что V есть мажоранта для U. Если

то имеем:

| J/, Et @ + Д5Х @, ..., 5„ @ + Д5„ (О, О
о

что и устанавливает справедливость условия 2) из 2.21, а условие
1) очевидно. Отсюда на основании 2.21 и 2.32 и приходим к нашим

утверждениям.
7.12, Замечание 1. Использование теоремы 2.41 позволяет,

в случае, если функции fi зависят ещё от некоторого параметра,

сделать заключение о непрерывной зависимости решения от этого

параметра, в частности, таким образом легко может быть получена
непрерывность зависимости решения от начальных условий. Таким
же оЗразом может быть получена непрерывная зависимость решения

и от самих функций /;, если их рассматривать как переменные.
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7.13. Замечание 2. Если по каждой переменной ^ мы имеем

своё значение коэффициента Липшица, то это можно учесть при
составлении мажорантной системы. Решение получающейся таким

образом дифференциальной системы с постоянными коэффициентами
позволило бы уточнить границы области существования решения

системы A).
7.14. Замечание 3. Теорема 7.11 могла быть получена и

посредством рассмотрения пространства X как нормированного про-

странства, с использованием предложения 2.24, что, впрочем, дало бы

несколько более грубые границы для области сходимости процесса.
7.2. Применение метода мажорант (Коши) к установлению

существования аналитического решения. Эта классическая теорема

также может быть получена на основании развитой выше теории.

7.21. Теорема. Пусть дана система уравнений

'*„ • •., *«. 16?'. • • Ф» tl (! «= 1, • •
•, «)• F)

О

Тогда, если система

G)

решение

сходящееся при l/|</?, /wo ^ система F) имеет решение, удовле-
творяющее начальному условию Е*@) = 5J (/= 1, 2, ..., я) « имею-

щее вид

(9)
S=l

, если отольлто |$ф|<А« (/=1, 2,..., я).
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Доказательство. Подставляя в системы F) и G) фор-
мально ряды, определяющие решения, и приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях t в обеих частях равенства, придём к

бесконечным системам вида A1), A2; § 5 относительно неизвестных

£{is и **? соответственно. Вторая из этих систем мажорирует первую
и так как она имеет положительное решение, то на основании тео-

ремы 5.31 можно утверждать, что и первая система разрешима.

Именно на доказанной теореме сравнения и базируется обычное

доказательство существования аналитического решения системы с ана-

литической правой частью.



ДОПОЛНЕНИЕ

ГЛАВА XIII

КОНКРЕТНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЛГ-ПРОСТРАНСТВ

К числу весьма важных задач общей теории /(-пространств отно-

сится проблема реализации абстрактного К-пространства в виде мно-

жества вещественных функций, заданных на некотором топологиче-

ском пространстве. В настоящей главе мы рассмотрим два способа

такой реализации /С-пространств: один — общий, дающий предста-
вление /С-пространства с помощью непрерывных функций, и другой,
применимый к классу /С-пространств, рассмотренному в главе XI

(с обобщённой аддитивной нормой),—дающий представление с по-

мощью измеримых функций.

§ 1. Представление булевских алгебр

1.1. Единичные функции на булевской алгебре. Весьма суще-
ственное значение для дальнейшего будут иметь вещественные функ-
ции некоторого специального вида, определённые на булевской
алгебре.

Определение. Пусть (§— булевская алгебра. Вещественная
функция f(e)(e £ &) называется единичной, если

1) f(e) аддитивна, т. е.

+
при ех d e2;

2) f(e) принимает только значения 0 и 1;
3) /A) = 1.

1.11. Как мы уже указывали в гл. VIII A.1), из аддитивности

вытекает, что /(©) = 0, а из положительности и аддитивности выте-

кает монотонность функция /(£)> т» е« неравенство ег^е2 влечёт

/(A)i

Из условий 1) и 2) следует, что для любых двух дизъюнктных

элементов только на одном из них единичная функция может иметь

значение 1. Кроме того, из равенства

сразу следует, что, для любых ег и
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откуда, благодаря монотонности /(е)>

)• О)

Рассмотрим некоторые вспомогательные понятия, а именно, назо-

вём цепью всякое вполне упорядоченное множество 7= {е^\ (£ < 9),
состоящее из элементов алгебры (£ и удовлетворяющее следующим
условиям:

а) Для всякого конечного множества элементов е^ £ Т (/ =

=- 1, 2,..., п)

Ь) Для любых двух элементов еь е^ £ T из £<т) вытекает, что

Л
Из Ь), в частности, следует, что е^фе^ при

Тривиальным примером цепи может служить множество, состоя-

щее из одного элемента е0 > О.

Цепь Т назовём максимальной, если при любом е £ (§ вполне

упорядоченное множество {^ }(£•<&), где ^=^ при &<&, ^ = *>

уже не является цепью.

1.12. Любая цепь может быть дополнена до максимальной.

Доказательство. Пусть Г={е^}($<9)—цепь. Расположим

все элементы из б в трансфинитную последовательность {е'Л. Если

среди е нет ни одного, присоединение которого к Г не нарушает

свойств цепи, то Т—уже максимальная цепь. В противном случае,
присоединяем к Г первый из тех е\ присоединение которых воз-

можно. С полученной цепью проводим то же рассуждение и продол-
жаем этот процесс (может быть, трансфинитный) до тех пор, пока

не получится максимальная цепь. Так как мощность цепи не превос-

ходит мощности множества 6, то процесс обязательно завершится.

1.13. Пусть Г= {^} @ <;?<&)—максимальная цепь. Элемент

е £ 6 отнесём к первой категории, если среди элементов цепи Т

найдётся конечное число элементов e^v..., е^п £ Т таких, что

Тогда для всякого е £ (£ один и только один из двух элементов е

и Се принадлежит первой категории.
Доказательство, а) Допустим, что оба элемента е и Се

принадлежат к первой категории. Тогда существуют такие порядко-

вые числа

So ^<* (/=1,..., «;;=* р),

что

Чх А • •. Л Чп<е> \ А... Л %<Се.
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Но, по первому свойству цепи,

^Л ... Л eiu Л Ч Л • • • Л % > О.

Поэтому
еАСе>0,

что невозможно.

Ь) Допустим, что ни е> ни Се не принадлежат к первой катего-

рии. Тогда для всякого конечного множества элементов е^у..., е%п £ Т

ЪЛ ...Л*ецЛ*>©. B)

Действительно, если бы е^ Л • • • Л ^ Л ^=О» т. е. (е^ Л • • • Л ^Л) °* *>
то имело бы место неравенство

е%х Л • • • Л h < Се,

а тогда Cfe по определению был бы первой категории.

Кроме того, для любого е^^Т

ег
— (*5Л*)>©.

*

C)

так как иначе мы имели бы £$<>, т. е. е был бы первой категории.
Но из B) и C) следует, что вполне упорядоченное множество

полученное из 7* присоединением элемента г, является цепью, что

противоречит максимальности цепи Т.

Наше утверждение полностью доказано.
Замечание. В первой части доказательства (а) фактически

доказано, что из двух дизъюнктных элементов только один может

быть первой категории.
1.14. Теорема о существовании единичных функ-

ций. Для всякой цепи Т элементов алгебры 6 существует такая
единичная функция f(e)t что /(е)= 1 при е £ Г.

Доказательство. Дополним цепь Т до максимальной A.12)
и обозначим эту максимальную цепь {^} @<E<ft, через Г*. Теперь
положим

если е— первой категории,

для прочих е £ (Е.

Проверим аддитивность функции f(e).
Еслие'с!^, то согласно 1.13 возможны два случая: либо один

из этих элементов, например, ег — первой категории, а другой— нет,
либо оба не принадлежат к первой категории. В первом случае

(ег) = 1, / (е") = 0, а во втором f(e') =f(e") = 0.

Из определения первой категории сразу следует, что если
е' — первой категории, а е*^е\ то е* — тоже первой категории;
и точно также, если е* и е'** — два элемента первой категории, то

'«-и-,
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я* д g** — тоже первой категории. Поэтому в первом из указанных
выше двух случаев е' -\-еп— первой категории, а во втором

е'-\-е" = С(Се' /\Се")

не принадлежит к первой категории (так как CV и Се"— первой

категории); следовательно, в обоих случаях

Ж+О=/@+/('")•

Единица 1—элемент первой категории, поэтому /(±) = 1. Так

как каждый элемент цепи Г* также принадлежит к первой категории,
то f(e) ess 1 для всех е £ Г*, в частности, для е £ Г.

Теорема полностью доказана.

Следствие. Для всякого е0 > О (е £ 6) существует такая

единичная функция f(e), для которой /(^0) = 1.

Для доказательства достаточно применить предыдущую теорему
к цепи Г, состоящей из одного элемента с0.

1.2. Краткие сведения из общей теории топологических про-

странств. В главе 1 B.41) мы исходили из определения топологи-

ческого пространства с помощью системы замкнутых множеств. Сей-
час нам будет удобнее принять за основную систему открытых мно-

жеств, причём мы приведём определение, несколько более узкое, чем

в главе I.

1.21. Определение. Множество Q называется топологическим

пространством, или 7^-пространством, если в нём задана система G

подмножеств О cz Q, называемых открытыми, удовлетворяющая
следующим условиям:

1. Всё множество Q и пустое множество Л входят в О.

2. Сумма любого множества открытых множеств открыта.
3. Пересечение конечного числа открытых множеств открыто.

4. Если U s £ Q и t ф s, то существуют такие непересекающиеся

открытые множества Gx и G2, что t £ G^ s £ G2 (аксиома отдели-

мости).
Множества, являющиеся дополнениями к открытым множествам,

называются замкнутыми. Легко видеть, что система замкнутых мно-

жеств в Q удовлетворяет всем требованиям, поставленным в главе I.

Каждое открытое множество G, содержащее дачную точку t,
называется окрестностью точки /. Окрестность будем иногда обо-

значать U{t) (или V(t)).
Если AaQ— произвольное множество, то наименьшее замкнутое

множество /% содержащее Л, называется замыканием множества Л

(обозначение замыкания: А), Для замкнутого множества F его замы-

кание Fz=zF.

Если А— произвольное множество, то для того чтобы t£A,
необходимо и достаточно, чтобы любая окрестность U(t) содержала

точку s£A.
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1.22. Произвольная система открытых множеств G$ (g £ S) называется
покрытием некоторого множества AcQ, если для любого t£A
найдётся S£S, при котором /£G5.

Гд-пространство называется бикомпактом, если из любого его

покрытия можно выделить конечное покрытие, т. е. существуют
такие индексы Ех,..., \п £ S, что G^ U ... U <hn — Q-

Тем же свойством обладает и любое замкнутое множество в биком*

пакте; поэтому говорят, что в бикомпакте любое замкнутое множество
бикомпактно.

В бикомпакте для любой его точки / и любой её окрестности

U(t) найдётся такая другая её окрестность V(/), что

(свойство топологической регулярности бикомпакта).
Простейшим примером бикомпакта может служить отрезок в одно-

мерном эвклидовом пространстве.
Множество А с: Q называется нигде не плотным, если в любом

открытом множестве G cz Q содержится открытое множество Oi9
пересечение которого с А пусто. Множество А называется множеством

I категории, если А есть сумма счётного множества нигде не плот-

ных множеств.

Множество, не являющееся множеством I категории, называется

множеством II категории.
В бикомпакте всякое не пустое открытое множество является

множеством II категории.

Если замкнутое множество не является нигде не плотным, то оно

содержит некоторое открытое множество.

1.23. Некоторая система открытых множеств Gg(££2) назы-

вается базой топологического пространства Q, если любое открытое

множество G с: Q представимо в виде суммы некоторых из G^:
G= U О£ (З'сЕ).

5 £ в'

Бикомпакт называется вполне несвязным, если открыто-замкну-
тые множества (т. е. множества, одновременно открытые и замкну-

тые) образуют его базу. В этом случае для любой окрестности U(f)
точки /найдётся открыто-замкнутая окрестность V(f) a U(t). В даль-

нейшем, во вполне несвязном бикомпакте под базой мы будем понимать

систему всех открыто-замкнутых множеств, а сами эти множества

будем называть базовыми,
1.24. Будем рассматривать вещественные функции х (/), задан-

ные на бикомпакте Q, значения которых могут быть конечными,

+ оо или— оо. Функция x{t) называется полунепрерывной сверху
(соответственно снизу) в точке /0, если по любому b>x(t0) (соответ-
ственно а<х (/0) ) найдётся окрестность U[to)t во всех точках кото-

рой x(t)<b (соответственно x(f)>a).
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В соответствии с определением условимся считать, что если

х (t0) =» + °° (соответственно, х (/0)= — оо), то х (t) полунепрерывна
сверху (соответственно снизу) в точке t0.

Если функция одновременно полунепрерывна сверху и снизу
в точке t0, то она называется непрерывной в этой точке.

Для того чтобы функция x(t) была полунепрерывной сверху

(соответственно снизу) на всём бикомпакте, необходимо и достаточно,

чтобы для любого a(— oo^Ca^-f- со) множество Q(*(/)>-я)
(соответственно Q (x (t) <; а)) было замкнутым.

Для непрерывности функции необходимо и достаточно одновремен-
ное выполнение обоих указанных условий.

Если непрерывная функция принимает только конечные значения,
то она ограничена.

Если функции х$ (t) E £ S) непрерывны, то функция х (t) =

==sup^(/) полунепрерывна снизу, а функция^ (/) =»inf л:^@ полу-

непрерывна сверху.
1.25. Теорема Урысона. Если Fx и F2— два замкнутых

непересекающихся множества в бикомпакте Q, а — оо<а<&<!
<^-|-оо, то существует непрерывная функция x(t), определённая
на всём бикомпакте Q и удовлетворяющая следующим условиям:

1) x(t)=a при t£Ft\
2) *(/) = * при t £F2;
3) а < х (t) < * при всех t £ Q.
1.26. Два топологических пространства Q и Q' называются гомео-

морфными, если между их точками можно установить взаимно-

однозначное соответствие, при котором образ любого открытого мно-

жества из Q является открытым множеством в Q' и, обратно, образ
открытого множества из Q' есть открытое множество в Q.

1.3. Реализация булевской алгебры в виде кольца множеств.

Основное значение в дальнейшем имеет доказанная выше теорема 1.14
о существовании «достаточного» множества единичных функций в произ-

вольной булевской алгебре ®. В множестве Q всех таких функций
будет введена топология, в силу которой Q превратится во вполне

несвязный бикомпакт. При этом 6 окажется изоморфной совокуп-
ности всех базовых множеств бикомпакта Q (представляющей собой
булевскую алгебру, если отношение порядка определить как теоретико-
множественное включение).

Итак, рассмотрим множество Q = {/} всех единичных функций
/(*)> заданных на (§. Каждому е £ © сопоставим множество Ее £ Q,
состоящее из тех /, для которых /(е) == 1. Нулю алгебры в сопо-

ставляется пустое множество, а единице, очевидно, — всё Q.
Обозначим через U совокупность всех множеств Ее(ъ £ &). Опреде-

лим частичное упорядочение в U естественным образом, т. е. пола-

гая Ер<Ее, если ЕесЕе и ЕофЕе.
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1.81. Булевская алгебра © изоморфна множеству U, являющемуся

кольцом множеств £в*).
Доказательство. Мы покажем, что соответствие е<—>Ее

взаимно однозначно и что имеют место следующие равенства:

D)

Из первой из формул D) будет вытекать, что соответствие

е <—> Ее сохраняет упорядочение, а из первой и последней— что U —

кольцо.

a) Взаимная однозначность соответствия е<—>Ее.
Пусть е} ф е2. Тогда элемент еь = ev /\ е2 отличен, по крайней мере,
от одного из элементов ег и е%. Пусть, например, *8<*1. По след-
ствию из теоремы 1.14 существует такая единичная функция f (е\
что f(ex Л Се%) — 1; отсюда f(et)= 1, т. е./ £ Ее>. С другой стороны,

^d^A^s), а потому /(*2) = 0 (см. 1.11), т! е. /^Е^ Таким

образом, Ее ф Ее.
b) Пусть е = ег\/ е%; если / £ £е, т. е. / (е) = 1, то по формуле A)

невозможно, чтобы f(ei)=f(e2) = 0. Значит, по крайней мере, одно

из этих чисел равно 1, а тогда / £ Ее [} Ее. Обратно, если/ £ Eei U £ej,
то либо /(*,) = 1, либо f(e2)= I,' но тогда /(*)= 1, т. е. / ^ £*.
Равенство £"==£' (J^L доказано.

c) Равенство ECe = Q\Ee вытекает из определения множества

Ес&. Отсюда

C (Се, V Се2)

Все утверждения доказаны.
Замечание. Из очевидного равенства

в1 Л

вытекает, что U не только кольцо, но и тело, т. е. вместе с двумя
множествами в U входит и их разность.

Введём в Q топологию следующим образом: множество GcQ
будем считать открытым, если оно может быть представлено в виде

суммы некоторых множеств Ев £ U. В частности, всякое множе-

*) Напомним, что множество множеств называется кольцом, если вместе

с двумя множествами в него входят их сумма и пересечение.
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ство Ев, в том числе Q и пустое множество, открыто. Но так как Ее £ U
влечёт Q \ Ее £ U, то каждое Ее £ 11 открыто-замкнуто.

1.32. Теорема. При указанном способе введения топологии

в Q последнее является вполне несвязным бикомпактом»

Доказательство. Ясно, что сумма любого множества откры-

тых множеств является открытым множеством. Покажем, что пере-

сечение конечного числа открытых множеств открыто. Достаточно
показать это для двух множеств.

Пусть
G,= U£v G2= U Ее> (еа, е£Щ.

еа рев р
р

Тогда по известной формуле теории множеств (см. также фор-
мулы D))

ОаП G2*= U (Ее ПЕ')= U Ее л
'

т. е. Gj П G2 открыто по определению.

Проверим аксиому отделимости. Пусть /1э /2£ Q,/t ^fc/2. Тогда
найдётся элемент алгебры е£ (S, для которого /х(^) 4= !%{£)- Но это

возможно, лишь если /j(e)=l, /2(e) = 0 (или наоборот). А тогда

Л 6 £в- /а 6 ^се (потому что /2 (Се) =/2A)-/2 («)= lj. Так как

Ее П £>Се = Д» то доказана отделимость любых двух точек из Q
открыто замкнутыми множествами. Итак, Q—72-пространство.

Теперь докажем, что Q— бикомпакт. Так как каждое открытое
множество есть сумма некоторых Ее £ it, то достаточно показать,

что из всякого покрытия пространства Q множествами Ее £ U можно

выделить конечное покрытие. Это же равносильно тому, что из вся-

кой системы множеств Ее £ U с пустым пересечением можно выде-

лить конечное число множеств, обладающих тем же свойством.

Пусть «S = {£*Л (Б < 0)— вполне упорядоченное множество мно-

жеств Евг £ U (*£ £ (£), причём

Не уменьшая общности, можно допустить, что ни одно множество

E€m£S не содержит какого-либо предшествующего ему множества

из*5. Если бы в 5 были такие множества, то мы бы удалили их и полу-
чили бы при этом новую систему также с пустым пересечением. Та-
ким образом, благодаря изоморфизму между U и (S, если $ < r\ < i% то

Допустим теперь, что из 5 нельзя выделить конечного числа мно-

жеств с пустым пересечением. Отсюда следует, что если

lt<b (/=1,..., я),
то

ch А ... Л % > О.
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В таком случае множество элементов 7= {^} (? < &), соответ-

ствующих множествам Eei £ S, обладает обоими свойствами, характе-
ризующими иепь. Дополним цепь Т до максимальной A.12), которую
обозначим 7**. По теореме о существовании единичных функций AЛ4)
существует такая функция f(e), что /(е)= 1 при всех е£ Р', в част-

ности, /Fg) = l для всех ^£ Г. Это означает, что/^ £е$ при всех

% < 9, т. е. пересечение множеств Ее. ^ 5 не пусто. Полученное про-

тиворечие доказывает бикомпактность пространства Q.
То, что бикомпакт Q— вполне несвязный, вытекает из самого

определения открытых множеств в Q, так как множества Ее £ U от-

крыто-замкнуты.
1.33. Каждое открыто-замкнутое множество бикомпакта Q совпа-

дает с одним из Ee£VL.
Доказательство. Пусть М— открыто-замкнутое множество.

Будучи открытым, М = U Ее^ Но так как М замкнуто, то, благо-

даря его бикомпактности, из совокупности множеств Еел можно вы-

делить конечное число их так, что

M= f:eajU...U£een = 2?eaiV...vV т. е.М£\\.

Теперь результат 1.31 уточняется следующим образом:
1.34. Теорема о представлении булевских алгебр

(М. Стон). Всякая булевская алгебра изоморфна базе некоторого
вполне несвязного бикомпакта {т. е. совокупности всех его от-

крыто-замкнутых множеств).
1.36. Теорем а. (Признак полноты булевской алгебры.)

Для того чтобы база U вполне несвязного бикомпакта Q была

полной булевской алгеброй, необходимо и достаточно, чтобы за-

мыкание любого открытого множества в Q было базовым мно-

жеством.

Доказательство, а) Н еобходим ост ь. Пусть U={£}—

совокупность базовых множеств бикомпакта Q. Если GczQ—откры-
тое множество, то G= [}Ег (££Е).

Вследствие полноты алгебры U существует наименьшее E£U
такое, что GczE. Но тогда и GczE (ибо Е замкнуто).

Допустим, что Е \ G ф. А. Но любое открытое множество содер-

жит непустое базовое, т. е. EfaE\ G, где Er £U (Е'фА). А тогда

GczE\E' £U, т. е. Е—не наименьшее базовое множество, содер-

жащее G. Таким образом, G = £'^U.
b) Достаточность. Пусть Ег£М (££S). Нужно показать, что

существует наименьшее базовое множество £", содержащее всё £-:

тогда Е = sup Z?£. ___

Положим G= U £V> тогда G— открытое, и, по условию, G£U.

Если же Gcf'^U, то Gc:E'. Следовательно, G и есть наименьшее

базовое множество, содержащее всё Е^.
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1.36. Замечание. Если произвольный бикомпакт Q удовлетво-
ряет условию теоремы 1.35, т. е. замыкание любого открытого его

подмножества открыто-замкнуто, то он — вполне несвязный.

Действительно, пусть / £ Q и U (/) — некоторая окрестность точки /.
Вследствие топологической регулярности бикомпакта Q U(f) содер-

жит такую окрестность V(f), что V(f)aU(f). Но V4/), по пред-

положению, — открыто-замкнутое множество; следовательно, открыто-

замкнутые множества образуют базу бикомпакта Q, т. е. Q— вполне

несвязный бикомпакт.

Так как существуют неполные булевские алгебры, то заключение,

обратное к 1.36, неверно.
При доказательстве теоремы 1.34 о представлении булевских

алгебр мы построили некоторый конкретный бикомпакт Q. Однако
независимо от способа построения вполне несвязный бикомпакт, удо-
влетворяющий условию теоремы 1.34, определяется по данной булев-
ской алгебре однозначно с точностью до гомеоморфизма. Это выте-

кает из следующего предложения.
1.37. Если базы И и И' вполне несвязных бикомпактов Q и Q'

изоморфны, как булевские алгебры, то Q и Q' гомеоморфны.
Доказательство. По условию, между базовыми множествами

бикомпактов Q и Q' можно установить взаимно однозначное соответ-

ствие с сохранением знака включения. Если ££U, то соответ-

ствующее ему базовое множество из Q' обозначим Е\ Каждая точка

t£Q однозначно определяется набором всех Е^^М, содержащих t9

именно,

(*)= Д А-

Положим

F== (] Е (£ — такие, что t£E\

Так как пересечение любого конечного числа множеств Е^ соответ-

ствует при изоморфизме пересечению множеств £- с теми же индек-

сами:

£;t Л...П Eln = (EH()...nEtny,

то такое пересечение не пусто; а тогда, по бикомпактности простран-
ства Q', FzfzA %

Покажем, что F состоит из одной точки. Допустим, что t' t'n
и г\ф^г Тогда существуют такие Е[9 Е'2£\1\ что

*) См, доказательство бикомпактности пространства Q в теореме 1.32.
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Рассмотрим два набора множеств:

[Е'гПЕ[1 \Е\[\е2) E —такие, что

Так же, как и выше, убеждаемся, что

но в то же время благодаря дизъюнктности множеств Ег и Е2 эти

пересечения дизъюнктны. Однако это противоречит тому, что П Е$
состоит из одной точки. Таким образом, F состоит из одной точки,

которую обозначим tf. При этом ясно, что {Е'Л (где 5 принимает
все значения, при которых t£E£)— полный набор базовых множеств

бикомпакта Q', содержащих f.

Соответствие t<—>tr между точками бикомпакта Q и Q', очевидно,
взаимно однозначно. При этом образом множества ££tt будет Е' £U'.
Так как открытые множества суть суммы базовых множеств, то обра-
зом любого открытого множества будет открытое множество. Таким

образом, Q и Q' гомеоморфны.

§ 2. Пространство непрерывных функций

2Л. Ограниченные непрерывные функции. Прежде чем при-

ступать к конкретному представлению К-пространств, мы займёмся

изучением пространства непрерывных функций на бикомпакте. Это

пространство и будет использовано в дальнейшем для представления.

Пусть Q— произвольный бикомпакт, a C(Q)—множество всех

вещественных непрерывных функций x(t) с конечными значениями,

заданных на Q (t£Q) *). Определим в C(Q) операции сложения и

умножения на вещественное число обычным способом линеаризации
множества функций и будем считать функцию положительным эле-

ментом в C(Q\ если *(*)>-0 при всех t£Q и x(f)>0 хоть в одной

точке. Тогда множество C(Q) есть /(-линеал. При этом очевидно,

что если xt(t), x9(f)£C(Q), то элемент хг V Xq есть функция
max[л^ (/), x2(t)h Но уже в простейшем случае, когда Q—отрезок
числовой оси с обычной топологией, C(Q) не является /(-простран-
ством, так как в нём не выполняется аксиома V.

Поставим вопрос: каким условиям должен удовлетворять биком-
пакт Q, чтобы множество C(Q) удовлетворяло аксиоме V, т. е. было

/(-пространством? Ответ будет дан ниже.

2.11. Определение. Пусть х (t) — произвольная вещественная

функция, заданная на бикомпакте Q. Для каждого to£Q полагаем

*m«('o)= inf SUP x(t);

здесь t/(/0)«— произвольная окрестность точки /0, и берётся верхняя

*) Иногда мы будем писать просто С, если бикомпакт Q уже указан
заранее.
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грань значений x(f) в этой окрестности, а затем нижняя грань таких

верхних граней по всем окрестностям U(t0). Определённую таким

образом функцию -vmax@ будем называть функцией-максимумом
для x{t).

Аналогично с помощью формулы

ШП

U(t0) t£U(tQ)

определяется функция-минимум.
Очевидно, что если x(t) полунепрерывна сверху, то xmbX{t)sa.x{f),

если же x{t) полунепрерывна снизу, то

*ш«п (') = *(<) (см. 1.24).

Отметим, что в определениях 2.11 x(t), а также д:тах (/) и лгт1о (t)
могут принимать значения -[-со и — со.

2.12. Для любой функции её функция-максимум полунепрерывна
сверху, а функция-минимум— полунепрерывна снизу.

Доказательство. Проведём рассуждение для функции-макси-

мум.

Возьмём произвольное а{— со<а^4~ °°) и пусть А —
= Q(ATmax (t) < я). Пусть to£ А. По определению существует

окрестность U(t0) такая, что sup*(/)<a. Но тогда дгтах(t) < a

для всякого t£ U(tQ), следовательно, U(tG)c:A, т.е. t0—внутренняя
точка множества Л, и А— открытое множество. Так как это верно

при любом а, то Хш&х (t) полунепрерывна сверху.
2.13. Определение. Будем говорить, что бикомпакт Q удовле-

творяет К-условию, если в нём замыкание любого открытого множе-

ства также является открытым (а следовательно, и базовым) множе-

ством (из 1.36 следует, что такой бикомпакт — вполне несвязный).
2.14. Если бикомпакт Q удовлетворяет /if-условию, то функция-ма-

ксимум всякой полунепрерывной снизу функции непрерывна.
Аналогичное утверждение имеет место для функции-минимум полу-

непрерывной сверху функции.
Доказательство. Пусть x(f) полунепрерывна снизу, j/(<)—

— Xmax@« Тогда по 2.12 у (/) полунепрерывна сверху, и остаётся

доказать её полунепрерывность снизу.

Пусть— со< а < -|- оо и А — Q {у (t) < а). Нужно доказать, что

А замкнуто. Возьмём произвольно Ь>а и пусть *0£ А. По свойствам

замыкания каждая окрестность U{tQ) точки /0 содержит хоть одну

точку /j£A Так как y(t^)^a, то С)ществует такая окрестность

V\j точки tu содержащаяся в U(tQ), что x{t)<^b во всех точках

t£Vu- Определив Уц для каждой £/(*0), положим V= U Vu-
и (t0)

Тогда V— открытое множество. По /^-условию V— тоже открытое
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множество. Но V<zQ(x(t) < b)czQ (x (t) <#)> а так как последнее

множество замкнуто, то

С другой стороны, так как каждая U(t0) пересекается с V, то to£V,
т. е. V— окрестность точки /0 и, следовательно, у (t0) <; b. Вслед-
ствие произвольности ^O^Jjft)^0' т- е# ^о€^- Таким образом,

Tic:А, т. е. А замкнуто.
2.15. Будем в дальнейшем считать, что функция *(/)== 1 принята

за единицу в С. Тогда, если е£С и е /\(±—г) = О, то е является

характеристической функцией некоторого открыто-замкнутого множе-

ства EczQ, и обратно.
Доказательство, Пусть е изображается функцией х (t) (t£Q).

Тогда min [л: (/), 1 —x(t)] =0 при всех/, следовательно, x(t) может

принимать только значения 0 или 1. Вследствие непрерывности функ-
ции х (t)

замкнуты, а так как £ll£i —Q, то они одновременно и открыты.
Обратное очевидно.

Следствия. Предположим, что С (Q) — /(-пространство, и выве-

дем отсюда некоторые следствия. Из уже доказанного предложения
2.15 вытекает, что база пространства C(Q) состоит из характеристи-

ческих функций всех открыто-замкнутых множеств бикомпакта Q
(см. 3.21 Ь) гл. III), следовательно, база 6[C(Q)J изоморфна сово-

купности U открыто-замкнутых множеств бикомпакта Q.
Возьмём ££б(С); е—характеристическая функция базового мно-

жества Ее. Тогда подпространство Се, порождённое элементом е,

состоит из всех непрерывных функций х (t), для которых х (t) = О

при t £ £е. Действительно, такие и только такие функции дизъюнктны

элементу 1—е, являющемуся характеристической функцией множества

Q\Ee. Проектирование в Се означает следующее:

при

2.16, Если C(Q)—/(-пространство, то для всякой функции
x£C(Q) существуют такие три дизъюнктных открыто-замкнутых
множества £+, £- и £0, что Q — E+[)E-[)E0 и

x(t)

>0 при

<0 при

= 0 при t£E0.
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Доказательство. Обозначим через «+ и е_ следы элементов

*+ и x_ (соответственно); тогда е+—характеристическая функция
некоторого открыто-замкнутого множества Е+, а е-—характеристи-
ческая функция открыто-замкнутого множества Е_. Так как^+с1^_,
то £+ и Е_ дизъюнктны.

Из равенства хт=х\/О следует, что функция x+(t) опреде-
ляется по формуле

I х (t), если х @ >• О,
+

[ 0, если х (t) < 0.

С другой стороны, х ,. £Се>% следовательно,

Аналогично,

Q(x(t)<0)c:E_.
t

Теперь положим £0= Q\(£+U^~). Тогда £0— тоже открыто-

замкнутое множество. При этом ясно, что множества £+, Е„ и Ео
удовлетворяют всем требуемым условиям.

Замечание. Рассматривая функцию x(f)— а, где а — любое

число, и применяя к ней доказанный результат, мы убедимся в том,

что доказанное предложение верно и при замене 0 на а.

2.17. Если C(Q) — /^-пространство, то бикомпакт Q вполне не-

связный.

Доказательство. Пусть to£Q и £/(£0)— некоторая окрест-
ность точки /0. По теореме Урысона (L25) существует такая непре-

рывная ф)нкция, удовлетворяющая на всём Q неравенствам — 1 ^
<jctf)<l, что

при /==

x(t)= > г

Из 2.16 следует, что существует открыто-замкнутое множество £+,
состоящее из всех точек, где л:(/)>0, и, может быть, некото-

рых точек, где x(t) = 0. Таким образом, to£E+ cr U(tQ), ч. и тр. д.

2.18. Теорема. Для того чтобы C(Q) было /(-пространст-
вом, необходимо и достаточно, чтобы бикомпакт Q удовлетворял
К-условию B.13).

Доказательство, а) Необходимость. Пусть C(Q) —

/(-пространство. По 2.15 (следствия) и 2.17 множество характеристиче-
ских функций базовых множествEaQ составляет базу К-пространства
C(Q); следовательно, совокупность Ц базовых множеств представляет
собой полную булевскую алгебру, изоморфную базе /С-пространства
C(Q). Так как по 2.17 Q— вполне несвязный бикомпакт, то необ-

ходимость условия теоремы вытекает из признака 1.35 полноты булев-
ской алгебры.
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Ь) Достаточность. Проверим выполнение в C(Q) аксиомы V.

Пусть /?= {*}<=<?((?) и все *(<)<£(/), где $£C(Q). Положим

Известно, что у {t) полунепрерывна снизу. Тогда по 2.14 ,?(£) =

ymax{t) непрерывна; при этом, очевидно, все * (*)<>(£).
С другой стороны, из неравенства y(t) ^.t(t) следует:

т. е. 2 = sup R. Существование верхней грани доказано.

Теперь мы можем дать новое доказательство одной из основных

теорем главы IV A.53).
2.19. Теорема. Всякая полная алгебра Буля 6 изоморфна

базе некоторого К-пространства с единицей.
Доказательство. По теореме 1.34 ® изоморфна совокуп-

ности U базовых множеств некоторого вполне несвязного биком-

пакта Q. Так как (§ полна, Q удовлетворяет /С-условию (см. 1.35),
а тогда в силу теоремы 2.18 C(Q)— /С-пространство. По 2.15 (след-
ствия) база /С-пространства C(Q) изоморфна совокупности U. Следо-

вательно, база /(-пространства C(Q) изоморфна й, ч. и тр. д.

2.2. Неограниченные непрерывные функции. Пусть бикомпакт
Q удовлетворяет /С-условию. Присоединим к C(Q) все непрерывные

функции, заданные на Q и допускающие на нигде не плотных мно-

жествах значения -f"°° и —°°« Полученное множество функций
обозначим Coo(Q) (или просто С»).

2.21. Для всякой функции x(t) из Соо сохраняется предложение
2.16 о разбиении Q на три дизъюнктных базовых множества, на

которых соответственно x(t)^0, x(t)^.Q и x(f)—Q. Чтобы убе-
диться в этом, достаточно взять любое число а>0и применить 2.16
к функции

x(f), если—a*Cx(t) -< я,

а, если хA

— я, если л:@<—я.

Сохраним в Соо обычное определение упорядочения и умножения

функции на вещественное число (при этом условимся считать ± оо • 0 =

==0, а при а:£0 :±: оо • а = :±: со, где знак определяется по обыч-

ному правилу).
Легко видеть, что аксиомы I, III и IV /f-пространства выпол-

нены, а аксиома V проверяется буквально так же, как в 2.18 (дока-
зательство достаточности).

Действие сложения в С» мы определим после введения в этом

пространстве непрерывных функций так же, как это было сделано
в гл. IV A.3) для разложений единицы.
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Дальнейшие построения справедливы для функций любого числа

аргументов, но мы будем проводить их для случая двух аргументов.

Пусть F (к, \i) — вещественная непрерывная функция, заданная для

всех вещественных к и ji и имеющая конечные значения. Возьмём

две функции x{t) и y(t) из Coo(Q). Всюду, за исключением, быть

может, нигде не плотного множества значений /, где хоть одна из

этих функций равна zt oo, функция F[x(t)> y(t)] имеет смысл

(и конечна).

2.22. Лемма. Существует единственная функция z (t) из

такая, что

), y{t)\ A)

при всех t, для которых x{t) и у (t) одновременно конечны.

Доказательство. Положим для любого п = 1, 2, ...

Вследствие непрерывности функций ,vt/) и v (/) Gn*—открытое, а

тогда Еп— базовое множество.

Положим

п=--1

Тогда Ф состоит из тех точек / £ Q, в которых х (t) или у (t)
равна rt oo, следовательно, Ф замкнуто и нигде не плотно.

Определим функцию

} 1 +°° ПРИ

и проверим, что u(t) полунепрерывна сверху. Действительно, если

t0 ^ Ф, то полунепрерывность сверху функции и (t) в точке t0 очевидна.
Если же to£Gt то /0££ппри некотором л; это означает, что суще-

ствует окрестность ^0> в которой х (t) и у (/) ограничены, следо-

вательно, F[x(t), y(t)] имеет смысл и непрерывна.

Теперь положим

(

В 2.14 доказано, что на Q функция-минимум всякой полунепре-

рывной сверху функции непрерывна, т. е. z (t) непрерывна.

Покажем, что для z(t) равенство A) выполнено прл всех t£G.
Действительно, мы уже видели, что и (/) во всех точках из G не-

прерывна, следовательно, umin(t) = u(t)9 т. е.

Одновременно установлено, что
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Существование требуемой функции z(t) доказано. Её единствен-

ность вытекает из того, что равенством A) значения z{t) определены
однозначно на всюду плотном множестве.

Определение. Для любых хл у^С^ полагаем F (х, у) рав-
ным тому элементу z £ Сх,, существование которого доказано в пре-

дыдущей лемме.
В частности, таким образом определяется сумма z = х-]-у; именно,

z(t) — единственная функция в С*,, которая совпадает с суммой
x(t)-\-y(t) во всех точках, где x\t) и у (t) конечны.

2.23. Теорема. Множество Соо есть расширенное К-про-
стргнство.

Доказательство. Выполнение всех условий, входящих в опре-

деление линейного множества A.1 гл. I), и аксиомы II /С-про-

странства — очевидное следствие из определения сложения и умноже-

ния на число. Выполнение прочих аксиом уже отмечено выше. Таким

образом, Соо — ЛГ-пространство. Докажем, что оно — расширенное.

Пусть ,vg£Coo (££2) и х^йх^ при 6^fcJ7. Докажем, что мно-

жество {х^\ ограничено. Не уменьшая общности, можно считать, чго

все ,v^O. Положим

Из попарной дизъюнктности элементов х% вытекает, что для каждого
/ £ Q неравенство х$ (t) > 0 возможно лишь при одном значении

££S, т. е. для каждого t£Q, y(t) = xz(t) при некотором 6. Далее
положим

Так как y(t) полунепрерывна снизу, то x{t) непрерывна B.14).
Покажем, что множество

i4 = Q(x(/) = + co)

нигде не плотно.

Возьмём произвольное базовое множество Е. Если все лг^ (t) = О

при /££*, то и#у(/) = О при t£E, следовательно, д:(/)==0 на всём

Еу т. е. Е[\ А = Л. Если же найдутся to£E и S^S, для которых

л^(/0)>0, то так как х^Соо, можно считать, что *$ (£0Х-г °° *)•
Тогаа, по непрерывности функции x^(t), существует окрестность

U(t0) с: £, в которой х^ (/) > 0 и х^ (t) ограничена. Отсюда следует,
что

.у W = *e(O

*) Если х (t)
— функция из С^ и x(to)=*+oo, то благодаря непрерыв-

ности л- (t) и тому факту, что множество Q (x (t) = + °°) нигде не плотно,
t

в любой окрестности точки f0 найдутся точки, в которых 0 < х (t) < + °°.
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Следовательно,^(Y) непрерывна при t£U(t0) и ограничена. А тогда и

*@=JW(O=.v(')< + °° при t£U{to\
т. е. A(]U(to) = A. Таким образом, дг^С» и х^^х при всех S£S.
По теореме 2.24 гл. IV Соо— расширенное /С-пространство, ч. и тр. д.

Единицей в Соо может служить функция лг(/)===1. Заметим также,
что С—нормальное подпространство пространства С^, содержащее

ту же единицу.

2.3. (о)-сходимость в Соо- Выясним конкретный смысл (о)-сходимости
в пространствах С (Q) и Соо (С?)- При этом, так как С—нормальное подпро-
странство пространства Ссо, то благодаря общим результатам об (о)-сходи-
мости в подпространствах A.27 гл. II), достаточно рассмотреть Соо.

Напомним, что смысл точных граней ограниченного множества в Соо уже
установлен по ходу доказательства теоремы 2.18 (см. замечание об аксиоме V
в 2.21).

2.31. Пусть -г^Соо, sup *s = + oo (здесь верхняя грань понимается как

элемент пространства Ссо). Положим y(t)z=sup x^(t)(t^Q). Тогда суще-

ствует базовое множество Е с: Q, на котором у (t) = + со всюду, за исклю-
чением, может быть, некоторого множества I категории.

Доказательство. Пусть х (/) = у max (t). По 2.14 х (t) непрерывна,
но в то же время х £ С^. Следовательно, множество Q (х (/) = + оо) не

является нигде не плотным и, будучи замкнутым, должно содержать некото-

рое базовое множество Ео (см. последнее утверждение в 1.22).
Допустим, что у (t) не удовлетворяет требованию теоремы; тогда множе-

00

ство А = Q (t£Ео,у (/)<-f-со) — II категории. Но А = U Ап, где Ап =
t Л = 1

= Q (t £ Е0,у (t) < п), и так как у (t) полунепрерывна снизу, то множества Ап
замкнуты. Значит, при некотором /г, Ап—И категории, следовательно, содер-
жит некоторое базовое множество £7. Но ясно, что тогда x(t)<^n при t^E\
а это противоречит тому, что Er cz Eo. Наше предложение доказано.

2.32. Теорема. Пусть х^ £ С^ (£ £ S). Для того чтобы множество {х$}
было ограничено сиерху, необходимо и достаточно, чтобы множество

функций {*£ (/)} было ограничено сверху во всех точках пространства Q,
за исключением, может быть, некоторого нигде не плотного множества.

При этом в условии достаточности нигде не плотное множество
можно заменить множеством I категории.

Необходимость очевидна, а достаточность вытекает из 2.31, так как базо-
вое множество не может быть представлено в виде суммы двух множеств
I категории.

Замечание. Для ограниченности сверху множества {х^} в каком-

нибудь нормальном подпространстве пространства С^ необходимо и доста-

точно, чтобы функция х (t), построенная по ходу доказательства предложе-
ния 2.31, принадлежала тому же подпространству.

2.33. Теоремаоб (oj-c ходимостив Соо. Пусть хп £ Соо (п — 1,2,...).
Для существования конечного х = (o)-lim xn необходимо и достаточно,
чтобы существовал конечный lim;en(/) при всех t^Q за исключением,

может быггь, некоторого множества I категории* При этом функция
x(t) определяется так:

X @ = (У max ) rain V) = (У miu ) шах @> B)

где у (t) = iinTjc^ (t) или у (t) = lim xn (f).
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В частности, если хп образует монотонную последовательность,,
то формула (?) упрощается, а именно: если хп /*х, то х \t) =у тах (/),
если хп\х, то х (t) = .у mm (О-

Доказательство, а) Необходимость.
1) Предположим сначала, что хп\О. Тогда 0<*Л+1 (t)^xn(t) при

всех U следовательно, при всех / существует \lmxn(t)=y(t)^Q. Покажем,
что при этом множество А = Q(y(t)>Q)— I категории. Так как у (t) полу-

*

непрерывна сверху, то множества An—Q(y(/)>—) (п = 1, 2,...) замк-

оо

нуты. Но А = \]Ап. Допустим, что А—не I категории, следовательно, хоть

одно из Ап не является нигде не плотным. Но тогда Ап при этом п содер-

жит некоторсе базовое множество £. Положим

Очевидно, г £ С^, 2>О, y{t)^z(f) при всех tt и, значит, хп
—7^0. Таким

образом, Л — I категории.
Ясно, что аналогичный результат мы получим для возрастающей после-

довательности.

2) Пусть хп —-> в произвольно. Тогда существуют две монотонные

последовательности х'п, х'п -^-> О такие, что -^>-*:„>л:^. Но по преды-

дущему пункту x'n(t) > 0 и x"n(t) > 0 за исключением множества

I категории, а тогда то же верно и для хр д п {)

3) Пусть хп —-> л:. Тогда хп—-х —-> О, следовательно,
лгп(*) — л:(/) > 0 всюду, за исключением множества I категории, т. е.

последовательность xn(t) имеет конечный предел всюду, за исключением
множества I категории.

Попутно мы доказали, что если хп
—-> х^С^, то xn{t)-± x(t) всюду,

за исключением некоторого множества I категории.
Ь) Достато чность. Из условия теоремы, благодаря теореме 2.32,

вытекает ограниченность множества {хп}. Следовательно, существуют конеч-

ные у = lim xnt г = lim лгп. Так как

у = (о) - lim sup (лп. л-л+1,. •.),
П->СО

а

sup (д:^, *,J+i,.. О = (o)-lim (лп V • • •

>

то, по уже установленному в конце доказательства необходимости, у (/) =

= \imxn(t) всюду, за исключением множества I категории, и потому, в силу

условия теоремы,

всюду, за исключением множества I категории. То же соотношение верно
и для z(t)% откуда следует, что у (t) = z(t) всюду за исключением множе-

ства I категории, т. е., во всяком случае, на всюду плотном иножестве. Но
тогда, по непрерывности,

у (t)
~ z (/), 1, е. у = z = (о)-Ищ хп%
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Выражение предела B) устанавливается следующим образом. Если хп/х,
то

Так как у (t) полунепрерывна снизу, то в силу 2.14 _утах £ £<» » ПРИ ЭТ0М

Таким образом, vmax = sup хп, т. е. *M/\ymax.
Аналогично, если хп\х, то

* (*) = .Ушп W. где j/ (t) = lim *я (/).

В общем случае введём ип f x9 vn\x так, чтобы tfn < xn<; #п. Поло-

жим

и (/) = lim ww (/), г/ (/) = lim vn (t).

Тогда, если у (t) = lim лгп (/) (или у (t) = lim xn (t)), то

Отсюда, по уже доказанному для монотонных последовательностей,

X @ = «шах @ <JW@< Vтах @ = !</);
* (') = ^min @< Omax)min @ < ^min @ = v W»

т. е. первая из формул B) доказана. Вторая доказывается аналогично.

2.34. Пусть хп$Сж (л = 1, 2, ...). Для того чтобы х„
~- -> +оо необ-

ходимо и достаточно,

1) "тобы множество функций хп (t) было ограничено снизу во всех точках

пространства Q за исключением некоторого множества 1 категории (или
даже нигде не плотного);

2) чтобы в Q существовало базовое множество EQ, на котором всюду
за исключением множества I категории, \imxn(t) = + оо*).

Доказательство. Условие 1) по теореме 2.32 есть условие ограни-
ченности снизу последовательности {хп}.

Будем доказывать условие 2).
a) Необходимость. Если л^/' + оо, то условие 2) есть прямое

следствие предложения 2.31. Если хп —->-|-оо по произвольному закону,
то существуют З'я<л;„ такие, что уп/п + 00- а тогда условие 2) должно
выполняться уже для limyn(f), следовательно, и для \imxn(t).

b) Достаточность. Так как по условию 1) множество {хп) ограни-
чено снизу, то элементы

уп
= inf (xn,xn+lt...) = (о)-lira (хп /\.. .Д х„+р)

р -> оо

конечны. Положим

гп. W = imf хк (/) = lim inf xk (/).
К > п р -> со 7* < Л* < я f ;>

По ходу доказательства теоремы 2.33 было установлено, чю

9сюду, за исключением некоторого множества 1 категории, а в таком слу-
чае yn(t) ssszn(t) всюду," за исключением некоторого множества I категории,

*)На исключаемом множестве lim*,, (t) может, конечно, не существовать.



§ 3] ПРЕДСТАВЛЕНИЕ К'ПРОСТРАНСТВ ПОСРЕДСТВОМ НЕПР. ФУНКЦИЙ 519

не зависящего от л. Тогда, благодаря условию 2), на Ео, за исключением мно*

жества I категории, уп {€) -» + °°» *• е. множество {уп} по теореме 2.32 не

ограничено сверху, а так какупКуп+1 при всех п, то_уя /f-foo; отсюда еле-

(о)
^ ,

дует, что хп
> +оо.

2.35. Если:
1) Хп^С^ и образуют монотонную последовательность;

2) х^С^\
3) на всюду плотном множестве хп (t) •+ х (/);

Доказательст во (для убывающей последовательности).
1) Пусть xn^xn±i при всех п и xn(t)-*0 на всюду плотном множе-

стве. Отсюда следует, что .*„(/);> О при всех п и всех /. Существует у =
= (o)-lim дгп>-0. Так как у^хп при всех л, то_у(/)=»0 на всюду плот-

ном множестве, и, следовательно, у
= О.

2) Пусть хп образуют убывающую последовательность w xn(t)^ x(t)
на всюду плотном множестве AczQ. При всех t£A, за исключением, может

быть, некоторого нигде не плотного множества Xx(t) и x(t) имеют конечные

значения, а тогда и все хп (t) имеют конечные значения; поэтому на всюду

плотном множестве хп {t)—х (t) -> 0. Следовательно, по предыдущему
(о)

пункту, хп — х > О, ч. и тр. д.

§ 3. Конкретное представление К-пространств посредством

непрерывных функций

3.1. Погружение произвольного АГ-пространства в простран-
ство непрерывных функций. Основным результатом этого параграфа
является следующая теорема.

3.11. Теорема о представлении /(-пространства. Для
любого К-пространства X существует такой вполне несвязный

бикомпакт Q, что X изоморфно некоторому нормальному подпро-
странству пространства Cqo(Q). При этом образ X полон в Coo(Q).

Доказательство. Пусть сначала X—расширенное /С-про-
странство, 6(<Y)— его база. Построим вполне несвязный бикомпакт Q,
база которого изоморфна (&(Х) A.34). Так как (&(Х)— полная булев-
ская алгебра, то Q удовлетворяет /^-условию (см. 1.35). Тогда по

теореме 2.23 Coo(Q) — расширенное А'-пространство, а его база изо-

морфна базе бикомпакта Q (см. следствия из 2.15). Но если базы

расширенных К-пространств X и Coo(Q) изоморфны, то X и Coo(Q)
тоже изоморфны (см. 2.21 гл. IV).

Если X—произвольное /С-пространство, то оно обладает макси-

мальным расширением B.45 гл. IV), которое, по уже доказанному,
изоморфно некоторому Cao(Q). А тогда X изоморфно некоторому

нормальному полному подпространству пространства Coo(Q).
3.12* Замечания. 1. Мы уже установили в первой части дока-

зательства теоремы 3.11, что если X—расширенное /('•пространство,
то оно изоморфно всему С^.

2. Если изоморфизм между максимальным расширением Аг-про-

странства X и С^ устанавливать та^? как это указано в теореме 2 31
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гл. IV, т. е. сопоставлять друг другу элементы с одинаковыми харак-

теристиками, то образом базы пространства X будет база простран-
ства Соо. Отсюда вытекает, что неравенства |л:|^о1 (для элемента

х£Х) и | л; (£)!<; а (для соответствующей ему функции из С») рав-

носильны, т. е. подпространство ограниченных элементов простран-
ства X изоморфно пространству ограниченных непрерывных функ-
ций C(Q). При этом

(определение нормы в /(-пространстве ограниченных элементов см.

в 2.3 гл. VI).
3.13. Представляет интерес прямое построение изоморфизма между

АГ-пространством X с единицей и нормальным подпространством АТ-про-
странства Cco(Q), гДе Q— вполне несвязный бикомпакт, состоящий
из всех единичных функций /, заданных на базе (S(-Y) (см. 1.31 —

1.32). Укажем вкратце путь такого построения.
Для любых х£Х и f£Q определим величину

где ef— характеристика элемента х. Легко видеть, что x(f) равно

верхней грани тех значений А, для которых /(*?) ==0. При этом

возможно, что х (/) =з -j- со, а также x(f) = — оо (последнее — если

/(?f) = 1 при всех X). Далее можно доказать, что x(f) как функция
от / принадлежит 0^@) и что если каждому х£Х сопоставить

функцию х(/)у то получится взаимно однозначное соответствие между X

и некоторым подмножеством пространства Coo(Q). При этом устана-
вливается, что если хх (/) и лг2 (/) имеют конечное значение, то для

а также, что х > О равносильно условию: х(/)^0 для всех/^Q,
причём *(/)>0 хоть для одного /£Q.

Таким образом, X оказывается изоморфным некоторому линей-

ному подмножеству пространства С&>. Наконец, можно доказать, что

образ пространства X есть нормальное подпространство простран-
ства Соо (полное в нём).

Отметим одну теорему; она верна для любых бикомпактов, но мы

ограничимся её доказательством для бикомпактов, удовлетворяющих
А"-условию.

314. Теорема. Если Q a Q*—бикомпакты, удовлетворяющие
К-условию, а К-пространства C(Q) и C(Q') изоморфны, то Q и Q'
гомеоморфны.

Доказательство. Пусть X=C(Q), a X' — C(Q'). Тогда

булевские алгебры <£(<¥) и ©(Л") изоморфны. Но (£(Х) изоморфна
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совокупности всех базовых множеств бикомпакта Q, а 6 (Xf) —биком-
пакта Q. Тогда по 1.37 Q и Q' гомеоморфны, ч. и тр. д.

Отсюда, в частности, следует, что если для /С-пространства C{Q')
построить бикомпакт Q так, как это сделано в начале настоящего

параграфа, то Q будет гомеоморфен Q'.
Можно доказать, что в этом случае каждая единичная фун-

кция /0(е), заданная на ®(С), имеет вид /00) = е(*о)> гДе
'

3.2. Новые доказательства некоторых теорем. Реализация произволь-
ного К-пространства с помощью функций может быть использована для

доказательства многих теорем. Приведём три примера.
3.21. Теорема о сохранении соотношений*). Пусть для

вещественных непрерывных функций из равенств

Ft (X, /Jb) = F2 (X, ^), Ог (X, ^ = G2 (X, (x)

вытекает равенство

Тогда то же заключение остаётся верным, если числовые аргументы X,
Р заменить элементами х, у £ C^Q) **).

Д оказ ательство. Возьмёмдг|#у ^CoqCQ) и допустим, что

t\ (л\ у) = /-2 (л-, .у), Gt (л-, у) = G2 (.v, у).

Это означает, что за исключением нигде не плотного множества Ф, на кото-

ром х (t) или у (t) обращаются в ± оо,

^i [х (t),y (t)] = Ft [x it), у (/)],

Gi[x(t)iy(t)} = Gi[x(f

Но тогда по условию теоремы, при / ^ Ф,

а так как элементы zt = Нг (лг, у) и z%~ Н» {х> у) £ С^ (Q), то, по непрерыв-

ности, zx (t) == z^ (t), т. e. *i = *2. ч- и ТР- Д-
3.22. Теорема об (о)-неп pep ы в но сти ф у нкци й***). Если

Ун ~^->У (*п< У™ Х*У$.С<* (Q))> т0

(о)

Доказательство. По ходу доказательства теоремы 2.33 мы устано-

(о) (о)
вили, что если хп —>■ х, уп —>у9 то

-v«W—>-v(/), yn(t)—>y(t)

на всём (?, за исключением некоторого множества I категории A a Q.
Можно считать, что в А включены также все точки t £ Qt где хоть одна из

рассматриваемых функций равна г+гЪ

*) См. 3.11 гл. IV.

**) Существование функций для абстрактных аргументов доказано в лем-

ме 2.22.

•*•**) См. 3.15 гл. IV»
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Положим znssF(xnt yn), z^F(xt у). Тогда при tl[A

zn (t) *. F[xu(t). yn @1 —+ F [x.(/) у (t)} »^ @.

Таким образом, при t^A существует конечный предел для последователь-

ности функций zn {t). Тогда по теореме 2.33 существует и = (o)-lim zn и

при этом

всюду, за исключением множества I категории. Но тогда u(t)=xz(t) на

всюду плотном множестве и, значит, и = z.

Теорема доказана.

3.23. Теорема о конечномерных пространствах *).
Если [('Пространство X конечномерно и п — число его измерений^ то

оно изоморфно эвклидову пространству R4.
Доказательство. Пусть xh ..., хп — линейно независимые элементы

из X Положим х* = \хг\-± ... + \хп\. Тогда для любого х £ X [ х | =

п

= 12а<д:' |^m?xi аг1л'*> следовательно, л:555 играет роль единицы в X и X

i^l i

состоит из ограниченных элементов. Таким образом, X изоморфно простран-
ству C(Q) (см. 3.12) и С ((?) л-мерно.

Докажем, что Q состоит из п точек. Если предположить, что Q состоит

из меньшего числа точек, то ясно, что число измерений пространства C(Q)
будет меньше л. Допустим, что Q содержит п -j- 1 точку t\> ..., /n+i-

По теореме Урысона для каждого / = 1, 2, ..., п-\-1 существует непре-
рывная функция

при /==

при t^j
Но тогда ясно, что хх ..., хп+\

— линейно независимые элементы npocipaH-
ства C(Q), что опять невозможно. Итак, Q = {tb ..., tn}.

Возьмём в качестве единицы в C(Q) снова хA)~1. Тогла определённые
выше Xi суть единичные элементы пространства C(Q) и каждый x£C(Q)

п

имеет вид * = 2 aixi* ^1ри этом ясно, что соответствие
il

между C(Q) и /?п есть изоморфизм, ч. и тр. д.

§ 4. Конкретное представление /f-пространств с обобщённой
аддитивной нормой

4.1. Общее представление пространств с обобщённой аддитивной
нормой. Теорема о реализации булевской алгебры в виде совокупности
открыто-замкнутых множеств некоторого бикомпакта позволяет для неко-
торых классов /Г-пространств (рассмотренных в гл. XI) указс1ть возможность

конкретного их представления с помощью /(-пространств измеримых функ-
ций, заданных на некотором бикомпакте с абсолютно аддитивной мерой.

4.II. К-п ростра HCi в о Sq. Пусть Q — бикомпакт, для борелевских
множеств которого определена абсолютно аддитивная мера тЕ% т. е. для

) См, 5.25 гл. III.
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всякого борелевского множества EaQ определено неотрицательное веще-
ственное число тЕ, называемое мерой множества Е, обладающее следую-
щими свойствами:

1) mQ—l;
2) если GczQ— не пустое открытое множество, то wG>0;
3) если Еь Я2, ..., En,...f— попарно непересекающиеся борелевскис

множества, содержащиеся в Q, то

00 ОО

Последнее свойство меры именуется её абсолютной аддитивностью.
Через Sq обозначим совокупность вещественных функций х(д) (q £ Q),

измеримых по отношению к т Е (эквивалентные функции отождествляются)-
Нетрудно проверить, что Sq — линейное множество. Вместе с тем, если соотно-

шение х^>0 понимать в том смысле, что •*(<?)!> О почти всюду в Q и х(д)
не эквивалентна нулю, то Sq оказывается /(-пространством. Более того, в Sq
можно определить метрическую функцию р так, что Sq превращается в

/(М-пространство. С этой целью достаточно, например, положить

где ингеграл понимается в смысле Лебега*).
Все свойства метрической функции проверяются в Sq с помощью тех

же соображений, что и в S^, где Е— измеримое множество в /?2 (т. е.

в /С-пространстве S. рассмотренном выше, см. 1.41, гл. VI). Заметим, наконец,
что Sq — расширенное пространство, так как всякое множество его попарно

дизъюнктных элементов, очевидно, ограничено в нём (см. 2.24 гл. IV). Sq —
/(-пространство счётного типа.

Легко видеть, что соотношение xn—?U-x в Sq означает, чтолгя(#)—+■

—*x(q) почти всюду в Q, а хп—> х в Q равносильно сходимости xn(q)
к x(q) по мере.

4.12. /(-пространство Lq, Совокупность измеримых функций
х (Я) (Я € Q); для которых

образует нормальное подпространство LqCSq, полное в Sq (следовательно,

Sq есть максимальное расширение /(-пространства Lq.) Ясно, что все Огра-
ниченные измеримые в Q функции суммируемы, т.е. принадлежат L^.

Lq становится /(^-пространством, если положить

*) Существование интеграла для всякой ограниченной и измеримой в Q
функции, а также обычные его свойства устанавливаются совершенно так

же, как и в случае измеримых функций вещественной переменной.
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притом норма в Lq, очевидно, аддитивна для положительных слагаемых. Все

эти утверждения проверяются так же, как и в пространстве LE, которое

мы обозначали выше просто L, являющимся простым примером пространства

Lq и его прототипом.
Если в Sq ввести «норму» положительного элемента с помощью соотно-

шения

f
Q

то Sq превращается в /(-пространство с обобщённой аддитивной нормой.
Действительно, для всякой х (q) (лг>0, x^Sq) найдётся ограниченная

измеримая функция х(#), ©<л* <дг такая, что 0<\|JFj|< + oo. Наконец,
очевидно, что |l*+.yl| = ||-*ij + lMI Аля всяких двух положительных элемен-

тов ИЗ Sq.
Таким образом, Sq и вместе с тем всякое его подпространство есть

пространство с обобщённой аддитивной нормой. В связи с этим естественно

поставить вопрос, не будет ли всякое /(-пространство с обобщённой адди-
тивной нормой изоморфно некоторому нормальному подпространству про-
странства Sq, т. е. не может ли оно быть конкретно представлено с помощью

некоторого пространства измеримых функций, заданных в Q? С помощью

результатов настоящей главы этот вопрос решается в положительном смысле

для одного частного класса таких пространств, именно для пространств
с обобщённой аддитивной нормой и единицей. Сначала установим следую-
щее важное предложение.

4.13. Т е о р е м а. Всякое КВ-пространство X с аддитивной {для
положительных элементов) нормой и единицей 1, для которого ||1||= 1,
изоморфно и изометрично некоторому Lq.

Доказательство. Совокупность единичных элементов простран-
ства X п{ едставляет собой булевскую алгебру (£, изоморфную совокупности
базовых множеств Е некоторого вполне несвязного бикомпакта Q (см. 1.35),
Для каждого множества PczQ определим внешнюю меру, положив

/и*Р = inf {|М|>>
EeZ3P

где Ее базовое множество, отвечающее элементу е£(& при изоморфизме

между (S и базой бикомпакта Q. В частности, для базового множества Ее
яг*£е=||£|!. Ясно, что w*P>0 и что из PtczP2 следует т*Рх < т*Р2.
Далее, если { Р^ } последовательность подмножеств Q, то

Действительно, для всякого k = 1, 2,..., найдётся базовое множество Ее
удовлетворяющее условиям:

п\\ек\\<пг^Рк + ~.

Пусть е = sup {ек}, тогда £6«—базовое множество, содержащее все мно-

жества Еек и, следовательно, множество \JPfc По определению внешней меры,
К

т* (liPkXU\<^f,ek\U
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и, принимая во внимание произвольность числа е%

к к

Таким образом, внешняя мера /и*Р удовлетворяет известным условиям Кара-
теодори *), и потому среди подмножеств Q можно выделить класс измери-
мых по отношению к т*Р. Именно, множество PdQ называется измерикым,
если для любой пары множеств М и N, таких что МаР и NczCP, имеет
место

/и* (М U N) = т*М+ m*N;

при этом меру множества Р определяют по формуле тР = т*Р. Известно,
что таким образом определённая мера абсолютно аддитивна.

Легко видеть, что всякое базовое множество Е czQ измеримо. Действи-
тельно, пусть М аЕ, NdCE и /? —базовое множество, содержащее М [} N.
Обозначая через е. Се и г единичные элементы, отвечающие при упомянутом
выше изоморфизме соответственно, базовым множествам £, СЕ и /?, имеем:

m*R = ||г|| = \\е Д г\\ + \\Се Д r\\ = m* (E(]R) + т* (СЕ П R) > т*М + m*N.
Отсюда, ввиду произвольности R,

т* (М U N) > т'Ш -j- m W.

Принимая во внимание, что обратное неравенство имеет место в силу
свойств внешней меры, заключаем, что

/л* (М U N) = т*М -1- iw*AT,

откуда и следует измеримость множества Е.

Покажем, наконец, что для всякого измеримого множества PdQ су-
ществует эквивалентное ему базовое множество Е. В самом деле, найдется
такая последовательность {Ее } базовых множеств, содержащих множество Р,

что
lim тЕР1 =тР.

Пусть е = М{ек}, тогда множество Ее—базовое, и тЕе = тР.
к

С другой стороны, множество F= Г\Евк измеримо (как пересечение

измеримых), содержит Р и mF= тР. Отсюда ясно, что т (Ее\Р) =
= т (Р\Ее) = 0, т. е. множества Ее и Р эквивалентны.

Рассмотрим теперь /С-пространство Lq суммируемых функций, заданных

на бикомпакте Q. Базой пространства Lq может служить совокупность ха-

рактеристических функций измеримых множеств (эквивалентные отождест-

вляются); но из предыдущего ясно, что эта совокупность изоморфна и изо-

метрична базе пространства X, так что базы пространств X и Lq изоморфны
и изометричны. Нетрудно видеть, что /СВ-пространства с аддитивной нормой
и единицей с изоморфными и изометричными базами изоморфны и изомет-

ричны, следовательно, X изоморфно и изометрично Lq, ч. и тр. д.

Следетвие 1. Всякое КВ-пространство X с единицей изоморфно
и изометрично некоторому К-пространству суммируемых функций,
заданных на бикомпакте Q.

Действительно, в силу 1.34 гл. XI ЛГ допускает расширение Х% представ-
ляющее собой КВ-проа ранство с аддитивной нормой, ho доказанному, X*

изоморфно и изометрично некоторому Lq, а тогда X изоморфно и изомет-

рично подпространству L'q <z Lq, нормально и полно содержащемуся в Lq.

*) См„ например, С. Сакс [1], гл. II.
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Следствие 2. Максимальноерасширение всякого KB-пространства
с единицей X изоморфно некоторому Sq.

В самом деле, X изоморфно некоторому Lq, расширение которого есть

Lq] поэтому максимальные расширения пространств Xt Lq и Lq изоморфны.
Но максимальное расширение пространства Lq есть, очевидно, Sq. Отсюда

II максимальное расширение пространства X изоморфно Sq.
Возвращаясь к /(-пространствам с обобщённой аддитивной нормой и еди-

ницей, напомним, что всякое такое пространство, для которого || 11| < + со,

имеет максимальное расширение, изоморфное максимальному расширению
некоторого ^-пространства с единицей C.28—3.29 гл. XI), поэтому имеет

место следующее предложение.

4.14. Всякое ЛГ-пространство X с обобщённой аддитивной нормой и еди-

ницей, в котором норма единицы конечна, изоморфно нормальному подпро-
странству некоторого Sq.

Пусть теперь X—произвольное /(-пространство с обобщённой аддитив-

ной нормой; его можно разложить на компоненты Ха (а £ А), представляющие
собой /^-пространства с обобщённой аддитивной нормой и единицей, причём
| lg || < -f oo. Сопоставляя это с предыдущим предложением, получаем сле-

дующую теорему,
4.15. Теорема. Всякое К-пространство X с обобщённой аддитивной

нормой может быть разложено на компоненты, каждая из которых
изоморфна некоторому К-пространству измеримых функций, заданных
на вполне несвязном бикомпакте (для каждой компоненты — своём).

Тем самым полностью решается вопрос о возможности реализации /С-про-
странств с обобщённой аддшивной нормой с помощью пространств измери-
мых функций.

Из предыдущего также ясно, что всякое соединение /(-пространств
измеримых функций, заданных на некоторых бикомпактах, есть ЛГ-простран-
ство с обобщённой аддитивной нормой. Таким образом, класс /(-пространств
с обобщённой аддитивной нормой а впадает с классом К-пространств, до-

пускающих представление с помощью пространств измеримых функций, за-

даваемых на бикомпактах с абсолютно аддитивной мерой.
4.2. Конкретное представление сепарабельных /С-пространств

с обобщённой аддитивной нормой. Указанное в предыдущих пунктах кон-

кретное представление /(-пространств с обобщённой аддитивной нормой при-
годно для произвольного /(-пространства этого вида. Однако в частных случаях,
используя иные соображения, возможно дать более простую и естественную

реализацию пространства, не опирающуюся на теорему о реализации булев-
ской алгебры в виде базы вполне несвязного бикомпакта. Так обстоит дело,
например, для всех дискретных /(-пространств: они изоморфны обычным

пространствам вещественных функций, заданных на некоторых абстрактных
множествах (см. 5.22 гл. III). Среди непрерывных /(-пространств с обобщён-
ной аддитивной нормой можно выделить класс сепарабельных пространств,
допускающих особенно простую реализацию с помощью пространств изме-

римых функций, заданных на отрезке [0, 1].
Определение. /(-пространство X называется сепарабельным, если

в нём содержи 1ся счётное всюду плотное множество. Это означает, что в X

содержится множество Z) = {хп}(п = 1, 2,...) такое, что для всякого х^Х
найдётся последовательность xnjJ2L+x.

4.21. Пусть X— элемент фное, сепарабельное, расширенное /^-про-
странство, причем ||1||= 1. Тогда база &(Х) сепарабельна, т. е. в E содер-
жится счётное плотное в нём множество.

Доказательство. X—/Ш-пространствэ C.23 гл. XI) и, будучи
сепарабельным, представляет собой топологическое пространство со счётной
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базой (так, например, совокупность сфер с рациональными радиусами и цент-

рами в точках счётного, плотного в X, множества обладает свойствами счёт-
ной базы в X). В таких пространствах, по известной теореме Бэра-Хаус-
дорфа *), всякая вполне упорядоченная монотонная система замкнутых мно-

жеств содержит не более счётного множества различных.

Пусть теперь {е£ (с < ?) — вполне упорядоченная последовательность

всех элементов из ($, а (£а = {е*}A <а). Тогда, очевидно,

где фв — замыкание множества (£а. Заметим, что (£ad(£, так как предел по-

следовательности единичных элементов есть снова единичный элемент, а

в силу теоремы о диагональной последовательности A.21 гл. V), замыкание

всякого множества в регулярном ЛГ-пространстве получается присоединением
всех предельных элементов. По теореме Бэра-Хаусдорфа, начиная с некото-

рого числа а первого или второго числового класса,

Отсюда следует, что (£а совпадает с E и (ia— счётное, плотное в (£, его под-

множество.

4.22. Лемма. Если X—непрерывное К-пространство с сепарабель-
ной базой (£ и D = {еп} (п = 1, 2,...) — плотное в (£ множество единич-
ных элементов, то в (S содержатся упорядоченное по возрастанию

множество Е=* {е$} @</< 1), подобное множеству вещественных чисел

отрезка [О, 1J обладающее следующим свойством:
всякий элемент en£D может быть представлен в виде

п 71 rl r2 r2 r/rw rA;?j
ecte r^ < rj < r'2 < Tg < ... < rk < r"k —рациональные числа отрезка [0, 1J.

Доказательство. Введём следующую вспомогательную операцию:
пусть ей ^2.• • • • еп

— какая-либо система попарно дизъюнктных единичных
элементов и е > О— произвольный единичный элемент; систему единичных

элементов

eV eV е2> е2*"ф> еп' еп* eri> W

где

^ = ^Л^^ = ^-^(*=1. 2,.,.) и e» = e-(e1 + et+...+e^),B)
назовём разбиением данной системы с помощью элемента е.

Из дизъюнктности элементов elf..., en (\) и определения элементов B)
легко следует их попарная дизъюнктность и равенство

е = е*п+е[ + е'2-\- ...+е'н. C)

Пусть D = {en} — счётное множество единичных элементов, всюду плот-

ное в (£. Отправляясь от множества D, определим системы единичных эле-

ментов &п(п = 1, 2,...) следующим образом.
Пол'жим ($i={ei>, и если системы G?i, ©2-«-> ®n-i Уже определены,

то систему (§п определим как разбиение системы ($n~i с помощью элемента

en£D. Пусть
f ^ f f , „ ..

*) См., например, П. С. Александров [2], стр. 274.
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Введём в рассмотрение множеств!

+*
'

+
'

+ ++ + ) (л==1» 2,...)-

В силу свойств операции разбиения элементы, составляющие систему (£я,
попарно дизъюнктны, поэтому элементы множества Еп являются единичными.
Каждый элемент системы (&п (за исключением первого) равен разности двух
элементов из Еп\ наконец, элемент en£D может быть представлен в виде

и, следовательно, равен сумме разностей некоторых элементов из Еп. Каж-
дое множество Еп упорядочено по возрастанию (т. е. любые два элемента
из Еп сравнимы между собой) и, по определению ($п и Еп, EncEn+i, так

что теоретико-множественная сумма

представляет собой счётное множество единичных элементов, упорядоченное
по возрастанию. Существует максимальное упорядоченное по возрастанию
множество единичных элементов пространства X, содержащее £*, т. е. мно-

жество £, обладающее тем свойством, что всякий единичный элемент е £ X,
не принадлежащий Е, несравним, по крайней мере, с одним элементом из Е, так
что Е U {е} уже не будет упорядоченным множеством. В самом деле, пусть
М = {е& ($<y) —трансфинитная последовательность всех единичных эле-
ментов пространства X. Если £* не является максимальным, то пусть

е^
— первый элемент из Af, сравнимый со всеми элементами множества £*.

Множество

очевидно, упорядочено и содержит £*. Если множества

£i с £* с ... с: £р с: ...

уже определены для всех Р<а и их сумма Е9 (также упорядоченное мно-

жество, содержащее все £р с (*<а)не будет максимальной, то найдётся первый
элемент е$а1 принадлежащий М, не содержащийся в Ёа и сравнимый со всеми

элементами из Е„. Положим

Тем самым определяется последовательность упорядоченных множеств

E*czE1cz ...<z£ac: ...

Их сумма Е и будет максимальным упорядоченным множеством, содержащим
Е*. Так как нуль и единица пространства X сравнимы со всеми единичными

элементами из X, то они содержатся в Е.

Теперь покажем, что всякий интервал (*', е") в £ *) не пуст и содержит

элемент из £*. Допустим, что интервал (е'^е") не содержит элементо£из £*.

Тогда для всяких двух элементов е± и е& принадлежащих £* (<)

*) Под интервалом (e'f erf) в Е мы понимаем множество всех элементов

, заключённых между е* и е'\ т. с. '<<>"
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могут представиться следующие возможности:

2)

3) 1<<2
Других возможностей быть не может, так как интервал (е\ е"), по пред-

положению, не содержит элементов из Е*. В первых двух случаях элементы

#2
— #1 и еп— е' дизъюнктны. В третьем^— е\~^>е" — ег. Всякий элемент

en£D, как было установлено выше, может быть представлен в виде суммы
разностей некоторых пар элементов из £*. Поэтому, когда все эти разности
дизъюнктны с е" — е\ то и их сумма еп дизъюнктна с е" — ef\ если же хотя

бы одна из этих разностей не дизъюнктна с е" — ег, то она больше или

равна е"—е* и тем более еп^е" — ег. Итак, всякий элемент e^^D либо

дизъюнктен с еР — е', либо ^>е"— ег. Но по условию леммы д—непре-

рывное пространство, следовательно, элемент е" — е/ может быть предста-
влен в виде суммы двух дизъюнктных положительных элементов; пусть е* —

один из них. Очевидно, е* — единичный элемент и е* < £" — е'. Так как D

всюду плотно в (£, то найдётся последовательность {е } элементов из D

такая, что
пк

(о)- lim

Если бы среди элементов еп нашлось бесконечное множество дизъюнктных

с е" — е\ то и е* был бы дизъюнктен с е" — ег, что невозможно ввиду не-

равенства ©<£*<е'/-— е'\ следовательно, начиная с некоторого & = £0 все

элементы еп > е" — е', а в таком случае и е* > е" — ег, что опять-таки про-

тиворечит тому же неравенству. Полученное противоречие явилось резуль-
татом предположения о существовании в Е интервала, не содержащего эле-

мента из £*. Следовательно, всякий интервал в Е содержит элементы из £*.
Вместе с тем доказано, что множество Е лишено «скачков*, ибо Е*сЕ и
Е* плотно в Е.

Покажем теперь, что Е не имеет «щелей», т. е. если Е разложено на

два класса — «нижний» А и «верхний» В, то sup A
= inf В. Действительно,

очевидно, supi4<infjB. Далее, sup А сравним со всеми элементами из А и

В и, следовательно, со всеми элементами из Е; но Е— максимальное упо-

рядоченное множество, содержащее £*, поэтому sup A£E. Это же справед-
ливо и относительно inf В. Если бы теперь sup A < inf В, то интервал

(supi4, inf В) был бы пустым в Е, что, по доказанному, невозможно. Следо-
вательно, sup А = inf В и Е лишено «щелей».

Таким образом, Е — упорядоченное множество, лишённое «скачков» и

«щелей» и содержащее первый и последний элементы (О и 1), иначе говоря,

«замкнутое и непрерывное» множество, и 5* — плотное в нём счётное под-

множество. В таком случае, по известному предложению теории упорядо-

ченных множеств*), Е подобно отрезку [0, 1] и элементам множества Е*

в этом соответствии отвечают рациональные точки отрезка [0, 1]. Так как

всякий элемент еп £ D может быть представлен в виде суммы разностей не-

которых пар элементов из £*, а каждая такая разность представляется
в виде ег,»

—

ег,, где г' < гп— рациональные точки отрезка [0, 1], то

причём слагаемые в правой части равенства
— попарно дизъюнктные единич-

ные элементы. Следовательно, можно считать, что

и лемма доказана.

*) См. П. С. Александров [2], стр.72.
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Замечание. Можно всегда предполагать, что D содержит точные

границы всех своих конечных подмножеств. Действительно, множество всех

таких границ счётно и присоединение его к множеству D не изменит ни

его мощности, ни его свойства быть всюду плотным в ©.

4.23. Теорема. Сепарабелъное расширенное непрерывное элемен-

тарное /('Пространство X, в котором ||1||=1, изоморфно К-простран-
ству S вещественных измеримых функций, заданных на отрезке [0, 1].

Доказательство. Достаточно показать, что базы пространств X и

S изоморфны. Пусть Е = {et} @<^<^l)— множество единичных элементов

пространства X, построенное в предыдущей лемме. Положим

<р (/)-— непрерывная, существенно возрастающая от нуля до единицы веще-
ственная функция аргумента t В таком случае, соответствие s = cp (t), ото-

бражающее отрезок [0, 1] на самого себя, взаимно однозначно и сохраняет

упорядочение, т. е. является соответствием подобия. Поэтому, заменяя ин-

декс t элемента е £ Е через s, будем иметь:

КР, = *.

Отнесём всякому единичному элементу е — е8„
— es, (О < s'<is" < 1)

интервал £ ■=■($', srr) отрезка [0, 1]. Очевидно,

|]г|| = s" — s' = те,

где те— лебегова мера, т. е. длина интервала е.

Единичному элементу е~Ь{е- е >} отнесём открытое множество
п 'п п

е = U (s'n, s'n), т. е. теоретико-множественную сумму соответствующих интер-
п

валов. Так как элементы е « — esf попарно дизъюнктны, то интервалыs
"п

sr£)

е

sn "п

(sn, sr£) без общих точек и

и=Sov -

v ii=2 <*»
п п
v i

п п

Пусть теперь е— произвольный единичный элемент пространства X

В множестве Д всюду плотном в (£, найдётся последовательность элемен-
тов {еп} такая, что

е = (о)- Urn en = inf [sup (еп,еп+г ...)]. E)
П -> со П

Отнесём элементу е множество
оо

_

в=П( U et),
п г =?*

где е+
—

сумма конечного числа интервалов без общих точек, отвечающая
в силу D) элементу е^ £ D.

Множество еу очевидно, измеримо и, таким образом, каждому единич-
ному элементу е £ X поставлено в соответствие измеримое множество

?с[0, 1]. Легко видеть, что [1£|| = /л£
Действительно, в силу разложения D) || £я II =/и*», и если вместо измери-

мых множеств еп рассматривать их характеристические^ функции, т._е. эле-

менты из S, то соотношение E) равносильно тому, что е = (о)- lim 7n в S
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(для характеристических функций мы сохраняем те же обозначения* что и

для соответствующих им множеств). Отсюда

||*Ц = lim ['г/Л!— ^m men*= me. F)
n -> со n -> oo

1) Покажем, что соответствие е->е не зависит от выбора последова-

тельности элементов из Д сходящейся к е. Действительно, пусть еп -> е

(е'п £ D), тогда и е"п = (еп \J en) -> е. В силу сделанного к предыдущей лемме

замечания, можно считать, что e"n^D\ следовательно, ||*л|| = теп и[|^||==
= lim те!п. Очевидно, enZDen и e^ZDe^ поэтому множество е", отвечаю-

щее (о)-Ит е'' содержит множества?и? (отвечающие (о)- lim e ). Но,
Я>оо »->оо

по предыдущему, wJ= [|^|| и таким же образом т? =*\\е§ кроме того»

согласно указанному выше, те" — ^е\. Отсюда

те" = т е' — те,

и так как е" з е и е" Z) ^, то множества 7", i' и ~е эквивалентны.

Итак, соответствие е -> е однозначно (напомним, что эквивалентные

множества отождествляются).
2) Если е'>е", то ?zd?' (с точностью до множества меры нуль) и

тег*>те". Последнее следует из соотношения F); покажем первое. Пусть
еп -> е' и еп -> е« {еп% е"п £ D); тогда е*п = (^ V е"п)"+ е'- Множество {е„} с D
и ^п, ^я<^, поэтому элементу ** = (о)-Пт еп отвечает множество е*,

содержащее Р и ^; но так как е* = <?', то е* и ^, по доказанному, экви-

валентны, следовательно, е' содержит ?' (с точностью до множества меры

нуль) и "е1 не эквивалентно V'.
3) Если е' и ^' — произвольные различные элементы из (£, то Р и ^ не

эквивалентны.

Действительно, е* = (<?' V *') >^ (или *") и, по доказанному, ~е* не эк.

вивалентно i' (или *"). Следовательно, V не эквивалентно "е'\ так как из

определения соответствия легко следует, что er\J е" -±е'\}е", а сумма двух
эквивалентных множеств им эквивалентна. Итак, различным единичным
элементам пространства X отвечают различные единичные элементы про-
странства £.

4) Всякий единичный элемент пространства 5 является образом некото-

рого единичного элемента пространства X. Действительно, если g — харак-
теристическая функция открытого множества G с [0,1J и G представляет
собой сумму непересекающихся интервалов (an, prt), то единичному эле-

менту е = 2(е$п — е*п)^Х отвечает единичный элемент g£S. Если g
—

п

произвольный единичный элемент пространства S, то найдётся последова-
(о)

тельиость gn-> gt где ^—характеристические функции открытых множеств

отрезка [0, 1]. По уже доказанному, существуют единичные элементы еп^Х

такие, что еп ** gn. Соответствие е -» е, как было доказано выше, сохраняет
соотношения порядка, и если бы последовательность {<>п} не_была сходя-

щейся, то не сходилась бы и последовательность образов {еп}. Следова-

тельно, еп->е и 1 = g, так что всякий единичный элемент пространства 5

служит образом некоторого единичного элемента пространства X
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TajtHM образом, соответствие е-+е взаимно одяояиачно и #охрвня«г

полуупорядочение, т. е. представляет собой изоморфизм. Вместе с тем из

самого определения этого соответствия вытекает его изометрия.
Так как X п S — расширенные пространства, то из изоморфизма их баз

вытекает изоморфизм самих пространств B.21 гл. IV).
4.24. Теорема. Дискретное сепарабельное расширенное К-про-

странство X изоморфно либо Rn (п-мерному К-пространству), либо s

(К-пространству всевозможных числовых последовательностей).
Доказательство. Всякое расширенное дискретное пространство X

изоморфно пространству всевозможных вещественных функций, заданных на

некотором абстрактном множестве Е (см. 5.22 гл. III). Если А'—сепарабель-
ное пространство, то Я—-не более чем счётное множество. Если при этом

Е бесконечно, то X изоморфно s, если же Е конечно и содержит л элемен-

тов, то X изоморфно Rn.
Следствие!. Из последних двух предложений вытекает, что

смешанное сепарабельное расширенное К-пространство X с обобщённой
аддитивной нормой, в котором ||1||<-|-оо, разлагается на компоненты

Xi и Хг, из которых одна изоморфна S, а другая —s или Rn (см. 3.28
гл. XI).

Следствие 2. Всякое сепарабельное К-пространство X с обобщён-
ной аддитивной нормой разлагается на элементарные компоненты,

изоморфные /(-пространствам измеримых функций, нормально содер-
жащимся в £(<м) или /(-пространствам числовых последовательностей*
нормально содержащимся в s.

Действительно, как нетрудно видеть, компонента Хо сепарабельного
АТ-пространства сепарабельна, а если Хо — элементарная сепарабельная ком-

понента, то её максимальное расширение, будучи регулярным благодаря
теореме 3.23 гл. XI, также сепарабельно. Остаётся применить следствие 1.

Замечание. Если использовать гипотезу континуума, то можно

доказать, что всякое сепарабельное /f-пространство с обобщённой аддитив-
ной нормой нормально содержится в соединении двух пространств <S(o,i) из
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ЧАСТЬ I

Глава I

Понятие линейного полуупорядоченного пространства и его аксиоматика
введены Л. В. Канторовичем |1, 3] в 1935 году. В его работах [1—3, 14]
содержится ббльшая часть результатов главы 1. Впервые в настоящей моно-

графии вводится понятие соединения элементов.

Равносильное понятию /(-пространства понятие частично упорядоченного

модуля было несколько позднее введено Г. Фрейденталем [1].
Дистрибутивный закон точных границ A.5b) был доказан для счётного

множества Г. Фрейденталем [1], а в полном объёме — Б. 3. Вулихом [5]
в 1940 году. Для частично упорядоченных (не обязательно коммутативных)
групп дистрибутивный закон доказан Г. Биркгофом |5].

Свойства дизъюнктных элементов A.6) рассмотрены А. Г. Пинскероч
в связи с его работами о частично аддитивных функционалах (Пинскер [1,4])
и разложении /^-пространств [12].

Общая теория частично упорядоченных множеств с разных точек зрения
изучалась различными авторами, в том числе В. И. Гливенко [1], А. Г. К>ро-
шем [1—2] и Г. Биркгофом [1, 3—51» а в последнее время Е. П. Шимбиревой
и А. И. Мальцевым (по поводу журнальной литературы см. также Рефе*
ративный сборник по алгебре A948J).

Различные определения предела в частично упорядоченных множествах
общего типа встречаются также в работах Г. Биркгофа.

Теорема, аналогичная 2.42, доказана Ф. Хаусдорфом [2] для сходимо-
стных пространств.

Глава II

Вопросы разложения и соединения ^-пространств исследовались

А. Г. Пинскером и были доложены им в устных сообщениях в Ленинграде
в 1938—1940 годах. Результаты этих исследований были опубликованы им

в более поздние годы сначала в ряде кратких заметок [6—8], а затем систе-

матически в его работе [12].
В этих работах дано следующее определение разложения /С-простран-

ства на компоненты.

Пусть {Хй} (а $А)— система попарно дизъюнктных подпространств

iC-простравства X. Если для всякого элемента л:>0 существует представле-

ние Jir=asupjce, где *«€А'в, дгв>Ф, то X разлагается на компоненты Х„
Это представление оказывается единственным, а составляющая ха выра-

жается так:

*,» вир {у}
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Основная теорема гласит: если {Ха} — система попарно дизъюнктных

компонент /(-пространства X, полная в Ху то X разлагается на компоненты Ха.
В связи с теорией разложения А. Г. Пинскером систематически иссле-

дованы свойства дизъюнктных элементов и множеств, даны определения

подпространства и его специальных случаев, введено общее определение
проектирования на компоненту и установлены основные свойства проектиро-

вания и различные теоремы о разложениях. В главе II отражены также

некоторые результаты С. Бохнера и Р. Филлипса [1]. Метод изложения не

совпадает полностью с первоначальным изложением А. Г. Пинскера.

Глава III

§ 1. Понятие булевской алгебры возникло из работ Г. Буля [1—2]
по математической логике. В частности, Г. Булем было обращено внима-

ние на аналогию между операциями V и Д и алгебраическими действиями
сложения и умножения. В настоящей монографин рассматриваются лишь те

свойства булевских алгебр, которые необходимы для теории /С-пространств.
§ 2. Теорема 2.11 о том, что множество всех компонент /(-пространства

есть полная булевская алгебра, при ином, но равносильном определении
компоненты доказана Г. Биркгофом [3]. Понятие операции проектирования
рассматривалось различными авторами, начиная с Г. Фрейденталя [1].
А. Г. Пинскером в связи с теорией разложения /("-пространств (см. указания
к гл. II) было предложено общее определение операции проектирования и

установлены её свойства (ср. также С. Бохнер и Р. Филлипс [1]).
Принятый здесь порядок изложения предложен Л. В. Канторовичем.

Предложение 2.23 (характеристические свойства проекторов) установлено
Л. В. Канторовичем и Б. 3. Вушхом. Детальное изучение проекторов, по-

рождённых элементами B.3), имеется у Накано [1].
§ 3. Понятие единицы и единичных элементов в полуупорядоченных про-

странствах введено Г. Фрейденталем [1J. При этом за определение единицы

бралось свойство 3.11,а за определение единичного элемента — свойство 3.2lb.
Свойства единичных элементов изучены Б. 3. Вулихом [5,11]. Теорема 3.31
о разложении /С-пространства на подпространства с единицей доказана
А. Г. Пинскером 17]. Понятие следа (под названием характеристического
элемента) было введено другими путями Г. Фрейденталем [1] и. Б. 3. Вули-
хом [5, 11]. Теорема 3.52 доказана Г. Фрейденталем [1], признак ((^-сходи-
мости 3.53 и теорема об аппроксимации элементов /С-пространства C.55)
установлены Б. 3. Вулихом [11].

§ 4. Понятие характеристики введено Г. Фрейденталем [1], причем хара-

ктеристика*® определялась как след элемента (х — Х1)_. Здесь мы отказы-

ваемся от однозначности в определении характеристики, что в ряде случаев

упрощает рассуждения. Второй признак (о)-сходимости D.18) установлен
Л. В. Канторовичем. Теорема 4.21 об интегральном представлении элемен-

тов принадлежит Г. Фрейденталю [1].
§ 5. Понятия непрерывного и дискретного /(-пространства введены и

изучены А. Г. Пинскером [5]. Теорема 5.25 о конечномерных /(-простран-
ствах доказана впервые А. И. Юдиным [1].

Глава IV

§ 1. Основной результат этого параграфа — построение /(-пространства
по заданной базе A.53) — в полном виде излагается здесь, повидимому,
впервые. Приведённый метод доказательства этого результата с помощью
разложений единицы разработан Л. В. Канторовичем.

§ 2. Понятие максимального расширения для произвольного /(-простран-
ства введено А. Г. Пинскером [2—3]. В этих работах им указан прямой
метод построения максимального расширения и тем самым доказана теорема
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2.45, а также изучен ряд свойств расширенных ЛГ-пространств (определяе-
мых как /("-пространства, изоморфные со своим максимальным расширением),
в том числе— признак расширенности 2.24. Результаты, изложенные в 2.3,
также получены А. Г. Пинскером [13].

В настоящем параграфе принято иное изложение основных результатов
о расширении /^-пространств, отличное от первоначального изложения

А. Г. Пинскера.
§ 3. Способ определения абстрактных непрерывных функций от элемен-

тов К-пространства C.1) предложен Л. В. Канторовичем и излагается здесь

впервые.
Теорема 3.15 об (о)-непрерывности функций и предложения 3.21—3.23

о монотонных функциях установлены Б. 3. Вулихом.
Операция умножения элементов в AT-пространствах была введена перво-

начально прямым путём Б. 3. Вулихом [5—6, 11|. Там же установлены

основные свойства произведения, в том числе 3.31—3.37, а свойство 3.39 было

принято за определение произведения для положительных сомножителей.
Ещё ранее С. Стин {1] рассматривал линейные полуупорядоченные кольца,
в которых произведение элементов предполагалось определённым аксиомати-
чески. Также аксиоматически введено умножение в полуупорядоченных про*
странствах в работе И. Берникова, С. Крейна и А. Товбина [1]. Теория линей-
ных нормированных колец построена в работе И. М. Гельфанда [2] (см. также

статью И. М. Гельфанда, Д. А. Райкова и Г. Е. Шилова [1]).
Предложения 3.41—3.43 (о степени и о корне) установлены Б. 3. Вули-

хом [6. 11].
Теорема 3.54 об однородных функциях доказана Ф. Риссом [5] для

частного класса /^-пространств (см. указания к гл. VII). В общем виде эта

теорема доказана в настоящей монографии Б. 3. Вулихом.
§ 4. Теорема 4.11 о расширении ^-линеала принадлежит А. И. Юдину [2].

Ему же принадлежит (Юдин [1]) и теорема 4.12 о сохранении соотно-

шений в /f-линеале. В связи со значением, которое приобретает в этом пара-
графе принцип Архимеда, отметим, что специальному изучению архимедовских
частично упорядоченных групп посвящена работа Д. А. Василькова [1].

Глава V

§ 1. Понятие регулярного /^-пространства введено Л. В. Канторовичем
[3, 5, 14]. Там же установлены основные свойства регулярных пространств
(теоремы 1.21 — 1.25).

Взаимные связи между различными свойствами регулярных /(-про-
странств A.3) исследованы А. Г. Пинскером. Им же введено понятие о ^-про-
странствах счётного типа и установлены их свойства A.4).

Результаты, содержащиеся в 1.3 и 1.4, публикуются здесь впервые.

Предложение, близкое к 1.48, для пространства функций доказано в работе
Ю. Ф. Сирвинта [1].

В § 2 излагаются результаты А. Г. Пинскера, частично опубликованные
в его работе [3].

§ 3. Понятие К+-пространства введено Л. В. Канторовичем [19]. /{^-про-
странства счётного типа исследовались А. Г. Пинскером.

Глава VI

§ 1. /^-пространства с метрической функцией введены Л. В. Канторови-
чем [7, 14]. В этих работах установлены их основные свойства. Предложе-
ния 1.15, 1.16 и 1.19 получены А. Г. Пинскером.

Пространства LT были впервые изучены с точки зрения теорни норми-

рованных пространств В. Орличем [1]. Как К-пространства с метрической
функцией, LT были исследованы Л. В. Канторовичем.
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§ 2. Общая теория линейных нормированных пространств системати-

чески изложена в монографии С. С. Банаха [2J (см. также Банах [3]). Про-
странства одновременно нормированные и частично упорядоченные с раз-
личными системами аксиом (##-линеал, /ф-пространство) рассматривались
Л. В. Канторовичем [5, 13—14] и позднее А. Г. Пинскером (АТ-простран-
ства ограниченных элементов), М. Г. Крейном, Г. Биркгофом, С Какутани
и др.

V-пространства B.5) введены Б. 3. Вулихом [1, 3—4] под названием

/^-нормированных пространств.
Классы функций Vp (р > 1) B.64 и ел.) впервые были введены в мате-

матический анализ Ф. Риссом [2J.
Отметим, что в работах, посвященных линейным полуупорядоченным

пространствам, до настоящего времени не было твёрдо установленных обо-
значений различных типов пространств. Так в работах ленинградских мате-

матиков AT пространство называется пространством типа S-o или Кь> /С-лииеал
— пространством типа S± или Кь регулярное К-пространство — 5в или

К£, /^'-пространство— А£\ АГ+-пространство — К^> регулярное /С+-про-

странство — К& /СВ-пространство — В* /СВ*линеал — Вх, Термин /С-простран-
ство введён в работах А. Г. Пцнскера.

ЧАСТЬ II

Глава VII

Значительная часть результатов первых двух параграфов этой главы

содержится в работах Л. В. Канторовича [4, 7, 19]. В этих работах введены

основные классы аддитивных операций и установлен ряд их свойств, а также

установлены некоторые соотношения между различными классами в про-

странствах того или иного типа (в частности, теоремы 1.23, 2*21,2.31,
2.41-2.43, 2.81-2.82).

В частном случае класс Нг, составленный из функционалов, заданных
на множестве непрерывных функций, рассматривал Ф. Рисе, [4]. Для этого

случая им была установлена теорема 1.23, и доказательство этой теоремы
в настоящей монографии является обобщением метода Рисса на абстракт-
ный случай. В работе, опубликованной в 1940 году, Рисе [5] обобщил
свои результаты на случай функционалов, заданных на абстрактном множестве,
удовлетворяющем некоторым специальным условиям.

Теорема 2.24 об операциях класса И\ принадлежит С. С. Банаху [2—3].

Теоремы 2.45, 2.47—2.48 и лемма 2.46 были ранее установлены
А. Г. Пинскером, но излагаются впервые в настоящей монографии. Теорема
2.47 содержится в работе Л. В. Канторовича [19] при дополнительном

предположении, что К—регулярное К*-пространство.
Предложение 2.51 было доказано Л. В. Канторовичем [19] в пред-

положении, что данный функционал регулярен. Обобщение этого предложения
на случай произвольного аддитивного функционала принадлежат А. Н. Ба-
луеву [1].

Теорема 2.55 и её доказательство в основном принадлежат Г. Биркгофу [4].
Именно, им было доказано, что если X—/^-пространство и одновре-
менно /СВ-линеал, в котором для положительных элементов при всяком е>0
на '|*ill<l и f|*i + *«|<il*i|)-f Р(е) следует, что |*2||<e, а /—(о)-линей-
ный функционал, то X разлагается на три компоненты Хи Х% и л8 так, что

/-(.*) = 0 при x£Xit

0 при
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А. Н. Валуев [1] показал, что в формулировке, данной в 2.55, теорема
Биркгофа переносится на /(-группы.

Теорема Биркгофа в свою очередь является частным случаем теоремы
1.24 гл. XI, так как пространство, удовлетворяющее условию Биркгофа—
счётного типа, а потому к нему применима теорема 1.14 гл. XI.

Необходимое и достаточное условие, входящее в формулировку тео-

ремы 2.61, было доказано Б. 3. Вулихом [3—4] для (^-непрерывных опе-

раций в ^-пространствах.

Теорема 2.83 о включении НгаН*ьъ полных АГБ-линеалах установлена
Б. 3. Вулихом и излагается здесь впервые. Теорема 2.84 о совпадении клас-

сов (б)-линейных и регулярных функционалов в полных /СВ-линеалах
принадлежит Г. Биркгофу [4].

Теорема 2.87 была доказана Б. 3. Вулихом [3—4] для Fv)-непрерывных
операций в ^-пространствах.

§ 3. Понятие мультипликативной операции введено Б. 3. Вулихом [7,9,11].
Там же установлены все свойства мультипликативных операций, изложен-

ные в этом параграфе. Линейным мультипликативным функционалам в нор-

мированных кольцах посвящена работа В. Л. Шмульяна [1].
К теории регулярных операций в /(-пространствах примыкают исследо-

вания М. Г. Крейна 11—3] о конусах в линейных нормированных простран-
ствах (типа (В)) (см. также монографию Н. И. Ахиезера и М. Г* Крейна [1]).
Согласно М. Г. Крейну конусом в пространстве X типа (В) называется

выпуклое замкнутое множество К* обладающее тем свойством, что если

х$К(хфО)9 то Ъс$К при Х>0 и \х^К при Х<0. Функционал f(x) назы-
вается положительным (относительно К), если /(лс)>0 при всех х$К* Если
линейная замкнутая оболочка конуса К совпадает со всем X (конус назы-
вается в этом случае воспроизводящим), то множество положительных

функционалов является конусом в пространстве Н\ всех (б)-линейдах функ-
ционалов в X. М. Г. Крейну принадлежит следующая теорема: для того чтобы

произвольный (б)-линейный функционал в Хбыл представим в виде разности
двух положительных функционалов, необходимо и достаточно» чтобы су-
ществовало такое число о>0, что если Х\9 jc^ £ /С, |1 JCi!' = || jc2 [! = 1, то не-

пременно || *i + х21| ;> Ь (нормальность конуса) (см. Крейн М. Г. [2]).
В пространстве с конусом можно ввести частичное упорядочение, по*

лагая д:>0 тогда и только тогда, когда *€АГи хфО. Такого рода частич-

ное упорядочение удовлетворяет аксиомам I, II и IV /f-простраиства. На-
оборот, если в нормированном пространстве введено частичное упорядочение»
удовлетворяющее аксиомам I, II и IV, то множество всех положительных эле-

ментов (х >О) есть конус.
М. Г. Крейн называет конус К мыниэдральным, если пересечение двух

транслированных конусов Ка и Къ (я, b$К) есть снова транслированный
конус Кс (с € К)- Под Ка мы понимаем множество элементов вида х + а,
где х£К. Это определение равносильно требованию, чтобы для любых

•*i» хъ € /fсуществовал элемент лгД/-*^- Если конус — миниэдральный и воспро-
изводящий, то пространство оказывается ДГ-линеалом. Множество положи-
тельных элементов /С&-линеала представляет пример миниэдрального и нор-
мального конуса.

Наиболее сильные результаты получены М. Г. Крейном и М. А. Рутма-
ном (см. их совместную статью [1]) для пространств, содержащих телесный

конус, т. е. такой, множество внутренних точек которого не пусто.

В большей части рассматривавшихся выше нормированных /^-пространств

(например, в Lp> &) конус положительных элементов не является телесным.

Примером телесного конуса может служить конус положительных элементов

А72-линеала ограниченных элементов. В этом случае единица является внутрен-

ней точкой конуса. Оказывается, что всякое пространство с нормальным,
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миниэдральным и телесным конусом изоморфно /СВ-линеалу ограниченных
элементов. Этот результат по существу доказан в работах М. Г. Крейна и

С. Г. Крейна [1—2].

Глава VIII

Вопросам аналитического представления линейных операций посвящен

ряд работ, в том числе И. М. Гельфанда [1], Г. М. Фихтенгольца [1—21,
Г. М. Фихтенгольца и Л. В. Канторовича [1—2], Л. В. Канторовича [6, 8, 19],
Л. В. Канторовича и Б. 3. Вулиха [1—2], Н. Денфорда [1], Л. Коэна [I] и др.

§ 1 содержит в основном результаты Б. 3. Вулиха, изложенные в частном

случае (для мультипликативных операций) в его работе [11]. В другой ра-
боте [12] свойства аддитивных функций на булевской алгебре установлены без

использования теории операций.
Предложение 1.44 (равносильность абсолютной аддитивности и (^-не-

прерывности для функций с числовыми значениями) по существу содер-
жится в работе Л. В. Канторовича [19].

§ 2 содержит результаты Л. В. Канторовича [19]. Общая форма (^-ли-
нейных функционалов в М найдена в работе Г. М. Фихтенгольца и Л. В. Кан-

торовича [1—2]. Общий вид (о)-линейных функционалов в М B.16) впервые
был установлен Г. М. Фихтенгольцем в его работе [2], посвященной сходи-

мостным пространствам.

§ 3. Общая теорема 3.11 доказана Л. В. Канторовичем [19]. Общий вид

линейных функционалов в L C.12) установлен Г. Штейнгаузом [1]. Теорема
3.13 (операции из L в V), а также предложение 3.16 доказаны в работе
Л. В. Канторовича и Б. 3. Вулиха [1]; теорема 3.13 была также упомянута
И. М. Гельфандом в его диссертации 1935 года. Теорема 3.21 (операции из

L в Lpf где р>1) установлена Н. Дэнфордом [1].
Теорема 3.31 доказана Л. В. Канторовичем [19]. Общая форма линей-

ных функционалов в Lp C.32) установлена сначала для/7=2М. Фреше [1],
а затем для любого р Ф. Риссом [2].

Относительно теории ортогональных разложений для абстрактных функ-
ций класса Ар* см. Л. В. Канторович [19].

§ 4. Теорема 4.11 доказана Л. В. Канторовичем [19]. Для функционалов
эта теорема была доказана Ф. Риссом [1].

§ 5. Общие предложения этого параграфа излагаются в настоящей мо-

нографии впервые.
Предложение 5.22 (операции из /?в/2) для операций класса Н\ доказано

Хеллингером и Теплицом [1]. Близкие к § 5 по содержанию результаты со-

держатся в работе И. А. Эзрохи [1].
§ б. Результаты этого параграфа изложены в работе Л. В. Канторовича

и Б. 3. Вулиха [1]. Теорема 6.12 для /7 = 1 доказана также в работе
И. М. Гельфанда |1]. В этой работе содержится большое количество ре-
зультатов по аналитическому представлению операций в линейных нормиро-
ванных пространствах, в том числе и некоторые, близкие к изложен-

ным в гл. VIII.

Глава IX

Значительная часть материала этой и следующей глав относится
к 1936—1937 годам, но в полном виде не публиковалась (ср. Канторович [16]).
Однако многие из результатов были анонсированы в ряде заметок.

§ 1. Возможность обобщения теорем о продолжении функционалов на

операции кчасса //£ была указана в заметке Л. В. Канторовича [1]. Дока,
зательства теорем этого параграфа близки к доказательствам соответствую-
щих теорем о функционалах (С. С. Банах [2—3]). В книге Банаха можно найти

и дальнейшие литературные указания по поводу этих теорем.
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Биортогональные системы функционалов и элементов в другом виде
также вводились у С. С. Банаха. Применение к теореме С. С. Левина не

встречалось в литературе.

§ 2. Теоремы 2.11 и 2.13 даны в заметках Л. В. Канторовича [4, И].
Предложения из 2.2 впервые установлены А. Г. Пинскером. Определения
сопряжённого и второго сопряжённого пространств для случая нормиро-
ванного пространства и предложения, относящиеся к этому случаю, имеются

у С. С. Банаха [2—3]. Предложение, связанное с упорядочением B.36), уста-
новлено А. Г. Пинскером.

§ 3. Основные результаты этого параграфа принадлежат Г. П. Акилову
[1—2]. Теорема 3.16 ранее была доказана более сложным путём Р. Филлип-
сом [1] и позднее А. Собчиком [1]. Пример непродолжимости операции, при-
ведённый в 3.2, дан в работе Г. М, Фихтенгольца и Л. В. Канторовича
A—21 с другим обоснованием.

О равномерно выпуклых пространствах, с которыми связано определе-

ние 3.31, см. Д. Кларксон [1].
§ 4. Основные результаты параграфа: 4.11 и 4.21 приведены (первый

с доказательством) в заметке Л. В. Канторовича [17], полностью в [16].
Предложение 4.13 первоначально установлено более сложным образом
С. С. Банахом ([2], стр. 224, теорема 8).

§ 5. По поводу проблемы моментов см. И. П. Натансон [2], Н. И. Ахие-

зер и М, Г. Крейн [1]. В настоящей монографии ряд основных теорем,
относящихся к проблеме моментов, устанавливается как приложение общей

теории полуупорядоченных пространств.
Условие разрешимости проблемы моментов, данное в 5.23, первоначаль-

но получено Хелли. Теорема 5.25 установлена Хаусдорфом [1]. Теорема 5.31
принадлежит Хэвилэнду [1]; ранее для одномерного случая подобная тео-

рема была дана М. Риссом.

Теоремы 5.32, 5.33 и 5.41 были получены первоначально соответственно

Гамбургером, Стилтьесом и Хаусдорфом. По поводу литературы см. цити-

рованные выше монографии, содержащие более полное изложение этой

проблемы.
Применение понятий теории полуупорядоченных пространств к поло-

жительной проблеме моментов дано в заметке Л. В. Канторовича [4J, где
теорема 5.41 была установлена на основе теоремы 2.13. Последняя теорема
положена в основу изложения ряда теорем теории моментов в моно-

графии Тамаркина и Шохата. Однако использование теоремы 4.21 (впер-
вые в работе Л. В. Канторовича [16]) позволило сделать это изложение

ещё более коротким.

Глава X

§ 1. Результаты этого параграфа, относящиеся к операциям в полуупо-

рядоченных пространствах, даны в заметке Л. В. Канторовича [10]. По по-

воду предложений, относящихся к последовательностям в нормированных

пространствах, см. С. С. Банах [2—-3].
§ 2. Результаты этого параграфа получены в дипломной работе

А. Н. Балуева [1].
Предложение 2.31 для случая пространства ограниченных функций дано

в работе В. М. Дубровского [1]. Первоначальное доказательство В. М. Дуб-
ровского частично использовано А. Н. Балуевым при установлении общих

предложений о функционалах.
§ 3. Содержание этого параграфа опубликовано в заметке Л, В, Кан-

торовича [12].
Глава XI

Эта глава посвящена систематическому изложению результатов А. Г. Пин-
скера, частично опубликованных в работах 16—7, 9].
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Предложения 1.21 и 1.25 были установлены невавясим# 5. 3. Вулихом
[В, 11] для частного случая /С-пространств счётного типа.

Теорема 2.11 доказана в работе М. Г. Крейна [2] и, независимо, А. Г. Пин-

снером [б]. Теоремы 2.14—2.15 об общем представлении (о)-линейных
функционалов доказаны Б. 3. Вулихом [8, 11]. Независимо от этих теорем
А. Г. Пинскером [6] установлен изоморфизм между пространством Х*ч со-

пряжённым к ЯЕ-пространству X с аддитивной нормой и единицей, и

подпространством X ограниченных элементов пространства X.

Глава XII

В этой главе в основном используется статья Л. В. Канторовича [15, 18],
в которой, в результате использования теории /("-пространств методу мажо-

рант была придана абстрактная форма. Относительно других общих теорий
функциональных уравнений см. С. С. Банах ([2—3]. гл. X) и В. Немыцкий [2].

В § 1 ряд предложений публикуется впервые, в частности, предложе-

ния из 1.4. Некоторые из вновь публикуемых теорем (К52, 3.13, 3.23) по-

лучены совместно Л. В. Канторовичем и Г. П. Акиловым.
В § 4 также следует отметить впервые публикуемое здесь предложе-

ние 4.14.

В § 5 теоремы о регулярных и вполне регулярных системах в боль-

шинстве были известны и получены ранее Б. М. Кояловичем, Р. О. Кузьми-
ным, Л. В. Канторовичем и Пелле. По поводу литературы см. Л. В. Канто-
рович и В. И. Крылов [1].

Класс систем, рассмотренных в 5.2, изучался при/; = 2 Кохом, а для

любого £ Ф. Риссом [3]. Конечные нелинейные системы из 5.31 рассматри-
вались Пелле, бесконечные — Л. В. Канторовичем.

Предложение 5.33 впервые установлено А. Винтнером [1].
§ 6. Результаты 6.2 публикуются здесь впервые. Возможность исполь-

зования абстрактной нормы для подобных оценок отмечена в статье Л. В. Кан-

торовича [20].

ДОПОЛНЕНИЕ

Глава XIII

§ 1. Теорема 1Л4 о существовании единичных функций установлена
А. Г. Пинскером [11]. Следствие из неё о существовании единичной функции,
равной единице на заданном элементе булевской алгебры, было доказано

ранее другим методом Б. 3. Вулихом [II].
Теорема 1.34 о представлении булевских алгебр принадлежит М. Стону [IJ.

Метод доказательства этой теоремы» приведённый в настоящей монографии,
предложен А. Г. Пинскером. Теорема 1.35 (признак полноты булевской ал-

гебры) доказана Б. 3. Вулихом [10],
§ 2. В этом параграфе даётся подробное изложение результатов, при-

ведённых в краткой статье Б. 3. Вулиха [10].
§ 3. Основная теорема этого параграфа C.11) о представлении /f-npo-

странств установлена Б. 3. Вулихом [10]. В этой работе теорема 3.11 уста-
новлена для /("-пространств с единицей, а тогда переход к общему случаю
может быть сделан с помощью теоремы А. Г. Пинскера о разложении

/(-пространства на подпространства с единицей C.31 гл. 111).
Близкая по содержанию теорема доказана в более ранних работах

М. Г. Крейна и С. Г. Крейна [1—2]. Именно, ими доказано, что всякий

/СЯ-линеал, удовлетворяющий дополнительному условию

(пространству типа (М)), изоморфен и изометричен некоторому линейному
подмножеству пространства С (Q), где Q — некоторый бикомпакт. Эта тео
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рема доказана также С. Какутани [2]. В частности, теорема М. и С. Крейнов

применима к /(-пространству ограниченных элементов; для этого случая она
вытекает из теоремы 3.11 (см. 3.12, замечание 2).

Вопросу конкретного представления полуупорядоченных колец (в кото-

рых заранее постулируется наличие действия умножения) посвящена также

работа С. Верни нова, С. Крейна и А. Товбина [1]. Реализацией линейных
нормированных колец занимался И. М. Гельфанд [2|.

Теорема 3.14 для любых бикомпактов (без /С-условия) доказана М. Сто-
ном [1] и ещё более обобщена в работе К Г. и С. Г. Крейнов [2].*)

В § 4 излагаются результаты А. Г. Пинскера, частично опубликованные
в его работах [9—10]. Конкретное представление пространств типа (L) по-

лучено также М. Г. Крейном и С. Г. Крейном [2] и С. Какутани [1].

*) Уже после сдачи рукописи книги в печать авторам стало известно из

„Mathematical Reviews" A949 г. № 8) о появлении в 1942—1944 гг. ряда работ
Т. Огасавары, в которых рассматриваются некоторые вопросы, частично
входящие в содержание главы ХШ (§§ 1—3), а частично близко примы-

кающие к нему.
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